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КОНСТРУИРОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ
ПО CC-VAR ПОРТФЕЛЕЙ НА МНОГОМЕРНЫХ РЫНКАХ ОПЦИОНОВ
Исследуется многомерный однопериодный рынок опционов, порожденный несколькими базовыми активами. Вводятся многомерные опционы – многомерный аналог обычных опционов колл и пут, определяются их производные первого и второго порядка и формулируются их основные свойства в форме теорем паритета. Для двумерного дискретного по страйкам рынка строятся базисы из простейших нормированных баттерфляев, образованные разными типами опционов. Приводится иллюстративный пример построения оптимальных по континуальному критерию VaR портфелей для разных типов опционов, а также оптимального смешанного портфеля при наличии так называемого центра рынка. 
Введение

Континуальный критерий VaR (CC-VaR), введенный в работах автора [1,2], требует, чтобы строящийся из имеющихся на рынке инструментов портфель инвестора порождал случайный доход q, удовлетворяющий неравенствам P{q ( ((()} ( 1–( для всех (([0,1] (P{M} – вероятность множества M с точки зрения инвестора). Неотрицательная, монотонно возрастающая и непрерывная функция ((() задается инвестором и определяет его рисковые предпочтения. Типичным примером может служить функция ((() = ((, (([0,1], (>0. 
Исходной для применения CC-VaR является модель теоретического однопериодного δ-рынка, в основе которого лежит некоторый базовый актив (например, акция). Таковым является, в частности, теоретический однопериодный рынок опционов, вообще говоря, с континуальным множеством страйков. 

Многомерный рынок – это рынок, порожденный несколькими (n>1) базовыми активами, цены которых в конце периода образуют случайный вектор с плотностью вероятности, прогнозируемой инвестором. Рынок достаточно разнообразен и на нем можно строить и торговать портфелями с произвольными измеримыми платежными функциями. В этом смысле рынок считается теоретическим. Цель работы – определение многомерного аналога обычных опционов типа колл и пут и перенесение результатов по применению континуального критерия VaR на рынок таких опционов (см. [1-3]). 
Многомерный рынок – основные определения и обозначения
Пусть X = (i(NXi, Xi((, N = {1,2,…,n}. Заданы две неотрицательные функции (плотности) p(x) и c(x), x ( X, порождающие меры P{M} и С{M}, M(X, первая из которых – вероятностная мера, являющаяся прогнозом инвестора на конец периода, а вторая – ценовая мера, которую предоставляет рынок.

Вводится инструмент D(x), называемый (-инструментом, платежной функцией которого служит (-функция относительно x, x ( X, при этом |D(x)| = c(x), x ( X, где |I|  означает стоимость инструмента I. Эти инструменты играют роль базисных инструментов, на основе которых можно строить прочие инструменты. Инструмент G с произвольной измеримой платежной функцией g(x) и его стоимость представляются соответственно в виде 
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Так, вводятся инструмент "индикатор H[M]", M ( X, и единичный безрисковый актив U = H[X]. Построение оптимального портфеля инвестора основано на сравнительном анализе мер C{(} и P{(}. Алгоритм использует известную из математической статистики процедуру Неймана-Пирсона [4], применяемую к функции относительного дохода ((x) = p(x)/c(x), x(X.

Многомерный однопериодный α-рынок
Многомерный опционный рынок образуют инструменты, называемые α-опционами и задаваемые следующим образом. Если x = {xi, i(N}, s = {si, i(N} и α = {αi, i(N} – векторы соответственно цен базовых активов xi((, страйков si((, i(N, и чисел –1 и +1 в любом порядке, характеризующих тип α-опциона, то α-опцион A(s; α) определяется своей платежной функцией π(x; A(s; α)) = ∏i(N max(0, αi(xi–si)).
Производные от α-опционов инструменты первого и второго порядка A'(s; α) и A"(s; α) соответственно, их платежные функции π(x; A'(s; α))  и π(x; A"(s; α))  и цены, где α – произвольный вектор с компонентами +1 (для опционной компоненты типа колла) и –1 (для опционной компоненты типа пута), определяются соответственно по формулам (σ(α) = (i(N α i):
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Теоремы паритета для опционов A(s, α), A'(s, α) и A"(s, α) и их цен имеют вид
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Платежная функция первой производной является характеристической функцией некоторого 2n-анта с множителем (–1)nσ(α), а второй – 
δ-функцией относительно s  вне зависимости от α.

Двумерный дискретный по страйкам рынок
Положим I = {1,2,…,n1}, J = {1,2,…,n2}. Сценарии на множествах X и Y определяются их равномерным разбиением на n1 и n2 интервалов соответственно формулами
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Двумерными сценариями будут прямые произведения всех пар одномерных сценариев
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Каждый из них образует прямоугольник, и все они равны между собой. В приложении к двумерному опционному рынку особое значение приобретают центры сценариев
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Каждая пара (si, tj) является векторным страйком двумерного опциона, далее мы каждый такой страйк будем упрощенно обозначать также парой индексов (i, j). Дополнительно принимается
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Очевидным образом определяются множества граничных и внутренних страйков. Наконец, h1 и h2 – расстояния между соседними страйками для первого и второго активов соответственно.
При введении сценарного рынка имеется в виду, что на нем базисными инструментами служат дискретные аналоги инструментов D(s) 
δ-рынка, т.е. индикаторы соответствующих сценариев
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Их платежной функцией служат характеристические функции
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где χi(x) и χj(y) – характеристические функции одномерных сценариев Si и Tj соответственно, i(I, j(J.
Стоимости индикаторов должен задавать рынок, и потому принимается, что задан неотрицательный вектор (верхний индекс S подчеркивает сценарное происхождение вектора)
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В иллюстративных примерах и в исследовательских целях мы будем задавать рыночные цены в форме плотности c(x, y), x(X, y(Y. В этом случае компоненты вектора cS, являющиеся ценами n-мерных сценарных базисных инструментов, получаются по формулам
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Вероятностный прогноз инвестора задается в форме плотности p(x, y). Вероятности сценариев получаются интегрированием этой плотности внутри каждого сценария. Имеем
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где E – знак математического ожидания, а пара переменных (x, y) интерпретируется как случайный вектор с плотностью p(x, y). Поэтому вероятность сценария Si ( Tj совпадает со средним доходом от инструмента Dij, i(I, j(J, т.е. 

[image: image23.wmf](

)

,,,

S

ijij

pxyiIjJ

=cÎÎ

E

.
Построение оптимального портфеля для сценарного рынка основывается на сравнении полученных векторов pS и cS, при этом их следует интерпретировать как одномерные с использованием лексикографического порядка.
Двумерный рынок – базисные баттерфляи четырех типов
Для двумерного рынка имеется четыре типа α-опционов, для них используем специальные обозначения C, S, P, F соответственно при α = (+1,+1), (–1,+1), (–1,–1), (+1,–1). В терминах опционов C представление базисного баттерфляя для внутренних страйков (i, j), i = 2..n1–1, j = 2..n2–1, имеет вид
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Вершинные базисные баттерфляи являются "усеченными" по обоим измерениям:
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Реберные базисные баттерфляи являются "усеченными" по одному измерению (i=2..n1–1, j=2..n2–1,):
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Отметим, что во многих граничных баттерфляях участвуют также и одномерные колл-опционы. Всего существуют 6 разных вариантов C-баттерфляев: 1 внутренний, 3 вершинных и 2 реберных. Сумма всех базисных баттерфляев дает единичный инструмент.

Подобные базисы строятся также и на основе прочих α–опционов: S, P и F. 
Базисные S-баттерфляи – это простейшие нормированные баттерфляи, образованные α-опционами S. Такие опционы по оси x ведут себя как одномерные путы, по оси y – как коллы, и это необходимо учитывать при назначении генераторов.
Для внутренних страйков (i,j), i = 2..n1–1, j = 2..n2–1  имеет место 

[image: image33.wmf](

)

12

1

,,

1,1,,1,1

1,11,11,11,1

42222

.

ijij

ijijijij

hh

ijijijij

+-+-

+++--+--

=----+

++++

BSSSSS

SSSS


Переходим к граничным страйкам. Сначала находим вершинные S-баттерфляи.
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Базисные реберные S-баттерфляи
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Базисные P-баттерфляи – это простейшие нормированные баттерфляи, образованные α-опционами P. Такие опционы по обеим осям ведут себя как одномерные путы. Для внутренних страйков (i,j), i = 2..n1–1, j = 2..n2–1
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Для вершинных страйков
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Для реберных страйков:
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Базисные F-баттерфляи – это простейшие нормированные баттерфляи, образованные α-опционами F. Такие опционы по оси x ведут себя как одномерные коллы, по оси y – как путы.

Для внутренних страйков (i,j), i = 2..n1–1, j = 2..n2–1
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Для вершинных страйков
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Для реберных страйков:
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Двумерный рынок – смешанный базис 
Более того, можно строить и смешанный базис с одновременным участием опционов нескольких типов. Для этого предполагается, что во множестве двумерных страйков выделяется внутренний страйк, который назовем центром рынка. Он делит естественным образом всю область пар цен обоих базовых активов (X(Y) на четыре квадранта. В первом квадранте используются опционы C, во втором – S, в третьем – P, в четвертом – F. На границах этих квадрантов возникают смешанные представления базисных баттерфляев. 
Для центра рынка (ic, jc), справедливо представление
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Смешение по одному измерению для граничных страйков порождает усеченные баттерфляи.
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Смешение по одному измерению для внутренних страйков порождает полные смешанные баттерфляи.
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Замечание. Очевидно, что каждый двумерный баттерфляй, как и его одномерный прототип, можно записать, используя не сами опционы, а их спрэды, причем это можно сделать как на начальной стадии в рамках задания генераторов, так и по окончании всего процесса получения представлений баттерфляев, подходяще группируя в них слагаемые. Представления в терминах спрэдов соответствуют теоретическим континуальным представлениям в терминах первой производной α-опционов (см. [3]) и имеют вполне определенный практический смысл. Процедура трансформации представлений достаточно понятна, и, чтобы не загромождать изложение дополнительными конструкциями, мы ее здесь не проводим. 
Иллюстративный пример

Следует подчеркнуть, что все предложенные базисные инструменты для каждого страйка эквивалентны по платежным функциям, но на реальном рынке их стоимости могут разниться. Тем не мене в нашей конструкции идеального рынка разницы в ценах не должно быть. Пусть
p(x, y) = 13/36 – x2/6 – y2/6,  c(x, y) = 37/120 – (x + 1/2)2/6 – (y – 1/2)2/6.

Первая из плотностей порождает дискретное распределение вероятностей на сценариях, а с помощью второй находятся цены базисных баттерфляев. Дискретизация осуществляется выбором n1 = 6, n2 = 5. Интегрированием по сценариям получаем векторы цен и прогнозных вероятностей:

c = {0.0292284, 0.0347617, 0.0384951, 0.0400951, 0.0396728, 0.0298765, 0.0354099, 0.0391432, 0.0407432, 0.0403210, 0.0291358, 0.0346691, 0.0384025, 0.0400025, 0.0395802, 0.0269136, 0.0324469, 0.0361802, 0.0377802, 0.0373580, 0.0232099, 0.0287432, 0.0324765, 0.0340765, 0.0336543,   0.0183025,   0.0238358,   0.0275691,   0.0291691,   0.0287469}.
p = {0.0179918, 0.0286584, 0.0322140, 0.0286584, 0.0179918, 0.0278683, 0.0385350, 0.0420905, 0.0385350, 0.0278683, 0.0328066, 0.0434733, 0.0470288, 0.0434733, 0.0328066, 0.0328066, 0.0434733, 0.0470288, 0.0434733, 0.0328066, 0.0278683, 0.0385350, 0.0420905, 0.0385350, 0.0278683,   0.0179918,   0.0286584,   0.0322140,   0.0286584,   0.0179918}.
Посредством алгоритма, например, из [2], опирающегося на процедуру Неймана-Пирсона, находятся веса базисных баттерфляев в "оптимальном" портфеле в предположении ((ε)=ε2.

g = {0.00129482, 0.0193656, 0.0538469, 0.0122107, 0.000323704, 0.0856875, 0.252012, 0.1764, 0.109733, 0.00669838, 0.286027, 0.68703, 0.616852, 0.214807, 0.0399342, 0.545191, 0.924415, 0.842709, 0.380471, 0.0701487, 0.458201, 1.0, 0.758576, 0.32873, 0.0278986, 0.142816, 0.49782, 0.421249, 0.129541, 0.00291333}.
Далее портфель G = (i(I,j(J gij Bi,j переписывается в терминах опционов C:
GC = 0.00129482 U + 0.618381 C1,1 – 1.1309 C1,2 + 0.192134 C1,3 – 0.230572 C1,4 + 0.550955 C1,5 + 1.31495 C2,1 – 1.45328 C2,2 – 1.26651 C2,3 + 0.927604 C2,4 + 0.477234 C2,5 – 1.74697 C3,1 + 2.12289 C3,2 + 0.240391 C3,3 – 0.247238 C3,4 – 0.369071 C3,5 + 0.0684481 C4,1 + 0.213412 C4,2 + 0.795916 C4,3 + 0.0168603 C4,4 – 1.09464 C4,5 – 1.00982 C5,1 + 1.89047 C5,2 + 0.460589 C5,3 – 0.834573 C5,4 – 0.506671 C5,5 + 0.755007 C6,1 – 1.64259 C6,2 – 0.422523 C6,3 + 0.367919 C6,4 + 0.94219 C6,5 + 0.325314 C1,· + 0.331678 C2,· + 0.207374 C3,· – 1.22146 C4,· – 0.707919 C5,· + 1.06501 C6,· + 0.0451771 C·,1 + 0.0410261 C·,2 – 0.190294 C·,3 + 0.074373 C·,4 + 0.0297175 C·,5.
Аналогичным образом можно строить портфели для других базисов – в терминах α–опционов: S, P и F. Этого мы делать не будем, но приведем представление оптимального инструмента для смешанного базиса.
GM = 0.566396 U – 1.10891 C33 + 0.449794 C34 + 0.659118 C35 + 0.82894 C3∙ + 1.07778 C43 + 0.0168603 C44 – 1.09464 C45 – 1.08134 C4∙ + 1.34124 C53 – 0.834573 C54 – 0.506671 C55 – 0.759585 C5∙ – 1.31011 C63 + 0.367919 C64 + 0.94219 C65 + 1.01198 C6∙ – 0.785958 C∙3 + 0.229859 C∙4 + 0.556099 C∙5 + 0.186365 F31 – 0.461294 F32 + 0.274929 F33 + 0.0684481 F41 + 0.213412 F42 – 0.28186 F43 – 1.00982 F51 + 1.89047 F52 – 0.880655 F53 + 0.755007 F61 – 1.64259 F62 + 0.887586 F63 + 0.618381 P11 – 1.1309 P12 + 0.512517 P13 + 0.367659 P1∙ + 1.31495 P21 – 1.45328 P22 + 0.13833 P23 + 0.802328 P2∙ – 1.93333 P31 + 2.58418 P32 – 0.650847 P33 – 1.16999 P3∙ + 0.895749 P∙1 – 1.19733 P∙2 + 0.301585 P∙3 – 0.320383 S13 – 0.230572 S14 + 0.550955 S15 – 1.40484 S23 + 0.927604 S24 + 0.477234 S25 + 1.72522 S33 – 0.697031 S34 – 1.02819 S35.
Несмотря на различие представлений, соответствующие им платежные функции должны совпадать. График платежной функции (доходов) оптимального портфеля приводится на рис. 1.
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Рис. 1. Платежная функция "оптимального" портфеля
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