ГЛАВА 6. Адаптация методологии
CC-VaR к дискретным рынкам
В предыдущих главах рассматривались проблемы применения CC-VaR на теоретическом однопериодном рынке с одним базовым активом. Во многих приложениях были получены результаты, адекватные (в смысле замечания 2 в конце гл. 1) для инвестора со своим взглядом на свойства рынка и своими рисковыми предпочтениями. 

В настоящей главе изучаются возможности и способы перенесения этих результатов на дискретные рынки, такие как сценарные рынки и дискретные по страйкам опционные рынки. Однако при переходе к дискретному рынку далеко не всегда можно получать адекватные решения в силу возникающих при этом естественных противоречий между дискретностью рынков и континуальностью рисковых предпочтений инвестора и его прогнозов будущей динамики самого рынка. 
Заметим, что любую дискретную схему можно было бы рассматривать как простую аппроксимацию к схеме континуальной. Однако при небольшом числе сценариев (или страйков на опционном рынке), выбором которого инвестор не управляет, отклонения в решениях могут оказаться довольно значительными, и это вынуждает нас изучать эти расхождения и способы их уменьшения.
Поэтому перед инвестором и аналитиком стоит проблема неформальной коррекции самого критерия и, фактически, модификации алгоритма поиска решений. При этом естественным образом возникает несколько постановок задачи, и тогда сравнение этих постановок предоставляет окончательный выбор делать инвестору. Эта проблема в большей мере свойственна дискретному по страйкам рынку опционов и в меньшей – обобщенной рулетке с конечным числом лунок, рассмотренной в гл. 1.
Исследованию подобных задач и посвящена данная глава (см. также [23-25]). В разд. 1 и 2 рассматривается сценарная дискретизация континуального рынка, и для сценарного рынка строится алгоритм построения оптимального портфеля по аналогии с алгоритмом континуального рынка – простым проецированием последнего. В разд. 3 на основе сценарной дискретизации строится дискретный по страйкам рынок опционов и анализируются свойства оптимальных портфелей. В разд. 4 и 5 исследуются возможности применения рандомизации портфельных весов для улучшения качества инвестиции. 
1. От теоретического рынка к сценарному 

Основной теоретической моделью рынка, на котором инвестор использованием CC-VaR находит адекватное отражение своих рисковых предпочтений, служит δ-рынок, рассмотренный в гл. 2. Конструкции этого рынка мы используем как отправной пункт для формирования дискретного сценарного рынка. Оптимальный портфель инвестора на δ-рынке служит также эталоном, с которым сравниваются прочие портфели, получаемые в результате применения различных способов дискретизации теоретического рынка. 

1.1. Описание сценарного рынка 
Обозначим через X =[a, b) множество цен базового актива. На нем задано n сценариев Si ( X, i(I, I = {1,2,…,n}, образующих полную группу событий, т.е.  Si ( Sj = (, i ( j,  и  X = (i(ISi . Для простоты и в расчете на рассматриваемые далее опционные рынки сценарии определяются равномерным разбиением X: Si = [xi–1, xi), i ( I, xi = (b – a)(i/n) – a,  i ( I0 = I ({0}.
 
Сценарию Si отвечает прогнозная вероятность pi и рыночная цена ci, i(I. Как и в континуальном случае, принимаем ∑ i(I ci = 1, и потому рыночную цену для сценария можно называть также рыночной вероятностью. В свою очередь, прогнозную вероятность можно называть также справедливой (для инвестора) ценой. Вероятности и цены сценариев образуют векторы p и c соответственно. 

Каждый сценарий Si, i(I, определяет базисный инструмент Di = H{Si}, доход по которому равен единице и нулю при x(Si и x(Si соответственно. Имеет место 
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Возможность торговать произвольными выпуклыми комбинациями базисных инструментов позволяет инвестору строить портфели, обеспечивающие произвольный вектор доходов с неотрицательными компонентами. Так, вектор доходов g = {g1, …, gn} реализуется портфелем базисных инструментов G = ∑ i(I giDi. Его рыночная цена |G| = ∑ i(I gici. Имеет место соотношение U = ∑ i(I Di.

Одновременно с тем инвестор привносит на рынок континуальные мотивы, поскольку описание инвестора остается прежним. Он задает свои рисковые предпочтения в форме монотонно возрастающей непрерывной ф.р.п. ((ε), ε([0,1], хотя отразить их адекватно на дискретном рынке, вообще говоря, не удается. Кроме того, нашей целью является сравнение решений для дискретного и непрерывного рынков. Поэтому в отсутствие иных соображений используется 
Предположение C.  Прогнозный вектор p доопределяется до континуальной плотности p(x) на множестве X так, чтобы распределение внутри каждого сценария было равномерным с сохранением вероятностей сценариев. Точно так же доопределяется и ценовой вектор c до плотности c(x).    □
Отметим, что при таком предположении оказывается, что имеют место тождества ρ(x) ≡ p(x)/c(x) ≡ pi/ci, x ( Si, i ( I. Поэтому при применении к теоретическому континуальному рынку процедуры Неймана-Пирсона упорядочение его по величине для точек, относящихся к разным сценариям, не нарушается при переходе к дискретному рынку. Для точек в пределах каждого отдельного сценария на теоретическом рынке процедура проявляет индифферентность. 
Нам далее пригодятся и вероятности иной системы интервалов, связанные с получаемым использованием предположения C распределением. Эта система определяется структурой опционов, в которой страйки совпадают с серединами интервалов из первой системы (полагаем для удобства κ0 = –1, κn+1 = 1): 

{[κi, κi+1), i(I0},     κi = (xi–1 + xi)/2 = (2i–1)/n–1,    i(I.
Здесь κi, i(I, – страйки соответствующих опционов; исключение составляют лишь κ0 и κn+1 – граничные точки X. Интегрируя плотность на этих интервалах, получаем вектор 
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1.2. Дискретный алгоритм построения
оптимальных портфелей и его варианты 
Здесь рассматривается адаптация континуального алгоритма построения оптимального портфеля, изученного в гл. 2, к сценарному рынку. Для целей сравнения мы рассматриваем несколько вариантов такой адаптации. Сначала конструируется их общая часть, а затем описываются их различия. 
Общая часть дискретного алгоритма формируется простым проецированием континуального алгоритма, изложенного в гл. 2, на сценарный рынок. С помощью процедуры Неймана-Пирсона производится упорядочение сценариев по величине векторного отношения ρ = p /c (относительных доходов), а затем веса портфеля базисных сценарных инструментов Di, i(I, назначаются в соответствии с вероятностями сценариев и ф.р.п. инвестора. В конструкциях данной главы мы исходим из решения канонической задачи CB (см. гл. 2), не требующей изначального задания инвестиционной суммы.
Итак, заданы p и c – векторы размерности n прогнозных и рыночных вероятностей для сценариев Si, i(I, соответственно. Дискретный алгоритм построения оптимального портфеля
 кратко описывается следующей последовательностью обозначений и операций, при этом i, j ( I: 
ρ = {ρ1, …, ρn} – вектор относительных доходов ρi = pi/ci, дискретный аналог функции относительных доходов ρ(x);

ξ = O(ρ) – вектор, задающий на множестве сценариев порядок возрастания компонент вектора ρ; элементу с наименьшим относительным доходом отвечает 1, а с наибольшим – n; O – соответствующее преобразование; 
η = O(ξ) – вектор, задающий позиции компонент вектора ξ в порядке их возрастания; обратный к ξ вектор: если ξi = j, то ηj = i;
Ξ = {yij}, где yij = 1, если ξi = j, и yij = 0, если ξi ( j; матрица реализует преобразование O; имеет место η = Ξ-1 ξ Ξ;
Τ = {tij}, где tij = 1, если i(j, и tij = 0, если i>j; Τ – треугольная матрица, применяемая для последовательного суммирования компонент векторов, начиная с первой;

d = Ξ p = p Ξ–1 = p(ξ) – подстановка вектора p (суперпозиция p и ξ), компоненты упорядочены по возрастанию компонент вектора ρ; обратно, верны равенства p = Ξ–1d = d Ξ = d(η);
ε = Τ d – вектор кумулятивных вероятностей для вектора d;

f = Ξ c – подстановка вектора c, компоненты упорядочены по возрастанию компонент вектора ρ;

γ = Τ f – вектор кумулятивных цен для вектора f.
Принимается также, что ε0 = 0, γ0 = 0, но в соответствующие векторы эти величины не включаются.    □
Эти операции составляют общую часть алгоритма для всех далее вводимых вариантов построения оптимального портфеля. Теперь переходим к остальным операциям, по которым варианты различаются. Мы предлагаем три основных естественно возникающих дискретных варианта. 
Как того требует алгоритм, для варианта #k, k = 1,2,3, где параметр k означает номер варианта, вводятся векторы bk и gk размерности n. Оба они определяют веса, с которым входят в k-й оптимальный портфель базисные инструменты, при этом первый из них показывает веса в порядке возрастания компонент вектора ρ, а второй – в исходном порядке. Векторам gk соответствует вектор вероятностей p, а bk – вектор d. Сначала назначаются векторы bk, а по ним векторы gk определяются по формуле 


gk = bk (,    k = 1,2,3. 

Алгоритм нахождения оптимального по CC-VaR портфеля предполагает определять веса оптимального портфеля из условия выполнения всех неравенств CC-VaR. Строгое выполнение всей системы неравенств реализует лишь вариант #1. Однако имеет смысл не торопиться с отсеиванием вариантов. На пути к опционному рынку нас еще ждут искажения платежных функций, и только в конце этого пути придется решать, какой из портфелей нас (точнее, инвестора) устроит в большей степени. 
Векторы bk, k = 1,2,3, для дискретных вариантов задаются в алгоритме следующим образом (как того требует решение задачи CB, мы строим единичные оптимальные портфели). 

Вариант #1. Веса образуются простейшим образом: b1,i = ((εi), i(I, т.е. назначаются максимальные доходы внутри каждого сценария. В векторной форме можно записать b1 = ((ε).

Вариант #2. Веса образуются из весов варианта #1 сдвигом индекса на единицу, именно b2,i = b1,i–1, i(I\{1}, b2,1 = ((0); т.е. назначаются минимальные значения доходов внутри каждого сценария. 

Вариант #3. Веса соответствуют интегральным средним от функции ((ε) по сценариям Si: 


[image: image5.wmf](

)

(

)

1

3,1

i

i

iii

bzdz

-

e

-

e

=fe-e

ò

,     i(I. 
 LISTNUM maket \l 4 
Варианты #1 и #2 предлагают в некотором смысле крайние способы назначения весов базисных инструментов, в то время как вариант #3 – назначение, связанное с интегральным осреднением. 
В дополнение к варианту 3 можно было бы рассматривать и его упрощенные аналоги: 
Вариант #3'. Веса получаются усреднением весов из первых двух вариантов: b3',i = (b1,i + b2,i)/2, i(I.

Вариант #3": веса получаются усреднением, которое проводится по аргументу функции (((): b3",i = (((εi + εi–1)/2), i(I.
Эти варианты проще варианта #3, они, как правило, дают близкие результаты (зависящие от кривизны ф.р.п.), но уступают ему в теоретическом отношении, и потому далее не рассматриваются. 
Основные свойства построенных портфелей объединяются в запись результатов Jk, k = 1,2,3, с компонентами (последовательно): инвестиционная сумма Ak, средний доход Rk, средняя доходность yk, стандартное отклонение доходности σk и количество портфелей, которое можно приобрести на инвестиционную сумму единичного размера, а именно 

Jk = (Ak, Rk, yk, σk, 1/Ak(,     k = 1,2,3.


Эти записи получаются по единым формулам, но в каждом варианте используется свой вектор bk и потому свой вектор gk = bk Ξ: 

Ak = (gk, c) = (bk, f),   Rk = (gk, p) = (bk, d),   yk = Rk/Ak – 1,
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Здесь (u, v) означает скалярное произведение векторов u и v.
Справедливость этих формул следует из обычных правил вычисления математического ожидания и дисперсии дискретных случайных величин, а также из определений инвестиционной суммы и доходности. Проверку неравенств CC-VaR удобнее осуществлять, если обратиться к функциям распределения доходов для каждого оптимального портфеля. 

Построение функций распределения производится очевидным образом. При этом лучше исходить не из векторов доходов gk, k = 1,2,3, и приписанного им вектора вероятностей p, а из векторов bk и вектора d, так как в последних (в отличие от первых) компоненты уже упорядочены по возрастанию компонент вектора ρ. Имеем 
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Здесь и далее даются упрощенные представления функций распределения для доходов оптимальных портфелей – лишь для отрезка [0,1] (при z < 0 они равны нулю, при z > 1 – единице). С естественным изменением масштаба это соглашение применяется и к рассматриваемым далее функциям распределения относительных доходов. 
1.3. Условия оптимальности дискретного портфеля 

В отличие от решения задач CC-VaR для теоретического 
δ-рынка, изучаемого в гл. 2, рассмотренное в разд. 1.2 проецирование основного алгоритма на сценарный рынок, может порождать портфель, не являющийся оптимальным. Хотя при этом нарушение оптимальности не является правилом, обычно незначительно и потому, думается, им можно пренебречь. 

Данный раздел посвящен обсуждению именно этой проблемы. В разд. 1.3.1 рассматриваются два частных случая, для которых применение сценарного алгоритма дает оптимальный портфель. В разд. 1.3.2 даются достаточные условия нарушения оптимальности такого полученного таким образом портфеля и приводятся соответствующие примеры рынков. 

1.3.1. Достаточные условия оптимальности

Вместо доходности будем рассматривать средний относительный доход r, отличающийся от нее на единицу: 
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при этом последовательность ρi по i(I – неубывающая, а bi – возрастающая, т.е. мы рассматриваем задачу уже на стадии проведенного упорядочения сценариев и назначения весов оптимального портфеля в соответствии с вариантом #1. 
Лемма 1. Если  pi = 1/n, i(I, то решение оптимально. 
Доказательство. Без ущерба для общности можно считать, что ci ( ci+1, тогда и ρi ( ρi+1, i(I\{n}. Это значит, что ξ = {1,2,…,n}. В соответствии с алгоритмом оптимальный относительный доход 
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Допустим, что наибольший относительный доход достигается на другом векторе ξ' – некоторой перестановке вектора ξ – и для него относительный доход
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Здесь вектор b' определяется по правилу, аналогичному (6.3), но определяемому вектором ξ'. Вектор ξ' по-иному упорядочивает сценарии, тем не менее в рассматриваемом случае в силу (6.3) b' является некоторой перестановкой b, Это значит, что bj' > bk' при j<k, j,k(I, т.е. монотонность компонент вектора b', в отличие от вектора b, нарушается. Кроме того, (i(I bi' = (i(I bi. Следовательно, максимальность r' означает минимальность знаменателя A' = (i(I cibi'. 

Итак, пусть сумма A' минимальна по всем перестановкам вектора b. Построим вектор b", все компоненты которого совпадают с компонентами b' и лишь bj' = bk", bk' = bj". Стало быть, bj" < bk". Положим A" = (i(I cibi" и оценим разность A' – A": 
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что противоречит предположению. Это доказывает оптимальность решения, полученного дискретной версией алгоритма.    □
Лемма 2. Если n = 2, то решение оптимально. 
Доказательство. Рассмотрим произвольный случай с n = 2. Снова для простоты предположим, что для этих векторов уже выполняется неравенство p1 /c1 < p2 /c2, и потому d = p, f = c. Тогда оптимальный относительный доход, получаемый применением дискретного алгоритма, 
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при этом 0 < b1 < b2.
Сравним этот относительный доход с альтернативным доходом r', получающимся при перестановке сценариев местами, т.е. при замене p1 вероятностью p2 и наоборот. Имеем 
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Знаменатель дроби, очевидно, положителен. Оказывается, что и ее числитель больше нуля. Действительно, 
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Полученный результат и доказывает лемму.    □
1.3.2. Достаточные условия нарушения
оптимальности; иллюстративный пример

Перейдем к случаю n = 3. Оказывается, что уже в случае трех сценариев гарантировать оптимальность решения не удается. Ниже строится пример, в котором условие оптимальности нарушается. Однако это случается не часто, и строить подобные примеры вовсе не просто. А потому построению предпошлем некоторый анализ. 
Снова, не ограничивая общности, условимся, что выполняются неравенства p1 /c1 < p2 /c2 < p3 /c3, pi, ci >0, i(I. Относительный доход от оптимального портфеля, сконструированного в соответствии с дискретным алгоритмом, 
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b1 = p1,    b2 = p1 + p2,    b3 = p1 + p2 + p3 = 1.

Сравним этот относительный доход с альтернативным доходом r', получающимся при перестановке в решении сценариев S2 и S3 местами, т.е. при замене p2 вероятностью p3 и наоборот. Имеем 
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Достаточное условие нарушения оптимальности портфеля можно получить из неравенства r' – r > 0. Проведя упрощения в формуле для разности r' – r аналогично случаю n = 2, можно удостовериться в том, что эта разность принимает положительные значения при одновременном выполнении двух неравенств: 
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Тем самым доказана
Лемма 3. Достаточным условием оптимальности решения является одновременное выполнение неравенств (6.4) и (6.5).    □ 
Эти два неравенства упрощают процедуру подбора искомых параметров задачи, приводящих к нарушению оптимальности портфеля. Заметим, в частности, что в них все выражения в скобках положительны, тем не менее требуются определенные усилия, чтобы сделать положительной саму величину D. 

В примерах в качестве функции рисковых предпочтений используется ((ε) = ε2, ε([0,1].
Пример неоптимального портфеля для n = 3.

p = {0.1, 0.6, 0.3}, c = {0.7, 0.2, 0.1}. 
Очевидно, p1 /c1 < p2 /c2 ( p3 /c3 и, значит, d = p, f = c. Применение дискретного алгоритма дает решение: 
( = {0.142857, 3.0, 3.0};    b = g = {0.01, 0.49, 1.0}; 
A = 0.205, R = 0.595, y = 1.90244.
Однако при (' = {1, 3, 2} доходность выше: 
A' = 0.223, R' = 0.649, y' = 1.91031.    □
“Чистый" контрпример (в котором все компоненты вектора ( различны) строится на основе предыдущего примера путем незначительного изменения параметров задачи. 
p = {0.1, 0.599, 0.301}, c = {0.7, 0.2, 0.1}. Применение того же алгоритма дает решение: 

( = {0.142857, 2.995, 3.01};    b = g = {0.01, 0.488601, 1.0}; 
A = 0.20472, R = 0.594672, y = 1.9048. 
Однако и в этом случае при (' = {1, 3, 2} доходность выше: 
A' = 0.22308, R' = 0.648401, y' = 1.90658. 

Вычисление для рассмотренного примера выражений, образующих неравенства (6.4) и (6.5), дает: 

b1 = 0.01, b2 = 0.488601, b2' = 0.160801,

D = 0.0357744 > 0, bcr = 0.00772703 < b1,
что подтверждает выполнение достаточного условия нарушения оптимальности найденного портфеля. 

Отметим также, что уже при p2 = 0.598 портфель становится действительно оптимальным, что говорит о весьма узкой области параметров задачи, при которых портфель не оптимален.    □
1.3.3. Тестирование портфеля на оптимальность
Можно предложить простую процедуру, позволяющую устанавливать оптимальность портфеля, получаемого применением проекции оптимального континуального алгоритма на конкретный дискретный рынок. Естественно, она пригодна для небольших значениях параметра n.
Для произвольной подстановки S вектора (, определяемого вектором ρ, (' = S(, в соответствии с дискретной проекцией континуального алгоритма определяются (', η', b', g' = b'(η') и, наконец, A', R' и r'(S). Если для всех возможных подстановок S выполняется неравенство r'(S) ( r(S0), где S0 – тождественная подстановка, то искомый портфель оптимальный. 
1.4. Анализ континуального варианта

Мы намерены проводить сравнение свойств дискретных оптимальных портфелей со свойствами оптимального (без кавычек) континуального портфеля, получаемого в результате применения алгоритма к теоретической континуальной схеме, совместимой с рассматриваемой дискретной схемой. Эта эталонная континуальная схема именуется далее вариантом #0. Нулевым индексом помечаем также запись результатов для этого варианта и все ее компоненты.
Рассмотрим совместимый с дискретным сценарным рынком теоретический δ-рынок с плотностями p(x) и c(x), получаемыми из векторов  p и c  соответственно посредством предположения C. 
Сначала воспользуемся формулами гл. 2, утверждающими, что средний доход и инвестиционная сумма определяются соответственно соотношениями 
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Для вычисления второго интеграла обратимся к полученным алгоритмом из разд. 1.2 векторам f и γ, ответственным за ценовую составляющую инвестиции. Первый из них означает переупорядоченный вектор c цен базисных инструментов в порядке возрастания компонент вектора ρ, а второй – кумулятивный вектор для вектора f. 
В предположении C характер функции γ(ε) для континуального δ-рынка конкретизируется: она линейна на последовательных интервалах (εi–1, εi), i(I, и принимает в точках возможного излома значения γ(εi) = γi, i(I (γi – i-я компонента вектора γ, вычисляемого дискретным алгоритмом). Поэтому для ее производной γ'(ε) на этих интервалах имеет место 
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и мы получаем
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Доходность, как и в дискретных вариантах, дается формулой


y0 = R0/A0 – 1.


Для вычисления стандартного отклонения в варианте #0 вместо формулы суммирования (6.2) применяется интегрирование: 
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где R0 – средний доход, определяемый (6.6), а (2 – второй начальный момент для доходов по оптимальному портфелю в варианте #0. 
Наконец, функция распределения доходов для оптимального континуального портфеля определяется общей формулой 
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Сравнение результатов для всех введенных вариантов задач мы проведем позже, но сейчас бросается в глаза определенное сходство результатов для вариантов #0 и #3. Рассмотрим вектор b3 из варианта #3 применительно к варианту #0 и положим b0 = b3 (тогда естественно положить и g0 = g3). Это значит, что в связи с (6.1) имеет место покомпонентное равенство 
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В отличие от варианта #3, для которого вектор b3 состоит из доходов от оптимального портфеля #3, вектор b0 для варианта #0 играет иную роль. Учитывая равенства εi – εi–1 = di, i(I, отмечаем, что b0,i в соответствии с (6.11) является условным математическим ожиданием дохода для i-го в порядке возрастания компонент ρ сценария, т.е. 
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где q – случайный портфельный доход, а вектор ( введен алгоритмом из разд. 1.2. Поэтому
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В терминах условных математических ожиданий дохода с использованием формулы полной вероятности последнее соотношение можно записать иначе: 
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Аналогично обстоит дело и с инвестиционной суммой A0. В соответствии с соотношениями (6.1), (6.7) и (6.8) сравнение инвестиционных сумм дает 
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Мы получаем, что в вариантах #0 и #3 совпадают инвестиционные суммы и средние доходы, а потому совпадают и средние доходности. Однако оптимальные портфели в континуальном и дискретном вариантах образуются по-разному, и это различие проявляется в дисперсии доходности. Формулы (6.2) для k = 3 и (6.9) дают, вообще говоря, разные результаты. 
Таким образом, хотя строгое решение дискретной задачи с CC-VaR дает вариант #1, но вариант #3 во многих отношениях демонстрирует большее сходство с теоретическим вариантом #0. 
2. Иллюстративный пример
сравнительного анализа вариантов 

В данном разделе проводится анализ рассмотренных выше вариантов задачи применения инвестором CC-VaR на дискретном сценарном рынке. Сначала предлагаются результаты расчета для трех дискретных вариантов задачи инвестирования и приводятся графики функций распределения в сравнении с эталонным континуальным вариантом. Результаты сравниваются и по ряду других инвестиционных характеристик. Все расчеты основаны на континуальной функции рисковых предпочтений инвестора ((ε) = ε(, ( = 2. Некоторые качественные результаты для прочих значений ( сообщаются без иллюстративного подтверждения. 
2.1. Параметры оптимальных сценарных портфелей 

Дискретный пример. Рассматривается рынок с n = 5 сценариями (и базисными инструментами) с ценами 

c = {0.22, 0.24, 0.16, 0.2, 0.18}.

Свой прогноз вероятностей сценариев участник рынка задает в форме вектора вероятностей 

p = {0.21, 0.22, 0.18, 0.2, 0.19}. 
Применяя общую часть алгоритма из разд. 1.2, получаем: 
ρ = {0.954545, 0.916667, 1.125, 1.0, 1.05556};

ξ = {2, 1, 4, 5, 3}; 
η = {2, 1, 5, 3, 4}; 
Ξ = {{0,1,0,0,0},{1,0,0,0,0},{0,0,0,1,0},{0,0,0,0,1},{0,0,1,0,0}};
Τ = {{1,0,0,0,0},{1,1,0,0,0},{1,1,1,0,0},{1,1,1,1,0},{1,1,1,1,1}};

d = {0.22, 0.21, 0.2, 0.19, 0.18};
ε = {0.22, 0.43, 0.63, 0.82, 1.0};

f = {0.24, 0.22, 0.2, 0.18, 0.16};

γ = {0.24, 0.46, 0.66, 0.84, 1.0}.
Теперь приведем записи результатов для вариантов #1,2,3 вместе с портфельными весами: 
Вариант #1. 
b1 = {0.0484, 0.1849, 0.3969, 0.6724, 1.0};
J1 = (0.412706, 0.436613, 0.0579274, 0.819805, 2.42303(.
Вариант #2. 
b2 = {0.0, 0.0484, 0.1849, 0.3969, 0.6724};
J2 = (0.226654, 0.243587, 0.0747086, 1.07446, 4.41201(.
Вариант #3. 
b3 = {0.0161333, 0.1093, 0.284233, 0.528633, 0.8308};
J3 = (0.312847, 0.333333, 0.0654847, 0.931644, 3.19645(.
Вариант #0. 
b0 = {0.0161333, 0.1093, 0.284233, 0.528633, 0.8308}; 

J0 = (0.312847, 0.333333, 0.0654847, 0.952998, 3.19645(.
Как видим, имеет место b0 = b3. Тем не менее различие между вариантами #0 и #3 имеется и оно носит качественный характер. В континуальном случае вектор весов несет иную, чем в дискретном, смысловую нагрузку (см. разд. 1.4). Но формально это различие проявляется лишь в 4-й компоненте записей J0 и J3 – параметре σ.
Для большей наглядности все векторы Jk сведены в таблицу. 
Таблица. Результаты расчетов для вариантов #0,1,2,3 
	#
	A
	R
	y
	σ
	1/A

	1
	0.412706
	0.436613
	0.0579274
	0.819805
	2.42303

	2
	0.226654
	0.243587
	0.0747086
	1.07446
	4.41201

	3
	0.312847
	0.333333
	0.0654847
	0.931644
	3.19645

	0
	0.312847
	0.333333
	0.0654847
	0.952998
	3.19645


Сравнение вариантов по показателям средней доходности и дисперсии (3-й и 4-й столбцы соответственно) позволяет заметить: 

· чем больше средняя доходность, тем больше дисперсия;
· имеют место неравенства y1 < y3 = y0 < y2.
Оба утверждения справедливы при всех значениях ( (из этого правила выпадает лишь вариант #0, для которого дисперсия выше, чем в варианте #3, при одинаковой средней доходности). 
Еще одно важное свойство, на котором следует остановиться, – это насколько строго для рассматриваемого портфеля выполняется CC-VaR. Поскольку его выполнение однозначно определяется функцией распределения доходов для оптимального портфеля, следует проанализировать дополнительно и сами функции распределения доходов для разных вариантов задачи. 

На рис. 1 изображены графики функций Fk(z), k = 0,1,2,3. При этом в соответствии с формулой (6.10) графиком варианта #0 служит функция Fk(z) = z1/2, z([0,1], для континуального портфеля, оптимального на теоретическом рынке. Все прочие графики (кроме варианта #0) являются ступенчатыми функциями, график #1 проходит правее (ниже) двух других, #2 – левее (выше) двух других (черточки в линиях второго короче, чем в линиях первого), а #3 – занимает промежуточное положение. 
Для большей наглядности графики #1 и #2 слегка сдвинуты по оси ординат, первый – вверх, а второй – вниз. Иначе их ступени располагались бы на одном уровне и сливались. 

Нетрудно усмотреть, что выполнение неравенств CC-VaR для всех ε([0,1] достигается лишь в варианте #1. Таким образом, в данном варианте премией за минимальную среднюю доходность служит не только минимальная дисперсия, но и обязательное выполнение всех неравенств CC-VaR. 
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Рис. 1. Графики функций распределения
доходов Fk(z) для вариантов #k, k = 0,1,2,3
Но вопрос в том, достаточно велика эта премия или нет. Стоит ли ради нее выбрать вариант #1? Или предпочтительней для инвестора окажется какой-либо вариант из остальных? Ответ на этот вопрос остается за инвестором. Он должен отдавать себе отчет, что в дискретном случае в данной постановке выдержать все требования, проистекающие из CC-VaR, так чтобы для всех ε([0,1] вместо нестрогих неравенств выполнялись точные равенства, невозможно. Более того, решение лучше отложить до рассмотрения применения подобных конструкций к опционному рынку – конечной цели нашего исследования. 
2.2. Относительные доходы
для оптимальных портфелей 

Хотя построенные графики доходов для разных вариантов портфелей (как дискретных, так и континуальных) позволяют оценить степень выполнения CC-VaR для каждого из них, они не дают верной картины для сравнения распределений относительных доходов (а потому и доходности). Суть в том, что для их корректного сравнения доходы нужно соотносить с размерами инвестиционных сумм, а они для всех вариантов, вообще говоря, разные. 
На рис. 2 приведены графики функций распределения относительных доходов для оптимальных портфелей наиболее важных вариантов #0 (гладкая пунктирная линия), #1 (пунктир с более длинными черточками), #2 (пунктир с более короткими черточками), #3 (толстая ступенчатая линия). При этом мы исходим из того очевидного факта, что функция распределения относительных доходов для варианта #k представима в виде Fk(z/Ak), где Ak – инвестиционная сумма соответствующего варианта. 
На этих графиках можно легко усмотреть, что доходности инвестиций в вариантах #1, 2, 3 действительно связаны неравенствами y1 < y3 < y2. Этот рисунок также лучше объясняет, почему в варианте #1 средняя доходность и дисперсия ниже, чем в варианте #2.
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Рис. 2. Графики функций распределения относительных
доходов Fk(z/Ak) для вариантов #k, k = 0,1,2,3
Мы ограничиваемся этими графиками и не приводим графиков доходностей. Поскольку вторые получаются из первых сдвигом на единицу влево по оси абсцисс, взаимное расположение графиков при таком сдвиге не меняется. 

Графики демонстрируют реальные вероятностные свойства относительных доходов для каждого из вариантов. Однако по ним сложнее судить о степени выполнения CC-VaR для разных значений уровня вероятности ε([0,1]. Для этого лучше обращаться к графикам доходов из предыдущего раздела. 
3. От сценарного рынка к опционному 
В данном разделе делается еще один шаг, чтобы приблизить наши построения к реальному опционному рынку. 
Предполагается, что у нас задан сценарный рынок с его сценарными базисными инструментами Di, i(I, а также заданы прогнозный вектор p, задаваемый инвестором, и ценовой вектор c, задаваемый рынком. Как правило, на опционном рынке таких инструментов нет. Вспомним, что в разд. 1.1 были введены параметры κi, i(I, являющиеся центрами сценариев. Их отождествление со страйками возможных опционов, порождает следующую конструкцию.

Базисным инструментам Di сценарного рынка можно приближенно сопоставить простейшие (образованные тремя соседними страйками) баттерфляи для внутренних страйков и простейшие спрэды для крайних страйков (медвежий – для левого и бычий – для правого), нормированные делением на h. Нетрудно видеть, что в первом приближении эти инструменты, обозначаемые Bi, i(I, вполне могут пригодиться в качестве базисных, поскольку, во-первых, интегралы от платежных функций π(x;Bi) и π(x;Di), i(I, совпадают, и, во-вторых, справедливо тождество ∑ i(I π(x;Bi) ≡ ∑ i(I π(x;Di) ≡ 1.
Эти инструменты строятся из путов или коллов привычным образом. Хотя для этого можно использовать разные комбинации коллов и путов, здесь мы их не различаем, так как считаем, что рынок идеален. Их мы называем опционными базисными инструментами, а соответствующие портфели – опционными портфелями. 

3.1. Построение платежной функции
портфеля опционов
В расчетах нам понадобится использовать платежные функции опционных портфелей как комбинаций базисных баттерфляев. Проиллюстрируем способ построения таких платежных функций из аналогичных функций для дискретного сценарного рынка на примере рынка с тремя базисными инструментами. Итак, примем в рамках данной иллюстрации, что I = {1,2,3}. 
Пусть задана платежная функция портфеля сценарных инструментов G = g1D1 + g2D2 + g3D3 в виде некоторой ступенчатой функции, например, представленной на рис. 3 пунктирной линией. Заменяя в нем инструменты Di, i(I, инструментами Bi, получим опционный портфель Gopt = g1B1 + g2B2 + g3B3. Здесь B2 – простейший нормированный (единственно возможный в данном случае) баттерфляй, образованный всеми тремя страйками, а B1 и B3 – простейшие нормированные спрэды ("усеченные" баттерфляи), образованные двумя левыми страйками и двумя правыми страйками соответственно. 
Платежная функция опционного портфеля равна взвешенной сумме платежных функций трех базисных инструментов. Очевидно, что платежная функция gopt(x) опционного портфеля Gopt получается из платежной функции g(x) портфеля G соединением середин двух соседних горизонтальных отрезков прямыми линиями, при этом внешние половины двух крайних отрезков остаются нетронутыми. 

В соответствии с правилом построения функции gopt(x) для всех i(I выполняется равенство gopt(κi) = g(κi). При этом в отличие от g(x) функция gopt(x) непрерывна. Важно отметить еще, что функция gopt(x) кусочно-линейна на интервалах [κi–0.5, κi+0,5), i(I. 
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Рис. 3. Графики платежных функций опционной комбинации Gopt с тремя страйками (толстая сплошная линия) и ее сценарного (кусочно-постоянного) аналога G (пунктирная линия). Сплошными тонкими линиями изображены платежные функции отдельных компонент giBi, i(I, портфеля Gopt
Применим данный способ построения платежной функции оптимального опционного портфеля к численному примеру, рассмотренному в разд. 2. Каждый вариант #k, k = 1,2,3, порождает свой оптимальный опционный портфель, соответствующий оптимальному сценарному портфелю. Для определенности построим графики платежных функций опционной комбинации Gopt и ее сценарного аналога G для варианта #1, т.е. gopt,1(x) и g1(x). При этом принимается во внимание, что в соответствии с результатами разд. 2 
g1 = {0.1849, 0.0484, 1.0, 0.3969, 0.6724}.
Графики приводятся на рис. 4. На оси абсцисс отмечены номера страйков. Здесь отчетливо прослеживается сглаживающий эффект перехода от сценарных базисных инструментов к опционным.
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Рис. 4. Графики платежных функций gopt,1(x) (толстая сплошная
линия) и g1(x) (пунктирная линия) для примера из разд. 2
3.2. Параметры оптимальных портфелей опционов
В данном разделе даются формулы вычисления характеристик оптимальных опционных портфелей для равномерного прогнозного распределения цены базового актива внутри каждого сценария. Это как раз соответствует предположению C. В этом случае решения приобретают конечный аналитический вид. Это в равной степени касается как функции распределения доходов, так и ее основных числовых характеристик. Для иллюстрации результатов используются данные из примера разд. 2 для вариантов #1,3. Оптимальный опционный портфель получается простой заменой базисных инструментов в сценарном представлении портфеля соответствующими опционными базисными инструментами с сохранением весов. 
3.2.1. Функция распределения доходов

Найдем сначала функцию распределения доходов для оптимального опционного портфеля, учитывая кусочно-линейную структуру его платежной функции. Весовые параметры gk,i, k = 1,3, i(I, были введены в разд. 2. Имеет место 
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при этом для каждого "внутреннего" линейного участка составляющие функции распределения определяются в случае gk,i ( gk,i+1 по формуле
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а в случае gk,i > gk,i+1 имеет место аналогичная формула, но только в ней величины gk,i и gk,i+1 меняются местами. Ее мы здесь уже не приводим. 
В качестве иллюстрации используются результаты для примера из разд. 2.1. На рис. 5 для опционной модели варианта #1 представлены графики функций распределения Fopt,1(x) и F1(x), на рис. 6 для опционной модели варианта #3 – Fopt,3(x) и F3(x). При этом опционные функции прочерчены толстыми линиями, а сценарные – пунктирными. На обоих рисунках для сравнения тонкой линией изображается функция F0(x). 
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Рис. 5. Функции распределения Fopt,1(x), F0(x) и F1(x)
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Рис. 6. Функции распределения Fopt,3(x), F0(x) и F3(x)

В обоих случаях отмечается определенный и вполне соразмерный с существенной дискретностью модели эффект сглаженности функций распределения, если не считать зон ответственности крайних базисных спрэдов. Видно также, что функция Fopt,3(x) в целом лучше аппроксимирует F0(x), но функция Fopt,1(x) вновь демонстрирует более строгое выполнение требований CC-VaR. 

3.2.2. Математическое ожидание и дисперсия доходов

Используя функцию распределения F(x), можно находить числовые характеристики распределения – математическое ожидание μ и дисперсию σ2 – по обычным формулам: 
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Однако, учитывая специфику задания функции F(x) в нашем случае, имеет смысл для вычисления трансформировать эти формулы, используя интегрирование по частям, и представить их в виде
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В предположении, что цена базового актива распределена внутри каждого сценария равномерно, удается получить конечные результаты интегрирования доходов в символьной форме. С учетом структуры платежной функции портфеля согласно рис. 4 удобнее проводить расчет параметров распределения доходов отдельно для каждого линейного участка платежной функции. Первый начальный момент (математическое ожидание) дохода для варианта #k, k = 1,3, рассчитывается по формуле 
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 LISTNUM maket \l 4 
Здесь принимается во внимание, что интервалы цен базового актива слева и справа по оси абсцисс, на которых платежная функция постоянна, соответствуют половинам двух крайних сценариев. Поэтому и вероятность попадания цены в эти интервалы равны соответственно p1/2 и pn/2. Кроме того, каждому наклонному линейному участку платежной функции отвечают на оси абсцисс половины двух соседних сценариев Si и Si+1 для некоторого i(I, вероятности которых равны соответственно pi и pi+1. Интегралы в правой части равенства (6.12) легко берутся, и результат сводится к сумме 
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Аналогично (6.12) записывается и второй начальный момент 
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 LISTNUM maket \l 4 
Здесь интегралы в правой части равенства также легко берутся; это мы оставляем читателю. Теперь вычисляется дисперсия доходов: 
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В результате параметры инвестиции принимают значения:

Aopt,k = (gk, c),   Ropt,k = m1,k,   yk = Ropt,k/Aopt,k – 1,   σopt,k.
 LISTNUM maket \l 4 
Возвращаясь к иллюстративному примеру из разд. 2 и применяя (6.13)–(6.16), получаем для вариантов #1 и #3 соответственно

Jopt,1 = (0.412706, 0.443394, 0.0743574, 0.646415, 2.42303(.
Jopt,3 = (0.312847, 0.339195, 0.0842214, 0.731766, 3.19645(.
Хотя основное назначение предложенного исследования состоит в сравнении опционного портфеля со сценарным, интересно сравнить и числовые параметры этих портфелей. Для этого приведем также записи результатов, полученных в разд. 2.1 для тех же вариантов, дополненные записью для континуального варианта #0: 
J1 = (0.412706, 0.436613, 0.0579274, 0.819805, 2.42303(,
J3 = (0.312847, 0.333333, 0.0654847, 0.931644, 3.19645(,
J0 = (0.312847, 0.333333, 0.0654847, 0.952998, 3.19645.

Можно заметить, что в каждом из двух вариантов в сравнении со сценарным подходом доходность опционного портфеля возросла, а дисперсия снизилась. 
Однако возрастание средней доходности не является непременным признаком опционного портфеля. Оно определяется исходными данными (зависит от того, на какие сценарии приходятся более высокие прогнозные вероятности). Например, убывание средней доходности обнаруживается в случае, если поменять местами вторую и третью компоненты вектора p. Проведя расчеты, аналогичные проделанным ранее в разд. 2.1, но при p = {0.21, 0.18, 0.22, 0.2, 0.19}, c = {0.22, 0.24, 0.16, 0.2, 0.18}, получим записи результатов 
J1 = (0.38037, 0.442989, 0.164627, 0.923423, 2.62902(,
Jopt,1 = (0.38037, 0.436398, 0.147298, 0.712527, 2.62902(,
что говорит об ином характере изменения средней доходности при переходе к оптимальному опционному портфелю.

В то же время снижение дисперсии является правилом, и это во многом объясняется конструкцией платежной функции опционного портфеля. Как показывают рис. 5 и 6, общий уровень значений платежной функции опционного портфеля заметно снижен относительно максимального значения дохода (на наиболее доходном сценарии), а также заметно повышен относительно минимального значения дохода (на наименее доходном сценарии). А это, в свою очередь, приводит к снижению в целом разброса значений доходов относительно их среднего. 
4. Рандомизация портфеля на сценарном рынке

Вариант #0 отличается от варианта #3 не просто иным значением дисперсии доходов. Главное, что он в заданном виде нереализуем. Поэтому он не дает способа, который мог бы обеспечить точное отображение рисковых предпочтений инвестора. 

Тем не менее представляется, что существует возможность улучшения качества инвестирования по сравнению с вариантом #3. Для этого придется выйти за пределы детерминированных правил построения оптимального портфеля и прибегнуть к услугам рандомизации. В данном разделе рандомизация применяется на сценарном рынке, а в разд. 5 – на опционном. 
4.1. Описание рандомизации
Рандомизированную модификацию варианта #3 назовем вариантом #4. Портфель #4 получается из портфеля #3 заменой детерминированных весов b3,i случайными весами ωi соответственно, задаваемыми с помощью вспомогательных случайных величин θi, i(I, соотношениями 


ωi = ((θi),    θi = R[εi–1,εi),     i(I, 
 LISTNUM maket \l 4 
где R[α,β) – равномерно распределенная на интервале [α,β) случайная величина. При этом εi – εi–1 = di,    i(I. Случайные величины θi, i(I, в модели формируются до реализации будущей цены базового актива и потому от нее не зависят. 
Поскольку веса для i(I в рассматриваемой конструкции являются доходами, реализуемыми соответственно на сценариях Si с вероятностью pi, то введенные случайные величины определяют случайный доход ς для портфеля #4. 

Формально взаимосвязь портфельного дохода ς с весами ωi (компонентными доходами) можно задать следующим образом. Введем функцию ((x), x(X, со значениями во множестве I, однозначно определяемую будущей ценой базового актива x правилом 
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Тогда доход ς для портфеля базисных инструментов со случайными весами ωi, i(I, можно представить как функцию будущей цены базового актива x в виде
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В этом определении переменную x следует интерпретировать как случайную величину со значениями в X с мерой P{(} (специального обозначения Χ из начальных глав для нее мы здесь не используем с надеждой, что у читателя это не вызовет путаницы). 

Дальнейшая наша цель состоит в анализе вероятностных свойств дохода ς для рандомизированного портфеля, а также относительного дохода (или доходности, ровно на единицу меньшей относительного дохода). 

Подобного описания величин ωi, i(I, вообще говоря, недостаточно для определения их совместного распределения. Однако для целей следующего раздела его хватает. Совместное распределение нам понадобится в разд. 4.3 при рассмотрении свойств относительного дохода для рандомизированного портфеля, и мы его там доопределяем. 

Вводимые далее конструкции будем иллюстрировать на том же примере сценарного рынка, что и в разд. 2, для которого n = 5, 

  p = {0.21, 0.22, 0.18, 0.2, 0.19};  c = {0.22, 0.24, 0.16, 0.2, 0.18}.
 LISTNUM maket \l 4 
Рисковые предпочтения инвестора вновь описываются функцией ((ε) = ε2, ε([0,1]. 
4.2. Распределение и математическое ожидание дохода, средняя стоимость портфеля

Найдем функцию распределения дохода для портфеля #4, его математическое ожидание, а также математическое ожидание инвестиционной суммы. 

Функции распределения отдельных случайных величин ωi, определенных формулой (6.17), строятся следующим образом. Поскольку по этой формуле определяющие величины ωi случайные величины θi принимают с вероятностью 1 значения лишь из интервала [εi–1,εi), i(I, соответственно, вне этих интервалов имеем 
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В пределах самих интервалов 
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Поскольку случайные доходы ωi, i(I, служат весами при базисных инструментах (в порядке возрастания ρi), то каждый из них является условным доходом при реализации ξi-го сценария: 
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В силу эквивалентности 
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в соответствии с формулой полной вероятности имеем 
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Поэтому F4(z) = Fς(z) = F0(z) = (←(z). (Напомним, что здесь, как и ранее, для простоты записи в качестве области задания функции распределения приводится лишь множество ее точек роста.) График этой функции для целей сравнения будет представлен позже.

Итак, мы получаем, что доходы для рандомизированного портфеля #4 дают то же распределение, что и вариант #0, и потому доходы для портфеля #4 также удовлетворяют всем ограничениям CC-VaR, притом в форме равенств. Позже будет показано, что относительные доходы этим свойством не обладают.

Обратим внимание на различие вариантов #0 и #4. Портфель #0 является континуальным с детерминированными весами, а случайность доходов обусловлена исключительно ценой базового актива. Напротив, портфель #4 дискретен, так как каждому сценарию отвечает единый вес, но зато каждый такой вес случаен. При этом базовый актив определяет распределение вероятности лишь между сценариями, а распределение на каждом сценарии создается нами искусственно, притом так, что распределения доходов совпадают. 

В силу совпадения распределений вероятности для доходов в вариантах #0 и #4 имеем для средних доходов (в разд. 2.1 было показано также, что R0 = R3)
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Различие в структуре оптимальных портфелей #0 и #4 сказывается на различии инвестиционных сумм A0 и A4. В отличие от суммы A3 для варианта #3 в рандомизированной модели #4 сумма A4 случайна, так как случайны веса базисных инструментов, и потому она не совпадает с A3.
Действительно, среднее значение суммы в варианте #4 


[image: image67.wmf]44

ii

iI

AAf

Î

==w

å

EE

,
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где средние значения портфельных весов ωi в соответствии с определением получаются интегрированием функций ((t) по соответствующим равномерным вероятностным мерам: 
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 LISTNUM maket \l 4 
при этом, например, для нижней и верхней граней возможных значений инвестиционной суммы  A4  имеем соответственно
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Объединяя равенства (6.19) и (6.20), получаем соотношение 
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В частности, для функции ((ε) = ελ получаем 
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Для примера рынка (6.18) при λ = 2 имеем 


R4 = 0.333333,     EA4 = 0.312847. 
 LISTNUM maket \l 4 
Заметим, что области значений случайных весов ωi, i(I, взаимно не пересекаются с вероятностью единица. Следствием этого оказывается, что функция Fς(x) зависит лишь от маргинальных распределений этих весов. Однако иначе обстоит дело с прочими свойствами инвестиции, в частности, с относительным доходом, и нам дополнительно потребуется задавать их совместное распределение. 

4.3. Среднее и дисперсия относительного дохода
Итак, вне зависимости от совместного распределения случайных величин ωi, i(I, функции распределения доходов для портфелей #0 и #4 совпадают между собой. Но A4 в отличие от A3 является случайной величиной, а ς и A4, вообще говоря, взаимозависимы. Поэтому функции распределения относительных доходов, их математические ожидания и дисперсии в вариантах #0 и #6 могут различаться. Находить величины Е(R4/A4) и D(R4/A4) (D – знак операции дисперсии) будем численным расчетом. 

Введенная в предыдущем разделе рандомизация не полностью определяет совокупность случайных величин ωi, i(I, хотя она и была достаточной для рассматриваемых в нем проблем. Однако теперь нам потребуются уточнения. 
Рассмотрим наиболее естественную схему независимой по сценариям рандомизации, когда веса базисных инструментов в портфеле выбираются взаимонезависимо, хотя теоретически можно рассмотреть и общую схему рандомизации. Приводимые ниже формулы из соображений удобства выписываются не для доходности, а для относительного дохода χ = ς/A4. 
С учетом (6.17) в независимой схеме n-мерным вероятностным элементом, отвечающим набору значений (z1, z2, ..., zn) равномерно распределенных случайных величин θi, i(I, служит (i(I dzi /(i(I di.

На этом наборе A4 = ( i(I fi((θi), а относительный доход χ = ς/A4 принимает в зависимости от цены базового актива одно из n значений, именно ((θi)/A4, i(I, с вероятностями di соответственно. Поэтому для первого начального момента относительного дохода m1 по формуле полной вероятности имеем 
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Аналогично находится второй начальный момент m2 относительного дохода. Следует лишь принять во внимание, что квадрат относительного дохода (ς/A4)2 принимает в зависимости от цены базового актива значения (((zi)/A4)2 с вероятностями pi, i(I, соответственно. Итак,
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Вычисления на рынке (6.18) дают 

     {m1 = 1.06557, m2 = 2.03538, Eχ – 1 = 0.06557, ( = 0.948648}.
 LISTNUM maket \l 4 
4.4. Функция распределения относительного дохода 

Как мы уже обсуждали выше, в отличие от функции распределения дохода функция распределения относительного дохода определяется совместным распределением случайных величин ωi, i(I. Такой расчет не создает принципиальных затруднений, так как относительный доход является рациональной функцией от n случайных величин ωi, i(I, хотя из-за сложности области интегрирования возникают некоторые технические трудности. 

Поскольку χ = ς/∑ i(I fi((θi), то речь идет о представлении функции распределения Fχ(x) относительного дохода в форме зависящего от x как от параметра интеграла: 
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где 
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Представляется, что удовлетворительные результаты можно получить, используя следующий вычислительный метод с контролируемым исследователем балансом между точностью и временем счета. Метод фактически реализует численное интегрирование.

Введем параметры nJ – количество различных весов для каждого сценария, J = {1,2,…,nJ}, nL – количество интервалов, на которое разбивается отрезок [0, ymax], охватывающий множество точек роста функции распределения, L = {0,1,…,nL}, сетку значений относительного дохода 


yl = ((l/nL) ymax,  l(L;  ymax = ((εn)/((i(I\{n} fi((εi–1) + fn((εn)),


а также для каждого i(I сетку весов портфеля по j(J соотношением 
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Тогда 
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 LISTNUM maket \l 4 
где в правой части равенства суммируются вклады, которые делают в функцию распределения все сочетания узлов вышеозначенных сеток по  i(I,  j1,j2,..., jn(J,  l(L, 
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Наконец, используется линейная интерполяция (LIP):



[image: image83.wmf](

)

(

)

{

}

LIP,

l

yylL

=Î

FF

.
 LISTNUM maket \l 4 
Этот метод для проведения расчета требует времени (annLnJn, где a – некоторая константа. 
С помощью функции (6.24), или набора (6.23), можно также получать недостающие компоненты записи результатов J4. Для вычисления приближенного среднего значения произвольной функции относительного дохода φ(y) можно воспользоваться формулой, означающей вычисление соответствующей интегральной суммы, 


[image: image84.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

1

2

1

Y

ll

n

yy

ll

l

yyy

-

j+j

-

=

j»-

å

EFF

.
 LISTNUM maket \l 4 
В работе она применяется для вычисления последней пятой компоненты записи, при этом φ(y) = 1/y. Дело в том, что в условиях рандомизации равенство E(1/A) = 1/E(A), где A – случайная инвестиционная сумма, вообще говоря, не выполняется, и потому эту компоненту нужно получать численным интегрированием. 

Для других компонент формула (6.25) может служить средством проверки правильности расчетов разд. 4.3. Объединяя результаты (6.21) и (6.22), получаем запись


J4 = (0.312847, 0.333333, 0.065570, 0.948648, 3.21953(.
На рис. 7 иллюстрируются результаты применения вычислительного алгоритма для варианта #4. Для сравнения приводится и график функции распределения относительного дохода для вариантов #0. Они почти совпадают, поэтому для наглядности один из них сдвинут относительно другого на малую константу. Некоторое повышенное расхождение возможно лишь в окрестности нуля при λ>1, поскольку в нуле плотность относительного дохода бесконечна. 

График свидетельствует, что, несмотря на случайность инвестиционной суммы при рандомизации, функция распределения доходности инвестиции ведет себя с большой точностью так, как если бы инвестиционная сумма была детерминированной – такой, как в вариантах #3 и #0, т.е. A3 и A0. 

Фактически установлено, что проведенная рандомизация достигает своих целей, так как с ее помощью существенно дискретная задача фактически сводится к теоретической континуальной. Отметим, правда, что это касается исключительно сценарного рынка, на котором базисными инструментами служат инструменты Di, i(I. Последствия рандомизация на опционном рынке нам еще предстоит выяснять в разд. 5. 
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Рис. 7. Графики функций распределения для
относительных доходов F4(x) (толстая линия) и F0(x)

5. Рандомизация портфеля на опционном рынке 
В данном разделе изучается применение рандомизации на опционном рынке. Страйки опционного рынка естественным образом порождают разбиение множества X на сценарии. При этом каждому оптимальному портфелю сценарного рынка взаимно однозначно соответствует оптимальный портфель опционного рынка с теми же весами, но уже опционных базисных инструментов (см. разд. 3 настоящей главы). 

Интуиция подсказывает, что в отличие от ступенчатых платежных функций портфелей, допустимых на дискретном δ–рынке, кусочно-линейные платежные функции портфелей соответствующего опционного рынка порождают непрерывное распределение портфельных доходов и потому действуют в некотором роде аналогично рандомизации. Однако это соображение, как показывают результаты разд. 3.2, не работает в зоне крайних страйков. 

Поэтому представляется, что на опционных рынках, возможно, достаточно проведения лишь частичной рандомизации весов портфеля именно для зоны крайних страйков. Далее рассматриваются две схемы рандомизации – полная (f) и частичная (p). Результаты сравниваются с "усредненным" вариантом #3 и теоретическим – #0. 
Во всем текущем разделе действуют следующие обозначения: ς – доход рандомизированного портфеля опционов, Α – его (случайная) инвестиционная сумма, χ = ς/Α – относительный доход, I = {1,2,...,n}, I0 = I ({0}, I1 = I ({0,n+1}, I' = I\{n}, I" = I\{1,n}, θi = R{Εi},  Εi = [εi–1, εi), i(I,  Κi = [κi, κi+1), i(I0. Вводятся также специальные обозначения α = η1, β = ηn для номеров крайних левого и правого сценариев соответственно в порядке возрастания компонент вектора ρ. Используются также родственные обозначения для упомянутых выше объектов, но пронумерованных в исходном порядке: 
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5.1. Функция распределения дохода
при полной рандомизации портфеля
Полная рандомизация портфеля предполагает, что его веса (i = ((θi), θi = R{(i}, i(I. В теоретических конструкциях основную роль в данном разделе играет вероятностный элемент случайного вектора (x, θ1, θ2,…,θn) – p(x)dx (i(I dti/(i(I pi. 

Имеет место 
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где в случае полной рандомизации 
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Вычислительный алгоритм. 

Предлагаемый численный метод, по существу, основывается на идеях метода Монте-Карло с той разницей, что используется детерминированная сетка значений случайных величин. Введем необходимые обозначения:
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 LISTNUM maket \l 4 
Здесь xi,l – значения цены актива x, (i,l – вероятности i,l-й ячейки сетки, wi,j – веса, ym – сетка возможных значений портфельного дохода. 

Тогда, имея в виду, что j1,…jn(J, i(I', l(L, 
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 LISTNUM maket \l 4 
Теперь искомая функция распределения находится линейной интерполяцией: 
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Приближенная оценка времени счета an nLnJnnY0.5, используемые параметры теста: n = 5, nL = 5, nJ = 5, nY = 50.    □
Вычислительный алгоритм с привлечением для расчета моментов случайных величин формулы (6.25), позволяет рассчитать следующие компоненты записей результатов для рассматриваемой схемы рандомизации:

Jopt,f,1 = EAopt,f = 0.312633   (теоретическое значение – 0.312847), 


Jopt,f,2 = Ropt,f = 0.338861, Jopt,f,5 = E(1/Aopt,f) = 3.21953. 

5.2. Функция распределения дохода
при частичной рандомизации портфеля
Частичная рандомизация предполагает введение следующих изменений в обозначения предыдущего раздела: ωi = ((θi), θi = R{Εi}, лишь для i = α, β, иначе ωi = g3,i. 
Поэтому в теоретических конструкциях основную роль на этот раз играет вероятностный элемент случайного вектора (x, θα,θβ) – p(x)dxdt1dtn/(p1pn). Эти изменения связаны именно с тем, что в данном случае рандомизация касается только портфельных весов, отвечающих сценариям S1 и Sn. Значения весов ωi  (случайных для i = α, β и детерминированных для i(I\{α,β}) будем обозначать единообразно: wi = ((θi), i = α, β, wi = g3,i, i(I\{α,β}.
Имеет место 
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где в случае частичной рандомизации 
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Вычислительный алгоритм. 

Обозначения (6.26) в целом остаются в силе, и лишь третья строчка будет на этот раз иной: 
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Здесь ui,j и wi – портфельные веса. Тогда 
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Используя линейную интерполяцию, находим приближенно: 
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Оценка времени счета составляет an nLnJ2nY0.5, используемые параметры теста: n = 5, nL = 30, nJ = 10, nY = 50. Очевидно, в равных условиях частичная рандомизация требует для расчета меньше времени по сравнению с полной.    □
На рис. 8 приводится график функции распределения дохода Fopt,p(x) (толстая сплошная линии). График функции Fopt,f(x) для полной рандомизации практически сливается с ним и потому на рисунке не изображается. Для сравнения приводятся также заимствованные из разд. 3.2 графики функций F0(x) (пунктирная линия), F3(x) (штриховая ступенчатая линия) и Fopt(x) (тонкая сплошная линия).
Основной эффект рандомизации, как полной, так и частичной, проявляется в исчезновении скачков, наличествовавших у функции Fopt(x), что, собственно говоря, и было целью рандомизации. При этом взаимная близость функций Fopt,f(x) и Fopt,p(x) говорит в пользу высказанного нами ранее предположения о достаточности проведения частичной рандомизации как более простой для вычислений альтернативы полной. 
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Рис. 8. Графики функций Fopt,f(x), Fopt,p(x), F0(x), F3(x) и Fopt(x) 

Вычислительный алгоритм с привлечением для расчета моментов случайных величин формулы (6.25) дает следующие компоненты записей результатов для рассматриваемой схемы рандомизации:

Jopt,p,1 = EAopt,p = 0.312833   (теоретическое значение – 0.312847), 


Jopt,p,2 = Ropt,p = 0.338353, Jopt,p,5 = E(1/Aopt,p) = 3.20569. 
5.3. Функция распределения относительного дохода
при полной рандомизации портфеля
В данном разделе изучается относительный доход (. Поскольку здесь речь идет о полной рандомизации портфеля, то ( = (/( = (/A4 = (/(i(I ci((θi), а в теоретических конструкциях основную роль, как и в разд. 5.1, играет вероятностный элемент случайного вектора (x, θ1,θ2,…,θn) – p(x)dx (i(I dti/(i(I pi. 
Имеет место 
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Трансформация интеграла основана на эквивалентности
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а также на представлениях
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Эти формулы дают аналитическое представление решения в задаче нахождения функции распределения. Однако численный метод, по сути, незначительно отличается от алгоритма разд. 5.1. 

Вычислительный алгоритм. 

Все обозначения алгоритма из разд. 5.2 остаются в силе, в частности, 
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,
и лишь сетка значений относительных доходов изменяется. Именно
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 LISTNUM maket \l 4 
Интегральные суммы (6.27) очевидным образом меняются:
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Наконец, искомая функция распределения вновь находится линейной интерполяцией: 
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Приближенная оценка времени счета совпадает с оценкой из разд. 5.1, т.е. an nLnJnnY0.5. Теми же остаются и используемые параметры теста: n = 5, nL = 5, nJ = 5, nY = 50.    □
Вычислительный алгоритм с привлечением для расчета моментов случайных величин формулы (6.25) дает следующие компоненты записей результатов для рассматриваемой схемы рандомизации:

Jopt,f,3 = yopt,f = 0.08480,  Jopt,f,4 = (opt,f = 0.742578. 
5.4. Функция распределения относительного дохода
при частичной рандомизации портфеля
Частичная рандомизация оптимального портфеля опционов в данном разделе приводит к тому, что χ = ς/Α, где на этот раз Α = c1((θ1) + cn((θn) + (i(I" ci((θi), I" = I\{1,n}. В теоретических конструкциях основную роль, как и в разд. 5.2, играет вероятностный элемент случайного вектора (x, θ1,θn) – p(x)dxdt1dtn/(p1pn). 
В случае частичной рандомизации имеет место 



[image: image117.wmf](

)

{

}

(

)

(

)

{

}

0

0

,,,,

iii

iI

zzzzzxiI

c

Î

=c£=FF=c£ÎKÎ

å

FPP


где для множеств Κ0 и Κn 
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а для остальных множеств Κi, i = 1,2,...,n–1, 
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Трансформация интеграла основана на эквивалентности
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а также на представлениях 
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Эти формулы дают аналитическое представление решения в задаче нахождения функции распределения. 

Вычислительный алгоритм. 

Все обозначения алгоритма из разд. 5.2 остаются в силе, и лишь сетка значений относительных доходов изменяется. Именно
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кроме того, как и в разд. 5.2, 
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Интегральные суммы (6.27) видоизменяются так:
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Функция распределения находится линейной интерполяцией: 
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Приближенно время счета, как и в разд. 5.2, оценивается величиной an nLnJ2nY0.5. Теми же остаются и используемые параметры теста:  n = 5, nL = 30, nJ = 10, nY = 50.    □
Вычислительный алгоритм с привлечением для расчета моментов случайных величин формулы (6.25) дает следующие компоненты записей результатов для рассматриваемой схемы рандомизации:

Jopt,r,3 = yopt,r = 0.08498,  Jopt,r,4 = (opt,r = 0.737371. 

Совместные графики функций распределения F0(x), F3(x), Fopt(x), Fopt,f(x) и Fopt,p(x) для относительного дохода очень похожи на соответствующие графики для дохода на рис. 7. Отличием служит лишь то, что они растянуты по оси абсцисс на интервал [0, ymax], где ymax определяется формулой (6.28). Поэтому они не приводятся. 

В заключение приводим для сравнения записи результатов при частичной (Jopt) рандомизации совместно с заимствованными из разд. 4 записями, относящимися к вариантам #0,3,4 и детерминированному оптимальному портфелю опционов (Jopt): 
J0 = (0.312847, 0.333333, 0.0654847, 0.952998, 3.19645(;

J3 = (0.312847, 0.333333, 0.0654847, 0.931644, 3.19645(;

J4 = (0.312847, 0.333333, 0.065570, 0.948648, 3.21953(;

Jopt = (0.312847, 0.339195, 0.0842214, 0.731766, 3.19645(;

Jopt,f = (0.312633, 0.338861, 0.08480, 0.742578, 3.21953(;

Jopt,p = (0.312833, 0.338353, 0.08498, 0.737371, 3.20569(.

Теоретическое значение первой компоненты в двух последних записях совпадает с J3,1 = 0.312847, но в записях приводятся приближенные значения, полученные в результате работы алгоритма. Их вторая компонента находится при вычислении доходов, остальные – относительных доходов. Имеем также Jopt,f,1 Jopt,5 = 1.00653, Jopt,p,1 Jopt,p,5 = 1.00285, при этом первая компонента равна E((), вторая – E(1/(), где ( – случайная инвестиционная сумма. Эти произведения слабо отличаются от единицы, хотя при рандомизации равенство E(1/() = 1/E((), вообще говоря, не выполняется.

Замечание. Поскольку объем вычислений быстро растет с ростом количества сценариев, за разумное время получать численные результаты можно лишь для относительно небольшого количества сценариев. Однако это не является значительным ограничением для исследования возникающих здесь проблем. Для большого числа сценариев проведение подобных расчетов (тем более с рандомизацией портфельных весов) не является необходимостью, так как в таком случае эффект сглаженности проявляется просто за счет высокой плотности страйков. 
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� Равномерность разбиения естественна в приложении к опционному рынку. Однако, вообще говоря, от нее можно отказаться и, более того, параметр b может принимать бесконечные значения.


� Портфель, получаемый таким алгоритмом, мы будем называть оптимальным, хотя, как показывается далее, это свойство портфеля при проецировании теоретического рынка на дискретный не всегда строго выполняется. 
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