ГЛАВА 4. Принцип минимума доходности
при неполном прогнозировании рынка
В главах 1-3 были рассмотрены вопросы построения оптимального по CC-VaR портфеля инвестора, обладающего своим собственным представлением относительно вероятностных свойств базового для рынка опционов актива. Это представление воплощалось в том, что им полностью задавалась плотность вероятности будущей цены базового актива. Однако инвестор не всегда в состоянии столь подробно описывать свои воззрения на рынок. Возможно, что его взгляды на рынок ограничены некоторыми частичными суждениями. Тем не менее и в этом случае инвестор, строя стратегию своего поведения на рынке, хотел бы воспользоваться отличием своего представления относительно данного свойства от усредненного "мнения" рынка, зашифрованного в рыночных ценах опционов. В отношении же прочих свойств рынка он готов полностью положиться на рынок и не выступать его оппонентом. Обсуждению этого круга вопросов посвящена настоящая глава. Инвестору предлагается руководствоваться принципом минимума доходности, и на трех примерах изучается, к чему это может привести (см. также [21]). 
1. Основы применения принципа
минимума доходности 

В данном разделе обосновывается целесообразность применения принципа минимума доходности, предлагается его формальное воплощение и доказывается ряд вспомогательных утверждений, облегчающих его применение в теоретических задачах. 
1.1. Формализация принципа минимума доходности
Следуя определениям и обозначениям предыдущих глав, будем предполагать, что инвестор располагает суммой A, которую он намерен инвестировать на теоретическом однопериодном рынке. Задана ф.р.п. ((ε), ε([0,1]. Однако в отношении прогноза будущих свойств рынка на этот раз инвестор оппонирует лишь части вероятностных свойств будущей цены базового актива. 
Инвестор, например, может полагать, что рынок будет более волатильным или менее волатильным, чем это отражено в сегодняшних ценах опционов, но он не уверен в отношении рыночного тренда. Или наоборот, он считает, что рынок будет расти, но в вопросе о волатильности он готов положиться на рынок. Формально такое частичное представление инвестора о рынке имеет смысл задавать в виде параметрического семейства плотностей {p(x; θ)}, где в параметре θ зашифрована вся неопределенность прогноза. 
Этот параметр в разных задачах может играть роль математического ожидания, дисперсии, диапазона возможных значений, асимметрии и пр. В общем случае будем считать, что в параметре θ сосредоточена вся недоступная для инвестора информация. Крайним случаем этой схемы служит ситуация, при которой инвестор вообще не строит своих представлений о рынке. В этом случае он целиком и полностью доверяет рынку и использует рынок лишь для решения своих задач технического характера (например для хеджирования). 

Для построения оптимального портфеля инвестора в ситуации частичного отображении им свойств рынка следует определиться с принципами, которыми он будет руководствоваться в отношении выбора параметра θ (вообще говоря, векторного). Иными словами, возникает проблема выбора оптимального значения параметра θ. Естественными представляются три метода. 

Общим для них является наличие двух подзадач. Во-первых, следует оценить неизвестный параметр θ. Во-вторых, нужно построить стратегию, когда представление инвестора о будущих свойствах рынка полностью задано. Решение второй подзадачи как раз и дается в главах 1-3. Методы различаются по способу оценивания θ. 

Первый метод основан на идеях математической статистики, рекомендующей находить статистически обоснованную оценку θ на основе исторических данных о движении цены базового актива. Но для этого инвестор должен располагать моделью динамики этой цены. Задача интересная, но содержит в себе много субъективного. 

Второй метод основан на том, что цены опционов содержат значительную информацию относительно будущих вероятностных свойств цены базового актива. Если, например, положиться на ценовую плотность c(x), то задача оценивания параметра θ состоит в извлечении из этой плотности недостающей информации. Если, например, параметр θ имеет смысл среднего, то его следует отождествить со средним, рассчитанным по ценовой плотности, если – дисперсии, то по этой плотности нужно рассчитать дисперсию, и т.д. 

Хотя в этом методе субъективность во многом устранена, но проблема остается. Неизвестно, насколько близка получаемая по ценовой плотности оценка параметра θ к его "истинному" значению. Дело в том, что на ценовую плотность могут сильно влиять как всякие случайности, свойственные динамике любой цены, так и весьма различающиеся между собой рисковые предпочтения инвесторов. 

В связи с этим предлагается использовать метод, отличный от двух рассмотренных; он в большей мере отвечает логике применения CC-VaR и соответствует духу связанного с ним подхода. Он не требует раздельного решения обеих подзадач, в результате чего искомая оценка параметра θ возникает естественным образом из решения общей задачи. Предлагаемый подход обеспечивает выбор инвестором инвестиционного портфеля определенной надежностью, и его мы называем принципом (критерием) минимума доходности. Суть его состоит в следующем. 

Согласно алгоритму построения оптимального портфеля, предложенному в гл. 2, находим решение задачи для пары плотностей p(x; θ) и c(x). В результате решение и все его инвестиционные характеристики оказываются, вообще говоря, зависящими от параметра θ. Теперь отметим, что чем меньше взгляды инвестора расходятся с мнением рынка, тем меньше средняя доходность инвестиции. Но поскольку в отношении параметра θ он солидаризируется с рынком, то ему естественно выбирать в качестве оценки θ значение, при котором средняя доходность наименьшая по θ. 

Эта идея и лежит в основе принципа минимума доходности. Формализуем его. В гл. 2 в рамках применения CC-VaR был предложен целый спектр возможных задач. Примем за основу задачу CB, в которой инвестиционная сумма не задается, а оптимальный портфель ищется из условия минимума его стоимости при соблюдении требований CC-VaR. С учетом возможной зависимости характеристик инвестиции от θ решение такой задачи при фиксированном θ дает средний доход R (не зависящий от θ) и стоимость A(θ) оптимального портфеля, равные соответственно 
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Если еще учесть, что средний относительный доход r(θ), представляющий увеличенную на единицу доходность, равен  
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то мы приходим к выводу, что принцип минимума доходности эквивалентен требованию 
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 LISTNUM maket \l 4 
Таким образом, решение в соответствии с принципом минимума доходности дает значение θ* параметра θ, максимизирующее в задаче CB инвестиционную сумму A(θ). 
1.2. Вспомогательные теоретические результаты 

Сформулируем вспомогательные утверждения, которые, наряду с некоторыми леммами из гл. 2, пригодятся в данной главе.

Рассмотрим свойства, связанные с преобразованиями распределения цены базового актива. Задачу инвестора формально будем описывать парой π = (φ(x), ψ(x)), первая компонента которой означает ценовую плотность, а вторая – прогнозную. Справедлива 

Лемма  LISTNUM лемма \l 5. Пусть задача инвестора π1 = (c(x), p(x)) порождает ценовую функцию γ1(ε), ε([0,1], и функцию упорядочения w1(x), x((. Тогда при одновременном сдвиге цены базового актива Χ2 = μ+Χ1, μ((, для задачи π2 = (c(x–μ), p(x–μ)) 
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Доказательство. Проведем сравнительный анализ задач π1 = (c(x), p(x)) и π2 = (c(x–μ), p(x–μ)), при этом обе плотности для второй из них получаются из исходных плотностей сдвигом вправо по оси x на величину μ.
Задаче π1 в соответствии с процедурой Неймана-Пирсона отвечает система множеств Z1(τ), определяемая условием
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а задаче π2 – система множеств Z2(τ), определяемая условием 
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Очевидно, что множество Z2(τ) получается из множества Z1(τ) сдвигом на величину μ, так как 
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Поэтому при выполнении равенств
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выполняются и соотношения 
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где P2{(} и C2{(} – меры, отвечающие плотностям p(x–μ) и c(x–μ) соответственно. Лемма доказана.    □

Приведем обобщение полученного результата. 
Лемма  LISTNUM лемма \l 5. Пусть задача инвестора π1 = (c1(x), p1(x)) порождает функции γ1(ε), ε([0,1], и w1(x), x((. Тогда при произвольном линейном преобразовании цены базового актива Χ2 = μ+σΧ1, μ,σ((, σ≠0, для задачи π2 = (c2(x), p2(x)) 
(i)  
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Доказательство. Задаче (1 в соответствии с процедурой Неймана-Пирсона соответствует функция относительных доходов ρ1(x) ≡ p1(x)/c1(x) и система множеств Z1(τ), определяемая условием
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В соответствии с правилами трансформации плотности вероятности при линейном преобразовании для задачи π2 имеем 
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Функция ρ2(x) порождает систему множеств Z2(τ): 
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Справедливы эквивалентности 
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Поэтому 
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Второе из этих равенств фактически означает справедливость утверждение (i) леммы. Кроме того, имеют место соотношения 



[image: image25.wmf](

)

(

)

{

}

(

)

(

)

{

}

111222

f,f

ZZ

eºt=teºt=t

PP

,
и потому 
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Вспоминая определение функции упорядочения, получаем 
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что доказывает утверждение (ii) и лемму в целом.    □

Следующее свойство связывает две системы множеств {Z1(τ), τ≥0} и {Z2(τ), τ≥0}, а также соответствующие им две функции γ1(ε) и γ2(ε), порождаемые применением процедуры Неймана-Пирсона для двух пар плотностей, получаемых одна из другой простой перестановкой компонент. Для простоты при установлении следующих двух утверждений будем предполагать, что пара плотностей вероятности ((x) и ((x) удовлетворяет следующему условию:

(C) Применение процедуры Неймана-Пирсона к задаче ( = (c(x), p(x)) порождает функцию γ(ε), которая на отрезке [0,1] непрерывна и строго монотонно возрастает.

Это условие выполняется, когда множества положительности плотностей c(x) и p(x) совпадают с точностью до множества лебеговой меры нуль. 

Лемма  LISTNUM лемма \l 5. Пусть γ1(ε) и w1(x) – ценовая функция и функция упорядочения соответственно для задачи π1 = (c(x), p(x)). Тогда порождаемые сопряженной задачей π2 = (p(x), c(x)) функции γ2(ε) и w2(x) определяются равенствами 
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Доказательство. Функции относительных доходов для обеих задач определяются соотношениями 
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Каждая из функций относительных доходов порождает свое семейство множеств по τ≥0:
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Очевидна эквивалентность 
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Будем предполагать, что для любого τ≥0 
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поэтому выполняются соотношения 
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Применение алгоритма к задаче (2 приводит к соотношениям 
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В то же время из определения функции γ1(ε) очевидно, что для каждого τ>0 имеет место равенство
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или, с учетом (4.3) и (4.4), 
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откуда и следует утверждение (i) леммы. 

Обратимся к доказательству утверждения (ii) леммы. Имеем: 
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а из (4.5) находим функцию упорядочения для задачи π2: 


[image: image43.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

{

}

(

)

(

)

{

}

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22

2

22221

1111111

f11

1f11f1.

xx

x

wxxZx

xwx

t=rt=r

t=r

=r=t=-r£t=

=-gt=-gr=-g

CC


Итак, при сопряжении задачи действует правило 
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Обращая его, получаем
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Некоторая асимметрия этих формул устраняется, если подставить в формулу (4.2) утверждения (i) леммы вместо ε функцию w2(x). В результате получаем 
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что в сочетании с (4.7) дает симметричное к (4.6) представление 
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Подобные логические построения, основанные на взаимной симметрии задач, могут сами по себе служить доказательством утверждения (ii) леммы. Лемма полностью доказана.    □ 

Замечание 1. Такая перестановка плотностей может на первый взгляд показаться искусственной и имеющей лишь чисто теоретический интерес. Однако это не совсем так. Подобная операция позволяет в ряде случаев единообразно взглянуть на различные прогнозы инвестора относительно будущего поведения рынка. Например, инвестор может полагать, что рынок будет более волатильным или менее волатильным, чем об этом говорят опционные цены, и это – две противоположные задачи, получающиеся одна из другой именно перестановкой плотностей в паре.    □
Замечание 2. Утверждения (i) леммы 3 легко интерпретируется графически. Как следует из свойств функции γ(ε), на графике, нанесенном на плоскость с координатами ε (абсцисса) и γ (ордината), она целиком лежит в прямоугольном треугольнике с вершинами в точках (0,0), (0,1) и (1,1). Нетрудно видеть, что графиком функции γ2(ε) является та же самая кривая γ1(ε), но для иной системы координат – начало координат помещается в точку (1,1), положительные значения ε откладываются вниз, а функции γ2(ε) – влево (см. рис. 1).    □

[image: image48]
Рис. 1. Иллюстрация к лемме 3.
Следующие две леммы нацелены на получение достаточного условия оптимальности по критерию минимума доходности. 
Лемма  LISTNUM лемма \l 5. Если двух задач π1 и π2 выполняется γ1(ε) ( γ2(ε), ε([0,1], то для любой неубывающей и ограниченной функции φ(ε)
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Доказательство. Используя правило интегрирования по частям и учитывая, что всегда γ1(0) = γ2(0) = 0, γ1(1) = γ2(1) = 1, имеем
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Здесь мы воспользовались тем, что внеинтегральное слагаемое в правой части равенства обращается в нуль. Тем самым утверждение леммы доказано.    □

Теперь можно сформулировать достаточное условие, налагаемое на семейство функций {γ(ε; θ)} и дающее решение задачи. Очевидным следствием леммы 4 является 

Лемма  LISTNUM лемма \l 5. Если существует значение θ*, при котором для всех рассматриваемых θ выполняется неравенство
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то в предположениях леммы 4 значение θ* удовлетворяет (4.1).

Доказательство. Достаточно применить лемму 4 к функции φ(ε) ≡ ((ε), γ1(ε) = γ(ε; θ*), γ2(ε) = γ(ε; θ).    □ 
Таким образом, если в семействе функций {γ(ε; θ)} существует минимальный элемент, то соответствующее этому элементу значение параметра ( и является оптимальным в смысле критерия минимума дохода. 

Лемма  LISTNUM лемма \l 5. Пусть {γ1(ε; θ)} и {γ2(ε; θ)} – два семейства ценовых функций, удовлетворяющих условию (C), причем для каждого θ функция γ2(ε; θ) получается из γ1(ε; θ) преобразованием сопряжения (4.2). Тогда:
(i)  если γ1(ε; θ') ( γ1(ε; θ"), ε([0,1], то и γ2(ε; θ') ( γ2(ε; θ"); 
(ii) если γ1(ε; θ*) – минимальный элемент семейства {γ1(ε; θ)}, то γ2(ε; θ*) – минимальный элемент семейства {γ2(ε; θ)}.
Доказательство. Из соотношения (4.2) леммы 3 получаем 
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,   θ = θ',θ",   ε([0,1].
Обозначая z(θ) = 1 – γ2(ε; θ) (([0,1]) и учитывая, что из последнего равенства вытекает независимость функции слева от ε([0,1], в соответствии с допущениями леммы устанавливаем неравенство 
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Отсюда в силу монотонного возрастания функции (1((; θ') получаем, что z(θ') ≥ z(θ"), и из определения z(θ) следует неравенство
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что доказывает утверждение (i) леммы. Утверждения (ii) сразу следует из утверждения (i), если в последнем в качестве θ' принять значение θ* параметра минимального элемента семейства, а в качестве θ" – произвольное значение θ. Лемма полностью доказана.    □ 

Выводы леммы становятся достаточно понятными на интуитивном уровне, если вновь воспользоваться геометрической интерпретацией формулы (4.2), предложенной в замечании 2 к лемме 3. 
Переходим к рассмотрению примеров на применение принципа минимума доходности. В разд. 2 этот принцип тестируется аналитическими средствами на двухпараметрическом двустороннем экспоненциальном распределении, в разд. 3 – на равномерном распределении, а в разд. 4 – численными расчетами на двухпараметрическом бета-распределении. 

2. Общее исследование двустороннего
экспоненциального распределения
В гл. 3 мы уже исследовали это распределение, правда лишь в относительно простом случае μ = ν и для иных задач. Однако для целей настоящей главы этого не достаточно, поскольку мы намерены применить принцип минимума доходности, а он предполагает возможность варьирования свободного параметра. Поэтому анализ проводится в предположении μ ≠ ν. Как и в гл. 3, предполагается, что двустороннему экспоненциальному распределению подчинены обе плотности – прогнозная и ценовая. 
На примере этого важного для приложений распределения (с "тяжелыми хвостами") демонстрируется действенность принципа минимума доходности. 
2.1. Анализ функции γ(ε) при μ > ν, α < β 
Для обеих плотностей p(x) и c(x), x(X, используется распределение вероятности одного и того же типа Exp(μ, α), μ((, α > 0, 
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При этом полагаем p(x) ~ Exp(μ, α), μ > 0, а c(x) ~ Exp(0, β), т.е. 
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Хотя среднее ν второго распределения принимается равным нулю, этот случай становится общим в результате простого сдвига на ν обоих распределений. Функция относительного дохода 


[image: image58.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

exp

xx

xpxcx

-m

b

aab

r==-+

,     x((.

Теперь наложим условие κ = α/β < 1, означающее, что инвестор считает рынок более волатильным, чем об этом свидетельствуют рыночные цены. В таком случае функция ρ(x) унимодальна, принимает максимальное значение τmax = exp(μ/β)/κ в точке xmax = μ с изломом и претерпевает дополнительный излом в точке x = 0 со значением τbr = exp(–μ/α)/κ. При x → –∞ функция стремится к минимальному значению τmin = 0. 

Семейство оптимальных по Нейману-Пирсону множеств {Z(τ), τ(0} на ( определяется из неравенств 
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Разрешая их относительно x, получаем эквивалентную систему неравенств. При x ≤ 0,  0 < x ≤ μ,  μ ≤ x  соответственно имеем:
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Введением вместо τ новой переменной t = α ln(τα/β) (при этом tmin = –∞, tbr = –μ, tmax = μκ), получаем эквивалентную систему неравенств
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В терминах новой переменной 
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Множество Z(t) при t = μκ совпадает с (, а при t(–( имеет пределом пустое множество. Переменная t сопоставляется с вероятностным уровнем ( = f(t) соотношением
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при этом 
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Подставляя значения a и b в выражение для (, получаем
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В терминах t функция γ(ε) при t ≤ –μ  и  t > –μ вычисляется соответственно по формулам


[image: image76.wmf](

)

(

)

{

}

(

)

(

)

(

)

(

)

11

22

11

22

expexp

expexp,

a

xx

b

ab

Ztdxdx

¥

bbbb

-¥

bb

ge==+-=

=+-

òò

C



[image: image77.wmf](

)

(

)

{

}

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

11

22

0

111

222

expexp

exp1expexp.

a

xx

xab

b

Ztdxdx

dx

bbbb

-¥

¥

bbbb

ge==+-+

+-=--+-

òò

ò

C


Подставляя выражения для a и b из (4.8), получаем
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Наконец, вводя переменную 
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получаем представления
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где
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Формулы (4.9) и (4.10) служат параметрическим заданием ценовой функции γ(ε). Явное представление γ(ε) удается получить лишь на первом интервале, тем не менее можно провести необходимое оценивание для применения принципа минимума доходности. Будем рассматривать в связи с этим две задачи, в первой из которых в качестве свободного параметра распределения инвестора (именно он и находится из принципа минимума доходности) выступает параметр μ, во второй – α. 

2.2. Оптимальное значение параметра μ

Рассмотрим в качестве свободного параметр μ. На основании (4.10) легко устанавливается, что при μ = 0 и κ < 1 ценовая функция имеет вид (теперь до окончания разд. 2 в ее обозначение вводим эти идентификационные параметры)
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Для доказательства оптимальности по минимуму доходности значения μ = 0 достаточно показать, что для всех α, β и κ = α/β < 1,
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Исходя из соотношения (4.9) выразим u через ε и подставим в (4.12). В результате получаем нужную оценку для первого интервала значений переменной:
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Для получения аналогичной оценки для второго интервала будем исходить из соотношения (4.10). Воспользуемся неравенством uκω ≥ υ1–κ и в результате получим
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Справедливость неравенства (4.12) (с учетом (4.11)) будет установлена, если докажем, что 
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После замены в последнем неравенстве u = z1+κ и деления на zκ получаем эквивалентное неравенство
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Но оно справедливо, поскольку его левая часть, являющаяся одновременно основанием степени правой, не меньше единицы, а κ<1. Неравенство (4.12) доказано. 

2.3. Оптимальное значение параметра α
Рассмотрим теперь задачу со свободным параметром α и найдем ценовую функцию γ(ε) при μ > 0 и κ = 1. Дальнейшему изложению предпошлем 

Замечание. Соображения размерности позволяют в рассматриваемой задаче уменьшить количество параметров. В исходной постановке мы имеем наряду с переменной x набор параметров (μ, α, ν, β), и потому важные для задачи функции ρ(x), w(x) и γ(ε) зависят, вообще говоря, еще от этих четырех параметров. Однако, как нетрудно видеть, существенными являются лишь комбинации (здесь возможны варианты) x' = (x – ν)/β, μ' = (μ–ν)/β, κ = α/β, и потому 
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    □.

Мы, по сути, так уже действовали в разд. 2.1 и 2.2, хотя не совсем строго придерживались такого формализма, когда полагали ν = 0. И в данном разделе будем действовать подобным образом. Для упрощения записи формул полагаем β = 1 (иначе в них нужно произвести замены x→x' = x/β, μ→μ' = μ/β). В таком случае
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Функцию ρ(x) перепишем, раскрывая модули в аргументе экспоненты:
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Поскольку на первом и третьем интервалах эта функция принимает постоянное значение, то в соответствии со свойствами процедуры Неймана-Пирсона (точнее, "дополнения" к ней из гл. 2) функция γ(ε) на соответствующих по ε участках будет линейной. Проведем параметризацию ρ(x) = τ и осуществим необходимое интегрирование по мерам P{·} и C{·}. Последовательно получаем 
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Образуя требуемую суперпозицию γ(ε) и используя значения параметров ε1, ε2, γ1, γ2, получаем представление 
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 LISTNUM maket \l 4 
Нетрудно заметить, что γ(ε) – "самосопряженная" функция, переходящая сама в себя при преобразовании ε* ↔ 1–γ, γ* ↔ 1–ε. 

Для доказательства оптимальности значения κ = α/β = 1, обеспечивающего минимум доходности при μ > 0, κ ≤ 1, достаточно показать, что для всех α, β, κ < 1, 
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Здесь запись функции γ(ε) мы для полноты ее идентификации снабдили необходимыми параметрами, при этом γ(ε;μ,1) задается формулой (4.13). 

На первом из интервалов выразим u через ε и подставим в формулу для γ(ε). При этом, поскольку некоторые из входящих в выражение функций при κ = 1 становятся неопределенными, следует рассмотреть их предельные значения, именно
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В результате этих манипуляций из (4.9) и (4.10) сразу получаем оценку. Для интервала (0, υ(1+κ)/κ]
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для интервала (υ(1+κ)/κ, 1] (используется также замена u = z1+κ)
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Последнее неравенство справедливо, поскольку z ( (0,1], κ<1, и потому 
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Следовательно, соотношение (4.14) окончательно доказано.

2.4. Взаимная сводимость задач 

Мы полностью разобрали случай μ≥0, α≤β (κ≤1) и нашли, что значение μ = 0 является оптимальным для задачи со свободным параметром μ, а значение α = β (κ=1) является оптимальным для задачи со свободным параметром α. Как мы уже говорили, этот случай фактически дает решение обеих задач на принцип минимума доходности для случая (i) μ>ν, α<β (κ<1). Для их полного решения нам нужно рассмотреть еще три случая (ii) μ<ν, α<β (κ<1); (iii) μ>ν, α>β (κ>1); (iv) μ<ν, α>β (κ>1). Однако специальных построений для этого можно не проводить, а воспользоваться правилами сведения одних задач к другим родственным. 

Напомним, что по лемме 2 (отчасти, по лемме 1) при линейном преобразовании Χ2 = μ + σΧ1 цены базового актива 
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а по лемме 3 при переходе к сопряженной задаче, т.е. при перестановке p(x) ↔ c(x) 
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Это означает, что в случаях: 

(ii) функции ρ(x), w(x) и γ(ε) получаются из аналогичных функций для случая (i) по правилу (4.15) при μ = 0, σ = –1;
(iii) функции ρ(x), w(x) и γ(ε) получаются из аналогичных функций для случая (i) по правилу сопряжения (4.16), при этом оптимальность вытекает из утверждением леммы 6. 

(iv) функции ρ(x), w(x) и γ(ε) получаются из аналогичных функций для случая (iii) по правилу (4.15) при μ = 0, σ = –1. 

Тем самым можно считать доказанной возможность замены соотношений (4.12) и (4.14) соответственно соотношениями 
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что завершает анализ. 

3. Равномерные распределения

Рассматривается задача ( = (c(x), p(x)) на принцип минимума доходности, в которой обе плотности c(x) и p(x) принадлежат классу равномерных распределений. Для определенности будем считать, что c(x) – равномерная плотность на отрезке [–1,1], а p(x) – на отрезке [μ–α, μ+α]. Параметр μ является средним значением для прогноза инвестора, а α характеризует разброс. 

Здесь рассматриваются две подзадачи, в первой из которых свободным является параметр μ, во второй – α. Симметрия обоих распределений позволяет ограничиться условием μ≥0, при этом α((+. Отметим, что совместное рассмотрение таких распределений относится к разряду экзотических задач, одна из которых обсуждалась в разд. 4 гл. 2. 
Сначала определяется ценовая функция γ(ε; μ, α) (для всех возможных конфигураций отрезков), и если семейство таких функций по свободному параметру не имеет минимального элемента, по этому параметру максимизируется инвестиционная сумма A(μ, α).
При построении функции γ(ε; μ, α) используются "дополнение к процедуре Неймана-Пирсона" и утверждение леммы 8 из разд. 1 
гл. 2. Вводятся, вообще говоря, зависящие от μ и α вспомогательные параметры 

c' = C{c(x)>0, p(x) = 0},    p' = P{c(x) = 0, p(x)>0}. 
Тогда 


γ(0+;μ,α) = c',    γ(ε;μ,α) = 1,  ε((1–p',1].

Из равномерности обоих распределений вытекает, что функция γ(ε;μ,α) при всех μ и α на интервале (0, 1–p') по ε линейна. Ее можно представить в виде


γ(ε;μ,α) = c' + min[ε(1–c')/(1–p'),1],  ε((0,1],  γ(0;μ,α) = 0.
 LISTNUM maket \l 4 
Таким образом, точки (0, c') и (1–p',1) на графике γ(ε; μ, α) связывает прямая линия. При выяснении характера зависимости γ(ε; μ, α) от μ и α достаточно следить за поведением этих точек. Если, например, c' и p' одновременно убывают (возрастают), то целиком снижается (повышается) ценовая функция. 
3.1. Задача со свободным параметром μ

Здесь рассматривается задача ( = (c(x), p(x; μ, α)), в которой параметр α инвестором фиксируется, а μ(≥0) свободен и должен выбираться согласно принципу минимума доходности. 
Проведем систематизацию взаимного расположения двух отрезков: [–1,1] и [μ–α, μ+α]. Область α>0 удобно разбить на две: (i) α(1 и (ii) α>1. В каждой из них проследим изменение совместной конфигурации обоих отрезков при возрастании μ от нуля до ∞, определим ценовую функцию и, если понадобится, найдем сумму инвестиции. 

(i) При α(1 естественным образом выделяются три интервала изменения параметра μ: (1) μ ( 1–α, (2) 1–α < μ ( 1+α, (3) μ > 1+α. 

В случае (1), т.е. при μ ( 1–α, имеет место [μ–α, μ+α] ( [–1,1] и 


c' = 1 – α,    p' = 0. 
 LISTNUM maket \l 4 
При изменении μ в пределах отрезка [0, 1–α] параметры c' и p', а с ними и функция γ(ε; μ, α) остаются неизменными, поэтому любое значение μ оптимально на отрезке [0, 1–α], а функция γ(ε; μ, α) дается формулой (4.17). 
В случае (2), т.е. при 1–α < μ ( 1+α, справедливы неравенства 
–1 < μ–α < +1 < μ+α, т.е. отрезки [μ–α, μ+α] и [–1,1] имеют непустое пересечение с длиной 1–μ+α, и потому

c' = (μ – α + 1)/2,     p' = (μ + α – 1)/(2α).

При возрастании μ в пределах интервала (1–α, 1+α] параметры c' и p' одновременно возрастают, поэтому все значения μ из отрезка [0, 1–α] сохраняют оптимальность уже на [0, 1+α].

В случае (3), т.е. при μ > 1+α, справедливо соотношение 
[–1,1]([μ–α, μ+α] = (,  и потому


c' = 1,    p' = 1.

При изменении μ в пределах интервала (1+α, ∞) параметры c' и p', а с ними и функция γ(ε; μ, α) остаются неизменными, γ(ε; μ, α) = 1, ε((0,1]. Таким образом, оптимальным при α(1 оказывается любое значение μ из отрезка [0, 1–α], и в соответствии с (4.17) и (4.18) 


γ(ε; μ, α) = 1–α + εα,   ε((0,1],    γ(0; μ, α) = 0.
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(ii) При α>1 естественным образом выделяются три интервала изменения параметра μ: (1) μ ( α–1, (2) α–1 < μ ( α+1, (3) μ > α+1. 

В случае (1), т.е. при μ ( α–1, имеет место [–1,1] ( [μ–α, μ+α] и 


c' = 0,    p' = (α – 1)/α. 
 LISTNUM maket \l 4 
При изменении μ в пределах отрезка [0, α–1] параметры c' и p', а с ними и функция γ(ε; μ, α) остаются неизменными, поэтому любое значение μ на [0, α–1] оптимально, а функция γ(ε; μ, α) дается (4.17). 
В случае (2), т.е. при α–1 < μ ( α+1, справедливы неравенства 
–1 < μ–α < +1 < μ+α, т.е. отрезки [μ–α, μ+α] и [–1,1] имеют непустое пересечение с длиной 1–μ+α, и потому

c' = (μ – α + 1)/2,    p' = (μ + α – 1)/(2α).

При возрастании μ в пределах интервала (α–1, α+1] параметры c' и p' одновременно возрастают, поэтому значение μ = α–1 (относящееся к предыдущему случаю) оптимально уже на [0, α+1].

В случае (3), т.е. при μ > α+1, справедливо соотношение 
[–1,1]([μ–α, μ+α] = (,  и потому


c' = 1,    p' = 1.

При изменении μ в пределах интервала (1+α, ∞) параметры c' и p', а с ними и функция γ(ε; μ, α) остаются неизменными, γ(ε; μ, α) = 1, ε((0,1]. Таким образом, оптимальным при α(1 оказывается любое значение μ из отрезка [0, α–1], и в соответствии с (4.20) и (4.18) 


γ(ε; μ, α) = min[εα, 1],    ε([0,1].
 LISTNUM maket \l 4 
Итак, для задачи со свободным параметром μ оптимальным при произвольном α оказывается любое μ*([0,|α–1|]; при этом функция γ(ε; μ, α) в случае α<1 определяется (4.19), а в случае α>1 – (4.21). Хотя μ* определяется не однозначно, важно то, что естественное и ожидаемое значение μ = 0 также является оптимальным. 
3.2. Задача со свободным параметром α
Перейдем к задаче ( = (c(x), p(x; μ, α)), в которой инвестором фиксируется уже параметр μ, а параметр α свободен и должен выбираться согласно принципу минимума доходности. 

Снова проведем систематизацию взаимного расположения отрезков [–1,1] и [μ–α, μ+α]. На этот раз разобьем область μ>0 на две: (i) μ(1 и (ii) μ>1. В каждой из них проследим изменение совместной конфигурации обоих отрезков при возрастании α от нуля до ∞.

(i) При μ(1 естественным образом выделяются три интервала изменения параметра α: (1) α ( 1–μ, (2) 1–μ < α ( 1+μ, (3) α > 1+μ. 

В случае (1), т.е. при α ( 1–μ, имеет место [μ–α, μ+α] ( [–1,1] и 


c' = 1 – α,    p' = 0.

При возрастании α на отрезке [0, 1–μ] параметр c' убывает, а p' остается неизменным; и потому значение α = 1–μ является оптимальным на отрезке [0, 1–μ].

В случае (2), т.е. при 1–μ < α ( 1+μ, справедливы неравенства 
–1 < μ–α < +1 < μ+α, т.е. отрезки [μ–α, μ+α] и [–1,1] имеют непустое пересечение с длиной 1–μ+α, и потому 


c' = (μ – α + 1)/2,     p' = (μ + α – 1)/(2α). 
 LISTNUM maket \l 4 
При возрастании α на интервале (1–μ, 1+μ] параметр c' убывает, а p' возрастает, поэтому минимального элемента на интервале не существует. Оптимальное значение α* параметра α находится из условия (4.1). Проделаем необходимые вычисления, положив ((ε) = ελ и учитывая, что γ(ε; μ, α) определяется (4.17). Имеем 
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Подставим в это соотношение c' и p' из (4.22): 
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Дифференцируя эту функцию по α, получаем 
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Если λ<1, то в рассматриваемом случае функция A(μ, α) возрастает и принимает максимальное значение при α*= 1+μ. 

Если λ(1, то при α = 1–μ ее производная отрицательна. В силу ее монотонности на интервале максимум функции A(μ, α) достигается на одном из его концов. Несложный анализ показывает, что 
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являясь корнем уравнения (1–μ)(1+μ)λ = 1, оказывается критическим уровнем: если λ < λcr(μ), то α* = 1+μ, если λ > λcr(μ), то α* = 1–μ. При этом λcr(μ) возрастает по μ на (0,1) (что следует из возрастания функций  –ln(1–μ)/μ и μ/ln(1+μ)),  λcr(0) = 1,  λcr(1) = ∞.
Рассматриваемый случай подытоживает формула 
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 LISTNUM maket \l 4 
Можно сказать, что большая расположенность инвестора к риску (большее значение λ) приводит к уменьшению разброса, и наоборот. 
В случае (3), т.е. при α > 1+μ, [–1,1] ( [μ–α, μ+α], и потому 


c' = 0,    p' = (α – 1)/α.
При возрастании α в пределах интервала (1+μ, ∞) параметр c' остается неизменным, а p' возрастает, поэтому значение α = 1+μ является оптимальным на (1+μ, ∞).

Итак, при μ ( 1 решение задачи дает (4.23).    □

(ii) При μ>1 естественным образом выделяются три интервала изменения параметра α: (1) α ( μ–1, (2) μ–1 < α ( μ+1, (3) α > μ+1. 

В случае (1), т.е. при α ( μ–1, справедливо соотношение 
[μ–α, μ+α] ( [–1,1] = (,  и потому


c' = 1,    p' = 1.

При изменении α на отрезке [0, μ–1] параметры c' и p' остаются неизменными, и потому любое значение α из отрезка [0, μ–1] оптимально, а функция γ(ε; μ, α) = 1 (максимально возможное значение) при всех ε((0,1] (в соответствии с (4.17)).

В случае (2), т.е. при μ–1 < α ( μ+1, справедливы неравенства 
–1 < μ–α < +1 < μ+α, т.е. отрезки [μ–α, μ+α] и [–1,1] имеют непустое пересечение с длиной 1–μ+α, и потому 


c' = (μ – α + 1)/2,     p' = (μ + α – 1)/(2α).

При возрастании α в пределах интервала (μ–1, μ+1] параметры c' и p' одновременно убывают, поэтому значение α = 1+μ оказывается оптимальным, притом для большего отрезка [0, μ+1].
В случае (3), т.е. при α > 1+μ, имеет место [–1,1] ( [μ–α, μ+α] и 


c' = 0,    p' = (α – 1)/α.
При возрастании α на интервале (μ+1, ∞) параметр c' остается неизменным, а p' возрастает, поэтому значение α = 1+μ, относящееся к случаю (2), остается оптимальным на всей полуоси (0, ∞). 
Таким образом, при μ>1 оптимальным является значение α* = 1+μ. Как видим, оно отвечает такому выбору α, при котором прогнозное множество возможных цен базового актива является минимальным из полностью накрывающих отрезок [–1,1], и вовсе не зависит от рисковых предпочтений инвестора.
4. Численный расчет для бета-распределения
В данном разделе рассматривается пример бета-распределения, для которого не удается провести полного аналитического исследования для целей применения принципа минимума доходности. Поэтому здесь предлагается подход, связанный с использованием численных методов, позволяющих в едином ключе исследовать задачи на эту тему. В основе этих методов расчета лежит проецирование на дискретный случай алгоритма построение оптимального портфеля, предложенного в гл. 2 для теоретических континуальных рынков. Подробно об этом проецировании пойдет разговор в гл. 6, здесь же мы ограничиваемся лишь изложением результатов расчета. 
4.1. Свойства функции ρ(x) для бета-распределения
Мы приведем вкратце некоторые необходимые сведения о свойствах бета-распределения и проанализируем свойства функции ρ(x). Цены базового актива принимают значения из конечного полуинтервала X = [0,1), свой прогноз инвестор делает в форме плотности вероятности p(x), а рынок формирует ценовую плотность c(x) – цены δ-инструментов, x ( X. Обе эти плотности в работе мы задаем в форме известного из теории вероятности и математической статистики двухпараметрического бета-распределения: 
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соответственно бета- и гамма-функции. 
Для математического ожидания и дисперсии бета-распределения имеют место соответственно равенства
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Далее принимаем p(x) ~ Be(α,μ), α, μ > 1, c(x) ~ Be(β,ν), β, ν > 1. Образуем из этих плотностей функцию ρ(x) и ее производную ρ'(x): 
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Нетрудно видеть, что знак производной в точке x*((0,1) подчинен условию


[image: image125.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

[

]

sgnsgn1sgn

xx

xxx

*

=

éù

¢

r=é-a-b-m-nù=b-a

ëû

ëû

. 

Здесь возникают четыре случая: (i) α ≥ β, α + μ < β + ν; (ii) α ≤ β, α + μ > β + ν; (iii) α ≤ β, α + μ < β + ν; (iv) α ≥ β, α + μ > β + ν. В случае (i) функция ρ(x) на интервале (0,1) монотонно возрастает, (ii) – монотонно убывает, (iii) и (iv) – унимодальна, при этом в случае (iii) она принимает в точке x* минимальное значение, в случае (iv) – максимальное, а сама точка x* определяется из условия ρ'(x) = 0 и потому x* = (α – β)/(α – β + μ – ν). 

Параметры распределения (4.24) имеют очевидный смысл. Первый отвечает за поведение плотности в окрестности нуля, второй – в окрестности единицы. По логике применения принципа минимума доходности нам следовало бы при задании прогнозной плотности фиксировать один из параметров, а по другому строить семейство плотностей и находить для него минимум. Однако желательно выбирать в качестве параметров комбинации, имеющие более содержательный смысл. 
Обычно таковыми являются математическое ожидание и дисперсия. В соответствии с формулами (4.25) математическое ожидание однозначно определяется отношением m = α/μ, и чем оно больше, тем больше математическое ожидание. Свойства дисперсии приближенно неплохо отражает сумма s = α + μ, и чем она меньше, тем больше дисперсия. Поэтому параметрами задачи считаем m и s.

Далее в качестве иллюстрации приводятся три примера. В них принимается ф.р.п. ((ε) = ε2, и в каждом из них фиксируется своя плотность c(x), а плотность p(x) варьируется в пределах некоторого дискретного однопараметрического семейства. В соответствии с принципом минимума доходности определяется такое значение параметра семейства, при котором доходность минимальна.

4.2. Игра на повышение 

Определим допустимую плотность c(x), положив β = 1.5; ν = 2.5. При этом mc = 0.6; sc = 4.0. При игре на повышение плотность p(x) должна давать более высокое математическое ожидание, чем c(x), т.е. должно быть mp > mc. Примем mp = 0.8.

В распоряжении инвестора остается параметр sp, который ему надлежит выбирать по критерию минимума доходности. Варьируя этот параметр, получаем семейство плотностей p(x) для тестирования. Нам удобнее задавать равномерную решетку для числителя α дроби mp = α/μ. В соответствии с исходными ограничениями этот параметр может принимать, вообще говоря, любые значения, превышающие единицу. Будем выбирать α из такого интервала (a1, a2), чтобы минимум достигался в его пределах. Корректность выбора легко проверяется экспериментально. Положим a1 = 1.0, a2 = 3.0. 

Для параметра α получаем дискретное множество значений αj = a1 + j Δ , Δ = (a2 – a1)/k = 0.08, j ( J = {1,2,…,n}, k = 50, каждому из которых отвечает своя прогнозная плотность 
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Для каждой такой плотности находится доходность инвестиции yj. Решением задачи является значение jmin параметра j, доставляющее минимум доходности, и соответствующее ему значение параметра sp, по которому можно оценить, насколько оно отличается от рыночного значения sc. 

В результате получаем k-мерный вектор доходностей

y = {0.522822, 0.489098, 0.459521, 0.433839, 0.411854, 0.393435, 0.378486, 0.36691, 0.358533, 0.352997, 0.349611, 0.347317, 0.345235, 0.343152, 0.341066, 0.33898, 0.336899, 0.334823, 0.332756, 0.330699, 0.328655, 0.326624, 0.324607, 0.322606, 0.320622, 0.318662, 0.316864, 0.315572, 0.315066, 0.315462, 0.316755, 0.318875, 0.321732, 0.32523, 0.329283, 0.333807, 0.338736, 0.344009, 0.349578, 0.355399, 0.361434, 0.367652, 0.374029, 0.38054, 0.387164, 0.393887, 0.400692, 0.407573, 0.414513, 0.421495}.

Наименьшую доходность доставляет 29-я компонента этого вектора, для нее α29 = 2.16 и потому sp = 4.86, что на наш взгляд не сильно отличается от sc = 4.0. Графики плотности c(x) и оптимальной плотности p29(x), x ( (0, 1), представлены на рис. 2 (прерывистая и сплошная толстая линии соответственно). На нем сплошными тонкими линиями изображены дополнительно 20 из 50 тестируемых функций плотности p(x), следующих друг за другом на одинаковых по параметру μ расстояниях. 

На рис. 3. приводится график платежной функции gB(x) оптимального по критерию CC-VaR портфеля, согласованного с принципом минимума доходности, для игры на повышение. 


[image: image127.emf]0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.5

1

1.5

2    


Рис. 2. Графики c(x), p29(x), а также еще 20 функций прогнозной
плотности из тестируемого семейства 
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Рис. 3. График оптимальной сглаженной платежной функции gB(x)

4.3. Продажа волатильности 

Определим допустимую плотность c(x), положив β = 1.5; ν = 2.0. При этом mc = 0.75; sc = 3.5. Продажа волатильности предполагает игру инвестора на понижение волатильности, т.е. прогнозная плотность p(x) должна давать более низкую дисперсию, чем ценовая плотность c(x). Примем sp = 7.0 (> sc = β + ν = 3.5).

В распоряжении инвестора остается параметр mp, который ему надлежит выбирать по критерию минимума доходности. Варьируя этот параметр, получаем семейство плотностей p(x) для тестирования на выполнение критерия. В соответствии с исходными ограничениями этот параметр при sp = 7.0 меняется в пределах от 1/6 до 6. В этом интервале зададим k + 1 значение параметра mp, k = 50. Нам будет удобнее задавать равномерную решетку для числителя α параметра mp = α/μ. Обозначим границы допустимого интервала для α через a1 и a2. Имеем 

a1 = 1.0, a2 = sp – a1 = 6.0, Δ = (a2 – a1)/k = 0.1. 

Для параметра α получаем дискретное множество значений αj = a1 + j Δ ,  j ( J, каждому из которых отвечает своя прогнозная плотность
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В результате получаем k-мерный вектор доходностей

y = {1.65389, 1.50717, 1.37632, 1.25968, 1.15589, 1.06374, 0.982065, 0.910224, 0.847173, 0.792472, 0.745507, 0.7058, 0.672976, 0.646734, 0.626796, 0.612973, 0.605128, 0.603161, 0.607035, 0.616757, 0.632363, 0.653956, 0.681687, 0.715717, 0.756293, 0.803671, 0.858221, 0.920266, 0.990293, 1.06879, 1.1563, 1.25346, 1.361, 1.47972, 1.61055, 1.7545, 1.91274, 2.08659, 2.27759, 2.4874, 2.71803, 2.97177, 3.25119, 3.55934, 3.89974, 4.27643, 4.69421, 5.15867, 5.67637, 6.25509}.
Наименьшую доходность доставляет 19-я компонента из 50 тестируемых кривых плотности p(x), следующих друг за другом на одинаковых по параметру α расстояниях, для нее α19 = 2.9 и потому mp = 0.707317. Как видим, это значение не сильно отличается от mc = 0.75. Соответствующие данному случаю графики с очевидными изменениями напоминают графики на рис. 2,3, и мы их здесь не приводим. 

4.4. Покупка волатильности

Определим допустимую плотность c(x), положив β = 3.0; ν = 4.0. При этом mc = 0.75; vc = 7.0. 

Покупка волатильности предполагает игру инвестора на повышение волатильности, т.е. прогнозная плотность p(x) должна давать более высокую дисперсию, чем ценовая плотность c(x). Примем, например, что vp = 3.5 (< vc = β + ν = 7.0).

В распоряжении инвестора остается параметр mp, который ему надлежит выбирать по критерию минимума доходности. Варьируя этот параметр, получаем семейство плотностей p(x) для тестирования на выполнение критерия. В соответствии с исходными ограничениями этот параметр при sp = 3.5 меняется в пределах от 1/2.5 до 2.5. В этом интервале зададим k + 1 значение параметра mp, k = 50. Нам будет удобнее задавать равномерную решетку для числителя α параметра mp = α/μ. Обозначим границы допустимого интервала для α через a1 и a2. Имеем 

a1 = 1.0, a2 = vp – a1 = 2.5, Δ = (a2 – a1)/k = 0.03. 

Для параметра α получаем дискретное множество значений αj = a1 + j Δ ,  j ( J, каждому из которых отвечает своя прогнозная плотность 
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В результате получаем k-мерный вектор доходностей

y = {1.65389, 1.50717, 1.37632, 1.25968, 1.15589, 1.06374, 0.982065, 0.910224, 0.847173, 0.792472, 0.745507, 0.7058, 0.672976, 0.646734, 0.626796, 0.612973, 0.605128, 0.603161, 0.607035, 0.616757, 0.632363, 0.653956, 0.681687, 0.715717, 0.756293, 0.803671, 0.858221, 0.920266, 0.990293, 1.06879, 1.1563, 1.25346, 1.361, 1.47972, 1.61055, 1.7545, 1.91274, 2.08659, 2.27759, 2.4874, 2.71803, 2.97177, 3.25119, 3.55934, 3.89974, 4.27643, 4.69421, 5.15867, 5.67637, 6.25509}.
Наименьшую доходность доставляет 18-я компонента, для нее α18 = 1.54 и потому mp = 0.785714. И вновь значение mp не сильно отличается от mc = 0.75. Соответствующие данному случаю графики с очевидными изменениями напоминают графики на рис. 2,3, и мы их здесь также не приводим.




























































Рис. 2. Типичный вид графика функции ((() 
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� Очевидно, что условие ограниченности функции может быть ослаблено.
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