ГЛАВА 5. Корректные и некорректные
семейства функций рисковых предпочтений
В данной главе предпринимается попытка сопоставить выбор функции рисковых предпочтений инвестором традиционному среди финансовых специалистов и не подлежащему оспариванию принципу, согласно которому за увеличение риска инвестор вправе на рынке рассчитывать на вознаграждение в форме повышения доходности инвестиции. Доходность обычно интерпретируется однозначно: как правило, речь идет о ее математическом ожидании. При традиционных подходах к оценке риска в форме дисперсии или, как это делается в случае с обычным критерием VaR, в виде уровня гарантированных доходов при заданной достаточно большой вероятности, вопросов тоже не возникает. 

Однако при интерпретации риска в нашем случае с CC-VaR возникают проблемы. Строго говоря, финансовая дилемма между риском и доходностью перед инвестором, придерживающимся CC-VaR, не стоит. Он назначает функцию ((ε), ε([0,1], в которой уже содержится вся информация о его рисковых предпочтениях, а соответствующий алгоритм реализует эту цель. Но для аналитика рынка вполне естественно желание сравнивать произвольную пару функций (1(ε) и (2(ε) и определять, какая из них отвечает более расположенному к риску инвестору. 
Решение этого вопроса априори не совсем очевидно. Представляется, что единственным мерилом такого решения может быть лишь сам финансовый принцип о взаимоотношении риска и доходности, т.е. если функции отвечает большая доходность, то инвестор, выбравший ее, в большей мере расположен к риску. Естественно, что речь при этом идет о сравнении доходностей при одном и том же прогнозе распределения будущей цены базового актива.
И все же для аналитика остается поле деятельности. Можно изучать аналитически задаваемые параметрические семейства функций рисковых предпочтений, в которых параметр вбирает в себя всю рисковую составляющую выбора инвестора, с целью проверки возможности отождествления этого параметра с оценкой риска инвестиции. Семейства, для которых это можно делать, будем считать корректными, остальные – некорректными (см. также [22]). 

1. Анализ семейств функций рисковых предпочтений
В данном разделе обсуждается общая проблема изучения семейств функций рисковых предпочтений инвестора, напоминаются основные формулы, даются определения корректных и некорректных семейств функций и доказываются условия их корректности или некорректности. 
1.1. Общая постановка проблемы
Прежде всего, определимся с тем, решение какой задачи с CC-VaR будет принято за основу. В гл. 2 рассматривались разные постановки задач. В качестве наиболее важной и относительно простой мы выделяли задачу CB, в которой инвестиционная сумма S (>0) не задается, и ищется портфель, доставляющий min S при условии P{q ( ((()} ( 1–( для всех (([0,1], где ((() – функция рисковых предпочтений инвестора. Именно эту задачу будем иметь в виду при проведении классификации семейств. 

Отметим еще, что задача CB проистекает из задачи CH – однородной задачи, в которой ф.р.п. задается в виде целого семейства b((ε), где коэффициент b играет роль параметра масштабирования. Решения двух задач тесно связаны между собой. Решение задачи CH получается из решения задачи CB, если оптимальный портфель и инвестиционная сумма второй задачи просто умножаются на подходящий коэффициент (b), чтобы инвестиционная сумма сравнялась с заранее заданным объемом располагаемых инвестором средств для целей инвестирования. Обе эти постановки (рассматриваемые сами по себе) фактически предполагают, что рисковые предпочтения инвестора не зависят от масштаба инвестиции. 
Решая далее лишь задачу CB, будем рассматривать семейства ф.р.п. ((ε;λ) по параметру λ, который уже не является параметром масштабирования, а должен отражать степень толерантности инвестора к риску, т.е. значение этого параметра каждый отдельно взятый инвестор должен выбирать заранее. Например, большие значения параметра λ выбираются более толерантными к риску инвесторами, и наоборот. Условимся, что λ ( 0. И в этом смысле параметр λ играет качественно отличную от параметра масштабирования b роль, который использовался в задаче CH. В данном случае параметр отражает именно рисковые предпочтения инвестора. 

Функции из рассматриваемых семейств мы будем подчинять ограничению ((0;λ) ( 0, их будем также (за исключением случая семейства с неограниченными функциями из разд. 2.5) нормировать условием ((1;λ) ( 1 (это вовсе не обязательно и делается лишь из соображений наглядности графического представления). 
Каждое семейство будем относить к одному из двух классов, для первого из которых можно провести взаимно однозначное соответствие между значением параметра λ и толерантностью к риску выбирающего этот параметр инвестора, а для второго – нельзя. Семейства первого класса будем называть корректными, а их класс обозначать C, семейства второго – некорректными, а их класс – W. Формальное определение этих классов дадим ниже в разд. 1.2.

Из интуитивных соображений может показаться, что для функций каждого "хорошего" (из C) нормированного семейства должно выполняться условие монотонности по λ: если λ1 < λ2, то для любого ε((0,1) имеет место ((ε;λ1) > ((ε;λ2). Все рассматриваемые в разд. 2 и 3 примеры таким свойством обладают. Однако для отнесения семейства к классу C этого оказывается недостаточно. 

1.2. Условия корректности и некорректности семейств
Напомним основные формулы из гл. 2, которые нам потребуются в дальнейшем для проведения классификация семейств ф.р.п. 

Решение задачи с CC-VaR основывается на функции относительных доходов ρ(x) = p(x)/c(x), x(X, где p(x) – прогнозная, а c(x) – ценовая плотность цены базового актива. Для среднего дохода R(λ) и объема инвестиции A(λ) справедливы соответственно формулы
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Здесь γ(ε), ε([0,1] – ценовая функция оптимального портфеля, Как показано в гл. 2, функция γ(ε) выпукла вверх (вогнута), и ее производная – неотрицательная и невозрастающая функция ε (возможно, не непрерывная). Будем также исключать случай γ(ε) ( ε, который возникает лишь в тривиальном случае p(x) ( c(x). 
Функции γ(ε) с такими свойствами будем называть допустимыми. Важно еще то, что функция γ(ε) не зависит от λ, а определяется лишь соотношением p(x) и c(x). В иллюстративных целях и при проверке принадлежности семейства классу W в качестве допустимых в работе используются функции двух типов:
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При сравнении между собой ф.р.п. ((ε;λ) из одного семейства для разных λ следует исходить из вероятностных свойств относительного дохода, а не абсолютного. Поэтому изучение семейств функций ((ε;λ) проводится на основании нормированных ф.р.п.


[image: image7.wmf](

)

(

)

(

)

;;

n

R

fel=fell

.
 LISTNUM maket \l 4 
Из (5.1) следует, что для всех λ
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Относительный доход r(λ) оптимального инвестиционного портфеля с помощью введенных характеристик инвестиции и соотношений (5.1), (5.2) и (5.5) можно представить в виде
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Напомним, что более привычная для участников рынка, но менее удобная для нас, доходность инвестиции равна относительному доходу за вычетом единицы. С помощью относительного дохода даются определения корректных и некорректных семейств. 
Корректным назовем семейство, для которого при любой допустимой функции γ(ε) оптимальный относительный доход r(λ) является монотонно возрастающей функцией λ. Некорректным назовем семейство, не являющееся корректным, т.е. семейство, для которого существуют пара (λ1, λ2), λ1 < λ2, и такая допустимая функция γ(ε), что r(λ1) > r(λ2). 
Подчеркнем, что для корректности семейства требуется обеспечить монотонность функции r(λ) при любой допустимой функции γ(ε), т.е. при любом соотношении функций p(x) и c(x) – прогнозных вероятностей и рыночных цен базового актива. А для некорректности достаточно существования хотя бы одной допустимой функции γ(ε), при которой монотонность r(λ) нарушается. 
Впредь мы налагаем некоторые ограничения на семейства ф.р.п. (совершенно необременительные, если учесть психологическое происхождение и некоторую условность этих функций). Для нас важно, чтобы эти функции (и их интегралы) можно было интегрировать и дифференцировать по параметру λ. В исследуемых ниже примерах эти семейства, как правило, являются и вовсе аналитическими по ε((0,1) и λ > 0. 

Некоторые особенности функций (бесконечность производных по ε) мы разрешаем для ε = 0 и ε = 1, где производные по ε могут быть неограниченными, а также для поведения функций при стремлении λ к нулю. Кроме того, мы допускаем, чтобы на уровне (условно) λ = 1 происходило переключение функций семейства с одного аналитического выражения на другое при сохранении свойства непрерывности по λ. Последнее допущение позволяет задавать функции семейства для λ > 1 и λ < 1 разными аналитическими выражениями (при соблюдении непрерывности) при существовании обеих односторонних производных по λ. 
В частности, из (5.6) имеем 
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Наряду с производной функций (n(ε;λ) по λ далее рассматриваются и разности 
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которые задаются для произвольных λ1 и λ2, 0 < λ1 < λ2, и для которых, очевидно, выполняется аналог (5.8):
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При классификации семейств ф.р.п. оказывается важным
Свойство C. При любых λ1 и λ2, λ1 < λ2, для семейства ((ε;λ) существует число ε'(λ1,λ2)((0, 1), такое что ((n(ε;λ1,λ2) < 0 при ε((0, ε') и ((n(ε;λ1,λ2) > 0 при ε((ε', 1). 

Лемма  LISTNUM лемма \l 5 (достаточное условие принадлежности семейства классу C). Если для семейства (n(ε;λ) выполняется свойство C, то при любой допустимой функции γ(ε) функция r(λ) = R(λ)/A(λ) является возрастающей функцией от λ.
Доказательство. Из (5.9) сразу следует, что для всех λ1 и λ2 площади между кривой ((n(ε;λ1,λ2) и осью абсцисс в зонах отрицательных и положительных значений этой разности равны, так как 
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при этом в соответствии со свойством C подынтегральная функция первого интеграла отрицательна всюду внутри интервала интегрирования, а второго – положительна. 
Очевидно, что для проверки леммы достаточно установить справедливость неравенства 
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Из допустимости функции γ(ε) вытекает, что γ'(ε) невозрастающая функция и γ'(0) > γ'(1). Поэтому существуют полуинтервалы [0, ε1) и (ε2, 1] в окрестности ε = 0 и ε = 1 соответственно, такие что γ'(ε1) > γ'(ε2); при этом можно выбрать ε1 и ε2 (уменьшая ε1 или увеличивая ε2) так, чтобы наряду с (5.9) и (5.10) выполнялось равенство 
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Тогда имеем 
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Следствием допустимости функции γ(ε) являются и неравенства: 
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 – производные в точке ε' слева и справа соответственно. Учитывая, что из (5.9) и (5.12) следует 
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получаем, что при выполнении свойства C 
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Суммируя неравенства (5.13) и (5.14), окончательно имеем 
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Из этого неравенства следует (5.11), а с ним и лемма.    □ 
Эта лемма дает, фактически, достаточное условие того, что параметр λ семейства функций ((ε;λ) может быть однозначно сопоставлен степени толерантности инвестора к риску (чем больше λ, тем он более толерантен к риску), так как при выполнении свойства C вне зависимости от вида функции γ(ε) с ростом параметра λ растет и доходность инвестиции. 

Дифференциальным аналогом свойства C служит 
Свойство C'. Для любой λ существует число ε'(λ)((0,1), такое что ((n(ε;λ)/(λ < 0 при ε((0,ε'(λ)) и ((n(ε;λ)/(λ > 0 при ε((ε'(λ),1), при этом ε'(λ) – кусочно-непрерывная функция λ. 
Лемма  LISTNUM лемма \l 5 (достаточное условие принадлежности семейства классу C). Если для семейства (n(ε;λ) выполняется свойство C', то при любой допустимой функции γ(ε) функция r(λ) является возрастающей функцией от λ.

Доказательство. Из общего соотношения (5.8) следует, что для любой λ
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Очевидно, что для проверки леммы достаточно установить справедливость для любой λ неравенство 
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В силу общих свойств функции γ(ε) имеем: 
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 – производные в точке ε'(λ) слева и справа соответственно. Поэтому при выполнении свойства C 
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При этом достаточно выполнения строгого неравенства на множестве положительной меры хотя бы в одном из оцениваемых слагаемых, чтобы окончательное неравенство было строгим. Отсюда следует неравенство (5.11), а с ним и лемма.    □
Теперь сформулируем достаточные условия того, что семейство функций ((ε;λ) принадлежит классу W (не принадлежит C).
Свойство W. Для семейства функций ((ε;λ) существуют λ1 и λ2, λ1 < λ2, а также ε'(λ1,λ2)((0,1), такие что ((n(ε;λ1,λ2) > 0 при 0 < ε < ε'. 

Лемма  LISTNUM лемма \l 5 (достаточное условие принадлежности семейства классу W). Если для семейства (n(ε;λ) выполняется свойство W, то существует такая допустимая функция γ(ε), при которой монотонное возрастание функции r(λ) = R(λ)/A(λ) нарушается.
Доказательство. Рассмотрим разность 
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 LISTNUM maket \l 4 
для λ1 и λ2, λ1 < λ2, фигурирующих в условии W, а в качестве допустимой γ(ε) используем функцию (5.4), в которой μ = 1/ε'(λ1,λ2). Подставляя ее в равенство (5.15) и учитывая неравенство для ((n из свойства W, получаем 


[image: image35.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

12

12

,

1

221112

,

0

;,0

n

ARARd

¢

ell

¢

ell

ll-ll=Dfelle>

ò

,

что доказывает лемму.    □
Замечание. Легко видеть, что для доказательства леммы 2 вместо ε' можно использовать и любое ε", 0 < ε" < ε'.    □
Дифференциальным аналогом этого свойства служит 
Свойство W'. Для семейства функций ((ε;λ) существуют λ и ε'(λ) > 0, такие что ((n(ε;λ)/(λ > 0 при всех ε((0, ε'(λ)). 

Лемма  LISTNUM лемма \l 5 (достаточное условие принадлежности семейства классу W). Если для семейства (n(ε;λ) выполняется свойство W', то существует такая допустимая функция γ(ε), при которой монотонное возрастание функции r(λ) = R(λ)/A(λ) нарушается.

Доказательство. Имеем 
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 LISTNUM maket \l 4 
В качестве допустимой γ(ε) снова используем функцию (5.4), в которой μ = 1/ε'(λ). Подставляя ее в равенство (5.16) и учитывая неравенство для ((n(ε;λ)/(λ из свойства W', получаем 
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что доказывает лемму.    □
Свойство W'. позволяет сформулировать необходимое условие принадлежности семейства функций ((ε;λ) классу C, которое иногда может быть удобным в применении. 

Свойство C". Для семейства функций ((ε;λ) смешанная производная (2(n(ε;λ)/((λ(ε) ( 0 при любой λ и ε = 0.    □
Следующее утверждение является очевидным следствием только что установленной леммы 4. 

Лемма  LISTNUM лемма \l 5 (необходимое условие принадлежности семейства классу C). Для принадлежности семейства функций ((ε;λ) классу C необходимо, чтобы для него выполнялось свойство C".    □
Далее мы последовательно анализируем примеры семейств функций сначала из класса C, а затем и W. Параметр λ функций подчинен ограничению λ ( 0. Но при исследовании примеров из W мы сможем ограничиться поведением ф.р.п. при λ ( 1. И потому, если не оговорено иное, функция ((ε;λ) будет задаваться аналитически лишь для λ ( 1, но для цельности картины будем принимать для определенности, например, что 
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 LISTNUM maket \l 4 
т.е. график функции ((ε;λ) получается из графика функции ((ε;1/λ) центрально-симметричным отображением относительно центра квадрата [0,1]([0,1] – точки (½, ½). 
2. Примеры корректных семейств
В данном разделе рассматриваются семейства ф.р.п. инвестора, являющиеся корректными. В разд. 2.1 приводится пример корректного семейства, который в силу своей простоты, удобства в применении и полноты проведенного для него анализа можно назвать основным. Подобный анализ реализуется в разд. 2.2 для семейства экспоненциальных функций, в разд. 2.3 – для семейств комбинаций степенных функций, а в разд. 2.5 – для семейств с неограниченными функциями. 

Исключение составляет рассматриваемый в разд. 2.4 пример семейства функций, которые мы называем дугами обобщенных окружностей. Строго говоря, его нам можно назвать корректным лишь предположительно. Для него анализ не проводился, хотя проведенные многочисленные расчеты могут служить косвенным доказательством принадлежности данного семейства классу C. 
2.1. Степенные функции 
Рассмотрим семейство ф.р.п. инвестора вида
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На рис. 1 представлены несколько кривых этого семейства. Имеет место 
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и потому нормированная ф.р.п. 
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Рис. 1. Функции семейства (5.18) при λ = 0.12, 0.25, 1.0, 4.0, 8.0 (сверху вниз)

Для рассматриваемого семейства выполняется свойство C. Действительно, функция ((n (кроме точки ε = 0) принимает нулевое значение только в точке ε', являющейся корнем уравнения 
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поэтому
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Поскольку λ1 > λ2, то ε'((0,1). Остается убедиться в том, что левее этой точки функция ((n отрицательна. Первая производная функции ((n по ε равна 
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Учитывая, что в точке ε' выполняется равенство (5.19), имеем
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что и требовалось доказать. Рис. 2 иллюстрирует обнаруженное свойство (n(ε,λ). 
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Рис. 2. График разности ((n = (n(ε;λ2) – (n(ε;λ1) при λ1 = 2.0, λ2 = 3.0.

В рассматриваемом случае можно воспользоваться и свойством C'. Имеет место 
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 LISTNUM maket \l 4 
Эта производная как функция от ε имеет ровно два корня на отрезке [0,1]. Одним из них служит ε = 0, а второй корень находится на интервале (0,1) в точке ε = ε' = e–1/(1+λ). При этом на интервале (0, ε') функция (5.20) отрицательна. Действительно, дифференцируя равенство (5.20) по ε, находим смешанную производную 
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Вычисляя ее в точке ε = ε', получаем 
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 LISTNUM maket \l 4 
что и доказывает справедливость для рассматриваемого семейства свойства C' и его принадлежность классу C.
Вычисление производной (5.21) при ε = ε' можно заменить иным рассуждением. Поскольку, очевидно, ((ε,λ2) < ((ε,λ1), ε((0,1), λ1 < λ2, то и R(λ2) < R(λ1), и потому (n(1,λ2) < (n(1,λ1). Следовательно, на интервале (ε', 1) функция (5.20) положительна и, стало быть, на интервале (0, ε') – отрицательна, что снова означает принадлежность семейства классу C. 

На рис. 3 корректность семейства иллюстрируется графиками функций R(λ), A(λ) и r(λ) в зависимости от λ на отрезке [0,3].

Для вычисления значений A(λ) и r(λ) используется функция (5.3). В соответствии с (5.2) имеем (((n) – гамма-функция)
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Графики строятся при μ = 2, в этом случае 
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Рис. 3. Графики функций R(λ) (верхняя штриховая линия), A(λ) при μ = 2 (нижняя штриховая линия) и r(λ) (сплошная линия)

2.2. Экспоненциальные функции 

Рассмотрим семейство ф.р.п. инвестора вида
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 LISTNUM maket \l 4 
В качественном отношении функции данного семейства похожи на функции семейства (5.18), и потому их графики здесь не приводятся. Отметим лишь, что зависимость функций этого семейства от λ существенно более слабая, чем функций из предыдущего раздела. В связи с этим при практическом использовании, возможно, имеет смысл проводить в (5.22) замену λ ( mλ, где m –фиксированный для семейства достаточно большой масштабный коэффициент, например m = 100.
Проведем формальный анализ семейства. Имеет место 
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Поэтому 
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Производную этой функции по λ можно представить в виде 
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где



[image: image60.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

1ln

1ln

u

-l+ll

l-l+l

l=

,     
[image: image61.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ln

1ln

v

l

l-l+l

l=

.
Корни производной (5.23) как функции от ε, в которой λ играет роль параметра, удовлетворяют уравнению 
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 LISTNUM maket \l 4 
Один корень очевиден: ε0 = 0. Поскольку функция λε – 1 строго выпукла по ε при всех λ > 0, λ ( 1, то это уравнение имеет еще не более одного корня. С другой стороны, из общего свойства (5.8) следует, что второй корень ε' уравнения (5.24) на интервале (0,1) с необходимостью существует. 
Кроме того, функция (5.23) положительна при ε = 1. Действительно, подстановка ε = 1 в (5.23) показывает, что ее знак совпадает со знаком ее числителя 

w(λ) = (λ–1)2 – λln2(λ).
Функция w(λ) положительна при всех λ > 0, λ ( 1, и лишь w(1) = 0. Действительно, имеет место разложение на множители 

w(λ) = λ(λ1/2–λ–1/2–ln(λ)) (λ1/2–λ–1/2+ln(λ)). 
Легко проверяется, что при λ > 1 производная первой скобки справа по λ1/2 положительна, что и влечет положительность w(λ). Случай λ < 1 сводится к предыдущему заменой λ(1/λ. Стало быть, функция (5.23) при λ ( 1 положительна всюду при ε > ε'. Поэтому она отрицательна при ε > ε', и, значит, семейство (n(ε;λ) принадлежит классу C. 
Для проведения окончательных расчетов вновь, как и в предыдущем разделе, следует задаться, например, функцией (5.3) и рассчитать A(λ) и r(λ), воспользовавшись формулами (5.2) и (5.7). Получить здесь аналитические выражения для этих характеристик инвестиции не удается.

Для семейства (5.22) график ((n(ε, λ)/(λ (или разности ((n(ε;λ1,λ2)) качественно не отличается от графика рис. 2, равно как и графики R(λ), A(λ) и r(λ) от соответствующих графиков на рис. 3, и мы их здесь не приводим. 
Замечание. В качестве родственной альтернативы рассмотренному в данном разделе семейству можно предложить семейство функций (ν(( = (–(, +()) 
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Проведенный в данном разделе анализ полностью применим и к нему, при этом параметр ν трансформируется в привычный параметр λ > 0 заменой ν ( λ–1/λ. Все графики для этого семейства аналогичны графикам для семейства (5.18) и здесь также не приводятся.
2.3. Комбинации двух степенных функций 

Рассмотрим семейство ф.р.п. инвестора вида
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 LISTNUM maket \l 4 
Нетрудно видеть, что функции этого семейства при λ < 1 связаны с его же функциями при λ > 1 правилом (5.17).
Хотя формально можно считать m > 1, имеет смысл в качестве m выбирать достаточно большой (по сравнению с 1) показатель степени (порядка 10), чтобы вариацией λ можно было охватить широкий спектр рисковых предпочтений. Графическое представление функций семейства напоминает уже рассмотренные выше и потому опускается. Имеет место 
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Очевидно, R(λ) непрерывна, и R(1) = 0.5. Нормированная ф.р.п. представима в виде
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Одновременное использование обоих выражений справа при λ = 1 допустимо, поскольку они при этом значении λ совпадают и равны 2; это лишь подчеркивает непрерывность функций семейства по λ. Образуем производную 
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При λ = 1 эта производная претерпевает разрыв, но существуют ее односторонние пределы (слева и справа соответственно):
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и они получаются при подстановке λ = 1 в верхнее и нижнее выражения формулы (5.26). 

При λ > 1 производная (5.26) принимает нулевые значения лишь при ε = 0 и в точке 
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не зависящей от λ > 1. 
При λ < 1 одним нулем производной (5.26) также с очевидностью является ε = 0. Верно и то, что второй нуль, если он существует на интервале (0,1), не зависит от λ. Но найти его аналитически при произвольном m не удается. Однако сам факт наличия, тем не менее, верен. 
Действительно, производная (5.26) при λ < 1 как функция от ε представляется при ε ( 0 разностью линейной и выпуклой вверх функций, которые могут пересекаться не более чем в двух точках. Значит на интервале (0,1) может быть не более одного корня производной. С другой стороны, из (5.8) сразу вытекает, что площади между кривой производной и осью абсцисс в зонах отрицательных и положительных значений совпадают. Следовательно, ее корень на интервале (0,1) при λ < 1 непременно существует. 

Несложный анализ представления производной (5.26) также показывает, что при всех λ она (хотя и претерпевает разрыв в точке λ = 1) принимает отрицательные значения при ε((0, ε') и положительные – при ε((ε', 1]. Это доказывает, что для всех пар (λ1, λ2), λ1 < λ2, выполняется свойство монотонности семейства функций по λ. При λ1 < λ2 < 1 и 1 < λ1 < λ2 это следует из равенства 
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а при λ1 < 1 < λ2 – из равенства 
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Таким образом, мы получаем, что для рассматриваемого семейства функций выполняется свойство С. 
Для проведения окончательных расчетов и в целях иллюстрации корректности семейства вновь задаемся, например, функцией (5.3) и рассчитываем A(λ) и r(λ), воспользовавшись формулами (5.2) и (5.7). И здесь мы обходимся без аналитических выражений для этих характеристик инвестиции.

Для семейства (5.25) график ((n(ε, λ)/(λ (или разности ((n(ε;λ1,λ2)) качественно не отличается от графика на рис. 2, как и графики R(λ), A(λ) и r(λ) от соответствующих графиков на рис. 3, и мы их здесь не приводим. Для иллюстрации достаточно выбрать, например, μ = 3. Стоит лишь отметить, что функции A(λ) и r(λ) по понятным причинам могут претерпевать излом при λ = 1.

Замечание. В качестве родственной альтернативы семейству (5.25) можно рассмотреть семейство, функции которого при λ < 1 строятся по иному правилу: 


[image: image73.wmf](

)

(

)

(

)

1

2

1

1

2

1,1,1,

;

11,1,1.

m

m

m

m

ì

le+-le>l<

ï

fel=

í

el+-le>l³

ï

î


2.4. Дуги обобщенных окружностей 
Рассмотрим семейство ф.р.п. инвестора вида 
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Графики этих функций также напоминают ранее рассмотренные и здесь не приводятся. Кривые этого семейства мы называем дугами обобщенных окружностей, так как они удовлетворяют уравнению (1 – ((ε;λ))λ + ελ = 1 (при λ = 2 получаем уравнение обычной окружности с центром в (0,1)).

Особенность кривых данного семейства состоит в том, что они при ε = 1 ведут себя более круто по сравнению, например, с кривыми семейства (5.18). При λ > 1 их производные по ε при ε = 1 бесконечны, что позволяет использовать такие семейства весьма расположенным к риску инвесторам. 

Полное аналитическое исследование в данном случае не проводилось, тем не менее мы относим это семейство к классу C. В подтверждение такого решения говорит то, что в окрестности ε = 0 справедливы асимптотические представления (n(ε, λ) ( ελ/λ и (2(n(ε, λ)/((λ(ε) ( ελ–1/ln(ε) < 0, в частности, 
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,   λ > 1. 
Это неравенство означает выполнимость необходимого условия принадлежности семейства классу C. О корректности семейства свидетельствуют и многочисленные вычислительные эксперименты. Заинтересованный читатель может попытаться завершить исследование самостоятельно. 
2.5. Неограниченные степенные функции 

В заключение раздела рассмотрим имеющее в большей мере теоретическое значение (в определенном смысле родственное (5.18)) семейство неограниченных при ε = 1 ф.р.п. вида 
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При этом для удобства записи и выкладок мы вводим для ф.р.п. параметр ν, заданный на интервале (0, 1). Для унификации постановки проблемы и сведения ее к прежнему формату достаточно, например, провести замену λ = ν/(1–ν), λ > 0. 
На рис. 4 представлены графики функций семейства. 
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Рис. 4. Функции семейства (5.27) при ν = 0, 0.2, 0.4
(снизу вверх)

При использовании упомянутой замены функциям на этом рисунке соответствуют значения λ = 0, 0.25, 0.66667. 
В связи с неограниченностью функций семейства провести их предварительное нормирование для уравнивания значений этих функций при ε = 1 невозможно. Однако возможно и оправдано проведение нормирования по среднему доходу. Имеем 
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Поэтому 
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 LISTNUM maket \l 4 
Знак этой производной совпадает со знаком второго множителя в числителе u(ε) = –1+(1–ε)ν–(1–ν)νln(1–ε). Несложный анализ показывает, что на интервале (0, 1) существует один и только один нуль числителя. Действительно, u'(ε) = –ν(1–ε)ν–1+(1–ν)ν/(1–ε). Поэтому u'(0) = –ν2 < 0, кроме того, u(0) = 0, из чего следует отрицательность функции (5.28) в окрестности точки ε = 0. 

Мы также получаем, что единственный корень производной ε' = 1–(1–ν)1/ν ( (0, 1). Других корней функция u'(ε) на этом интервале не имеет. На интервале (0, ε') функция u(ε) убывает, а на интервале (ε', 1) – возрастает. Стало быть, функция u(ε) может иметь только один нуль (помимо ε = 0) на интервале (ε', 1). 
С другой стороны, наличие такого корня с необходимостью следует из выполнения равенства (5.8). Отсюда следует принадлежность семейства (5.27) классу C. Графики, аналогичные графикам на рис. 2 и 3 мы для данного семейства не приводим.
Замечание. Родственной альтернативой семейству (5.27) является семейство 
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которое в качественном отношении почти повторяет семейство (5.27), но в отличие от последнего в явном виде содержит ф.р.п. инвестора, абсолютно не приемлющего риск (при ν = 0). 
3. Примеры некорректных семейств
В данном разделе рассматриваются семейства ф.р.п. инвестора, не являющиеся корректными, во всяком случае, при определенных условиях. В разд. 3.1 приводится основной пример некорректного семейства. Оно снабжается дополнительным параметром a, изменяющим (при a > 0) поведение ф.р.п. ((ε;λ) в окрестности ε = 0 по сравнению с семейством (5.25), вследствие чего оно теряет свойство корректности.

В разд. 3.2 рассматриваются примеры, в которых аналитическое представление этого семейства усложняется в результате замены параметра a параметрическими функциями от λ. 
3.1. Степенные функции с положительным трендом
Рассмотрим семейство ф.р.п., при λ ( 1 имеющее вид
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а при λ < 1 образовано по правилу (5.17). При выборе семейства параметр a фиксируется. При a = 0 это семейство совпадает с семейством из класса C, изученным нами в разд. 2. При значениях a вблизи единицы семейство становится неинтересным, так как все функции близки к линейной. Интерес представляют лишь небольшие значения параметра a. Подчеркнем, что семейства рассматриваются только по параметру λ, а значение параметра a для семейства едино. 
Несмотря на кажущееся сходство рассматриваемого здесь семейства с семейством (5.25), его свойства качественно иные. Интерес к изучению семейства такого типа состоит в изменении поведения его функций в окрестности ε = 0 по сравнению с семейством (5.25). Речь идет о положительности производной ((n(ε;λ)/(ε при ε = 0 для любого a > 0. Как оказывается, именно такое поведение оказывается существенным при определении принадлежности семейства классу C или W. 

На рис. 5 представлены три кривых этого семейства при λ ( 1. 

Проведем анализ, логика которого стала для нас уже привычной. Для среднего дохода имеем 
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поэтому нормированная ф.р.п. 
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Рис. 5. Функции семейства (5.29) с параметром a = 0.2 при λ = 1.0, 3.0, 10.0 (сверху вниз)
Поведение ее первой частной производной по λ в окрестности ε = 0 определяем дифференцированием по λ и ε:
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При λ > 1 формула допускает подстановку ε = 0: 
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Мы получаем, что при λ > 1 и a((0,1) в некоторой окрестности ε = 0 функция ((n(ε;λ)/(λ положительна и потому выполняется достаточное условие принадлежности семейства функций классу W. На рис. 6 представлен график функции (n(ε;λ) из этого семейства, демонстрирующий ее свойства. 
Для проведения окончательных расчетов с целью демонстрации и подтверждения этих свойств семейства и, в частности, определения инвестиционной суммы A(λ) необходимо задаться функцией γ(ε). Используя для нее формулу (5.3), находим 



[image: image88.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

1

0

1

;1

2

11

aa

Ad

m-

l

-

l=mfel-ee=+

m

+lm-

ò

.
[image: image89.wmf]0.2

0.4

0.6

0.8

1

-

0.025

0.025

0.05

0.075

0.1

0.125


Рис. 6. График функции ((n(ε;λ)/(λ  с  a = 0.3  при λ = 5.0
На рис. 7 для семейства (5.29) с параметром a = 0.3 представлены графики функций R(λ), A(λ) и r(λ), при этом μ = 2.0. Очевидно наличие участка монотонного убывания доходности при увеличении λ, что свидетельствует о принадлежности семейства классу W.
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Рис. 7. Графики функций R(λ) (штриховая верхняя линия), A(λ) при μ = 2 (штриховая нижняя линия) и r(λ) (сплошная линия)
3.2. Степенные функции с зависящим от λ трендом
Здесь рассматриваются примеры, в которых аналитическое представление этого семейства усложняется в результате замены параметра a убывающими параметрическими функциями от λ. 
3.2.1. Обратная логарифмическая зависимость a от λ
Рассмотрим семейство ф.р.п. инвестора 
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При λ < 1 для построения функций ((ε;λ) здесь можно использовать, например, правило (5.17).

Эти семейства получаются из (5.29), если параметр a заменить выражением α/ln(k+mλ), являющимся уже функцией от λ. Параметры α, k и m для семейства фиксированы. Графики функций этих семейств при λ ( 1 качественно не отличаются от графиков рис. 5 и здесь не приводятся. 
Для этого семейства формулы (5.30) и (5.31) сохраняют силу, если заменить в них нужным образом параметр a. Неравенство (5.33) на основе формулы (5.32) в результате образования смешанной производной ((ε;λ) по ε и λ при ε = 0 приобретает вид 


[image: image92.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

41ln

;

12ln

0

0

n

mkmkmkm

kmkm

a+a++al-+l+l

¶fel

¶l¶e

+lal-++l

e=

=->

.
Оно эквивалентно неравенству 
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Очевидно, что при любых α((0,1), m > 0, k+m > e и при всех λ, начиная с некоторого уровня λcr(α, k, m) > 1, достаточное условие выполняется. Таким образом, при любых изначально принятых значениях параметров α, m и k семейство (5.34) принадлежит классу W. 
График производной по λ функции (n(ε;λ) для семейства (5.34), например, с параметрами α = 0.2, d = 3, n = 4 при λ = 5.0 качественно повторяет график рис. 6. Аналогично графики функций R(λ), A(λ) и r(λ) при тех же значениях параметров α, d, n качественно повторяют графики рис. 7. 
3.2.2. Обратная степенная зависимость a от λ
Рассмотрим семейство ф.р.п. инвестора 
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Это семейство получается из (5.29) заменой параметра a выражением α(d + λ)–n. Для него имеет место 
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Знак этой производной определяется знаком функции 


[image: image97.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

1

n

hddn

-

l=+l+l-+l-a

. 
Если при некоторых значениях параметров d и n существует такое значение λ > 1, что h(λ) > 0, то выполняется достаточное условие принадлежности классу W и семейство при этих значениях параметров d и n оказывается некорректным. Легко проверяется, что 
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Это значит, что при n < 1 функция h(λ) монотонно возрастает и производная (5.36) всегда при достаточно больших λ положительна, что означает принадлежность классу W. При n > 1 функция h(λ) монотонно убывает, и семейство будет принадлежать классу W, если h(1) = (d + 1)n–1(d + 1 – 2n) – α > 0. При n = 1 работает это же условие, которое теперь превращается в неравенство h(1) = d – 1 – α > 0. 
Формально достаточное условие принадлежности семейства классу W можно записать эквивалентно логическим высказыванием 



[image: image99.wmf]{

}

{

}

(

)

(

)

{

}

{

}

1

011112

n

nnddn

-

<<È³Ç++->a

.
 LISTNUM maket \l 4 
Таким образом, очевидно, что при любых значениях параметров α((0,1), d и n, удовлетворяющих условию (5.37), и при всех λ, начиная с некоторого уровня λcr(α, k, m) > 1, достаточное условие выполняется. Значит, при таких значениях параметров α, d и n семейство (5.35) будет принадлежать классу W. 

График производной по λ функции ((ε;λ) из семейства (5.35), например, с параметрами α = 0.2, d = 3, n = 4 при λ = 5.0 качественно повторяет график рис. 6. Аналогично графики функций R(λ), A(λ) и r(λ) при α = 0.2, d = 3, n = 4 качественно повторяют графики рис. 7. 
3.2.3. Обратная экспоненциальная зависимость a от λ
Наконец, рассмотрим семейство 
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полученное из (5.29) заменой параметра a выражением αe–λ. Читатель может заметить, что мы последовательно повышаем скорость убывания коэффициента a с ростом λ, что должно скомпенсировать положительность наклона функций ((ε;λ) по ε при ε = 0. 
Для семейства (5.38) при всех α и λ имеет место 
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Это неравенство, в отличие от аналогичных неравенств разд. 3.2.1 и 3.2.2, уже противоречит достаточности условия принадлежности семейства классу W. Однако отсюда не следует и корректность семейства. Такое неравенство может служить лишь необходимым условием принадлежности семейства классу C. 
Однако для окончательного установления атрибута корректности семейства требуется дополнительное исследование, которое мы оставляем читателю. Ограничимся лишь замечанием, что в результате многочисленных вычислительных экспериментов нами не было обнаружено проявлений некорректного поведения.
Таким образом, вообще говоря, повышение скорости сходимости при λ(( коэффициента при ε в формулах, представляющих семейства, приводит к превращению некорректного семейства в корректное. Мы можем говорить об этом лишь в предположительном ключе, поскольку этот факт, сформулирован нами не в строгих терминах, и, по сути, не доказан. 
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