
ГЛАВА 2. Теоретические основы
применения CC-VaR
В предыдущей главе мы обсуждали проблему целесообразности введения континуального обобщения стандартного критерия VaR, что в сравнении с существующими методами является принципиально иным подходом к представлению рисковых предпочтений инвестора, фактически формирующим желаемую для инвестора полную функцию распределения его инвестиционных доходов. Там же были рассмотрены некоторые задачи и намечены пути их формального решения. В данной главе мы подводим под эти обсуждения теоретические основы (см. также [13-15, 19]). 

Континуальный критерий VaR (CC-VaR) требует, чтобы строящийся из имеющихся на рынке инструментов оптимальный портфель инвестора порождал случайный доход q, удовлетворяющий неравенствам P{q ( ((ε)} ( 1–ε сразу для всех ε([0,1] (P{M} – вероятность множества M с точки зрения инвестора). Неотрицательная, монотонно возрастающая и непрерывная функция ((ε) задается инвестором и определяет его рисковые предпочтения.
 Типичным примером может служить функция ((ε) = ε(, ε([0,1]; чем больше параметр (, тем более инвестор готов рисковать ради увеличения средней доходности. 
1. Континуальный рынок δ-инструментов

Рассмотрим теоретический однопериодный рынок, в основе которого лежит некоторый базовый актив (например, акция). Таковым является, например, теоретический однопериодный рынок опционов – более упрощенный по сравнению с обычным рынком опционов по временным характеристикам. Рынок теоретический, так как страйки опционов могут быть любыми вещественными числами. Он также идеален: цены продавца и покупателя предполагаются равными, а комиссионные равны нулю. В применении к реальному рынку результаты могут рассматриваться как аппроксимация. Изложение данного раздела в некоторой части заимствует конструкции гл. 1, но здесь мы придерживаемся более строгого, "аксиоматического", подхода. 
В конце периода цена базового актива Χ является случайной величиной со значениями x(X, X – произвольный интервал на множестве вещественных чисел ( (или (+), при этом ее "истинная" плотность вероятности неизвестна (если о ней можно вообще говорить). Однако участник рынка, с точки зрения которого мы проводим анализ, строит для нее свой прогноз в виде функции плотности p(x), x(X. На рынке можно строить и торговать любыми инструментами, доход по которым представим в виде произвольной измеримой (платежной) функции g(x), x(X.
1.1. Инструменты континуального рынка
По аналогии с обобщенной δ-функцией из математического анализа для произвольного s(X вводится δ-инструмент, обозначаемый D(s). Платежная функция инструмента D(s) равна δ(x–s). Инструмент D(s) дает нулевой доход, если x ( s, и – бесконечный, если x = s, притом интеграл от платежной функции по всей прямой равен единице.
 
Будем считать, что стоимость δ-инструментов задается рынком, |D(s)| = c(s), s(X. (Через |S| обозначаем цену произвольного инструмента S.) Из инструментов D(s) может быть построен фактически любой портфель. Так, портфель G с произвольной измеримой платежной функцией g(x) может быть представлен в виде континуальной комбинации базисных инструментов D(s) с весами g(s): 
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а его цена на идеальном рынке рассчитывается по формуле
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Рынок, на котором свободно обращаются инструменты D(s) для всех s(X, называем δ-рынком. Его можно считать континуальным расширением обобщенной рулетки из гл. 1. Особый интерес представляют такие континуальные комбинации δ-инструментов, как индикаторы H{M} произвольного множества M ( X. Платежная функция инструмента H{M} совпадает с характеристической функцией множества M, т.е. она равна единице, если x(M, и нулю, если x(M. В частности, безрисковый инструмент единичного объема U является индикатором H{X}. Его платежная функция тождественно равна единице. Имеют место интегральные представления
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Цены этих инструментов получаются простой подстановкой в правые части соотношений вместо D(x) их цен c(x): 
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Второе соотношение вводит параметр r, имеющий смысл безрискового относительного дохода за период, а (r – 1) – безрисковой доходности. Без ущерба для общности выводов мы далее полагаем r = 1 (альтернатива – нормирование c(x)). Тогда интеграл от цены c(x) по всей прямой будет равен единице, и сама цена приобретает свойства плотности вероятности, порожденной рынком, и ее будем называть ценовой плотностью. Отметим, что первое из соотношений (2.2) фактически вводит ценовую меру C{(}. 
Методы построения оптимальных портфелей, которые мы предлагаем в дальнейшем, должны учитывать различие между двумя плотностями c(x) и p(x) (мерами C{(} и P{(}). В связи с этим особое значение приобретает функция относительных доходов 
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а также заимствованная из математической статистики (и адаптированная здесь к нашим объектам исследования и обозначениям) процедура Неймана-Пирсона (см., например, [18]), которая рассматривается в следующем разделе. 
1.2. Основные теоретические результаты

Процедура Неймана-Пирсона. Строится однопараметрическое семейство множеств {Z(τ), τ(0} по правилу: x(Z(τ) тогда и только тогда, когда ρ(x) ( τ. Вводится функция f(τ) = P{Z(τ)}. Семейство {Z(τ), τ(0} – неубывающее по τ, а потому и функция f(τ) – неубывающая. Кроме того, 0 ( f(τ) ( 1 и f(() = 1. Для ε ( [0,1] находится множество Xε из этого семейства такое, что P{Xε} = ε. Имеет место 
Лемма  LISTNUM лемма \l 5. (оптимальность процедуры Неймана-Пирсона). Пусть дополнительно функция f(τ) обладает свойствами: (a) f(τ)(1 при τ((; (b) f(τ) непрерывна и f(0) = 0; (c) f(τ) строго возрастает. Тогда для любого ε ( [0,1] множество Xε существует и единственно, а цена γ(ε) = C{Xε} максимальна по всем Y(X с P{Y} = ε. 
Доказательство (см. также, например, в [18]). Очевидно, существует и единственно такое τ(ε), что f(τ(ε)) = ε, т.е. τ(ε) = f←(ε). При этом множество Xε = Z(τ(ε)) имеет вероятность P{Xε} = ε. Рассмотрим произвольное другое множество Y с P{Y} = ε. Для доказательства леммы достаточно показать, что 
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Действительно, имеет место равенство
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Учитывая, что для x(Xε выполняется неравенство p(x) ≥ τc(x), устанавливаем справедливость цепочки соотношений 
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Прибавляя ко всем звеньям цепочки C{YXε}, получаем (2.3).    □
В описании процедуры Неймана-Пирсона и в лемме 1 вводятся две функции, играющие в дальнейшем изложении значительную роль: f(τ) = P{Z(τ)}, τ ≥ 0, и γ(ε) = C{Xε}, ε([0,1]. Первую будем называть вероятностной функцией (относительного дохода), вторую – (кумулятивной) ценовой функцией. Функция f(τ) фактически является функцией распределения относительного дохода, поскольку f(τ) = P{Z(τ)} = P{ρ(x) ( τ}.
Важное свойство функции γ(ε) устанавливает следующая
Лемма  LISTNUM лемма \l 5. Ценовая функция γ(ε) = C{Xε}, ε([0,1], вогнута. 

Доказательство. Как и в лемме 1, рассматривается неубывающая по ε система множеств Xε = Z(τ(ε)), ε([0,1], подчиняющихся условию P{Xε} = ε. Очевидно, что γ(ε) монотонно неубывающая функция, при этом γ(0) = 0, γ(1) = 1. Ее вогнутость будет установлена, если докажем, что для любого h>0 выполняется неравенство 



[image: image11.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

h

h

-

e

g

-

e

g

£

e

g

-

+

e

g

.
 LISTNUM maket \l 4 
Введем события 
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Очевидно, 
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Здесь левое неравенство следует из (2.5), а правое – из (2.6). Из полученного соотношения следует (2.4). Лемма доказана.    □ 

Для дальнейших целей имеет смысл обсудить, можно ли и как надлежит строить оптимальный портфель в случае нарушения предположений леммы 1. Поэтому предлагается
Дополнение к процедуре Неймана-Пирсона. 
Предположение (a) нарушается, если существует множество M с P{M} > 0 и C{M} = 0 (этот случай представляется экзотическим – едва ли рынок и инвестор могут сформировать подобную пару мер); на таком множестве относительный доход ρ(x) = (. Можно формально допустить использование таких доходов и тем самым расширить область применения процедуры Неймана-Пирсона. 
Пусть M – множество всех тех и только тех x(X, для которых c(x) = 0, p(x)>0. Тогда C{M} = 0 и Z(+(–0) = {x | ρ(x) < (} = M c (M c = X \ M), а Z(+() = {x | ρ(x) ( (} = X. Положим ε' = P{M c} и Xε' = Z(+(–0), тогда P{Xε'} = ε', f(+(–0) = P{Z(+(–0)} = ε', f(+() = 1. 
На интервале ε((ε',1) множества Xε с P{Xε} = ε канонической процедурой Неймана-Пирсона не определяются, однако их можно доопределить, например, из соображений удобства, лишь бы подсемейство множеств {Xε, ε((ε',1)}, X1 = X, было возрастающим. Для всех ε((ε',1) цена γ(ε) = C{Xε} = 1.    □
Предположение (b) нарушается, если f(τ) в некоторой точке τ претерпевает разрыв или, что то же, множество 
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имеет ненулевую меру P{(}. Этот случай возникает, когда на множестве положительной меры выдерживается пропорциональность плотностей: p(x) = τc(x) (такой случай также представляется экзотическим, но допустимым, так как меру P{(} задает инвестор). 

Пусть в некоторой точке τ функция f(τ) претерпевает скачок. Его величина p' = P{Z'(τ)} > 0, где Z'(τ) определяется соотношением (2.7), при этом f(τ) = P{Z(τ)}, а f(τ–0) = P{Z(τ–0)} = f(τ) – p'. Применение процедуры Неймана-Пирсона в данном случае дает связь τ с ε лишь в начале и конце скачка. Имеем 

Xε" = Z(τ),  P{Xε"} = ε",  Xε' = Z(τ–0),  P{Xε'} = ε',  Xε' ( Xε", ε'<ε". 

На интервале ε((ε',ε") множества Xε с P{Xε} = ε канонической процедурой Неймана-Пирсона не определены. Все элементы x(Z'(τ) дают одинаковые значения ρ(x), и потому возрастающее подсемейство множеств {Xε, ε((ε',ε")} можно строить произвольно, исходя, например, из соображений удобства. 
Нарушение предположения (b) в точке τ = 0 означает, что f(0) = P{Z'(0)} > 0, где Z'(0) = {x | ρ(x) = 0} определяется формулой (2.7), можно считать величиной скачка функции f(τ) при τ = 0.    □
Предположение (c) нарушается, если функция f(τ) оказывается постоянной на некотором отрезке [τ1, τ2]. Это происходит, когда P{ρ(x) ( [τ1, τ2]} = 0, притом 0 < P{ρ(x) ( τ1} < 1, т.е. когда функция ρ(x) претерпевает скачок и он не заполняется ее прочими участками. В этом случае, как следует из последующего изложения (см. теоре-му 4, приводимую ниже), функция f←(ε) имеет скачок, функция 
γ(ε) – излом, а ее производная – скачок.    □
На рис. 1 приводится график ценовой функции γ(ε), на котором отмечены все рассмотренные нарушения предположений (a), (b) и (c). Идеи, связанные с ними находят свое отражение также в примере 14 из разд.4.4 и, отчасти, в лемме 8 настоящей главы. 
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Рис. 1. Иллюстрация к нарушениям предположений леммы 1:
график функции γ(ε), ε([0,1].

Преобразование упорядочения ρ(x). Алгоритм построения оптимального портфеля в задачах с CC-VaR основан на идее упорядочения функции относительных доходов ρ(x) = p(x)/c(x), x(X, по возрастанию. Преобразование, реализующее такое упорядочение, обозначим T. Этот оператор отображает множество X с вероятностными мерами P{(} и C{(}, порожденными плотностями p(x) и c(x) соответственно, на множество [0,1]: T: X ( [0,1]. 

С помощью процедуры Неймана-Пирсона строится континуальная монотонно возрастающая по ε([0,1] вложенная система множеств Xε ( X такая, что TXε = [0,ε], и выполняются равенства 

P{Xε} = ε,    C{Xε} = γ(ε),    ε([0,1]. 
Преобразование T в предположениях леммы 1 однозначно, но не взаимооднозначно, и разным элементам множества X может соответствовать при преобразовании T один и тот же элемент множества [0,1], т.е. оператор T–1, вообще говоря, многозначный. Под T–1M понимается объединение прообразов всех точек множества M при преобразовании T. 

Таким образом, преобразование упорядочения T определяется некоторой (однозначной) функцией w(x), которую будем называть функцией упорядочения:
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И обратно, 
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(здесь подразумевается возможная многозначность оператора T–1 и функции w←(x)). 

1.3. Дополнительные теоретические результаты
Установим некоторые полезные свойства процедуры Неймана-Пирсона. Свойства операторов T и T–1 более детально проясняет 
Лемма  LISTNUM лемма \l 5. Для функции упорядочения w(x) и ценовой функции γ(ε) справедливы соотношения 
(i)  
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(ii) 
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Доказательство. Из процедуры Неймана-Пирсона следует, что функция w(x), определяемая соотношением (2.8), является суперпозицией двух функций – вероятностной функции f(τ) и функции относительных доходов ρ(x): 
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Нетрудно также видеть, что в соответствии со своим определением вероятностная функция f(τ) есть не что иное, как функция распределения относительного дохода ρ(Χ) для меры P{·}, где Χ – случайная будущая цена базового актива: 
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Учитывая (2.10), получаем
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откуда следует утверждение (i) леммы.
В свою очередь, в соответствии с определением ценовой функции имеет место 
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где аргумент τ связан с ε соотношением ε = f(τ), т.е. γ(ε) является суперпозицией функции распределения относительного дохода ρ(Χ), но для рыночной ценовой меры C{·}, и обратной к f(τ) функции:
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Тем самым утверждение (ii) и лемма в целом доказаны.    □
Прямым следствием утверждения (i) леммы 3 является 

Теорема  LISTNUM лемма \l 5. Случайная величина w(Χ) равномерно распределена на отрезке [0,1].
Доказательство. Из равенств (2.10) и (2.11) следует, что для случайной величины w(Χ) имеет место представление
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Поэтому, используя всего лишь определение функции распределения вместе с ее строгой монотонностью (в предположениях канонической процедуры Неймана-Пирсона), получаем для функции распределения w(Χ) для всех ε([0,1] цепочку равенств 
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Это и доказывает теорему.    □

Важность этой теоремы для наших целей подчеркивается следующим очевидным утверждением. 
Теорема  LISTNUM лемма \l 5. Для случайной величины q = g(Χ) = ((w(Χ)), где ((ε), ε([0,1], – произвольная строго монотонно возрастающая и непрерывная функция, справедливы соотношения:
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(ii) 
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Доказательство. Из условий теоремы вытекает существование функции (←(z), z([((0), ((1)). Для z([((0), ((1)) имеем
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что доказывает утверждение (i) теоремы. Для доказательства утверждения (ii) в предположениях канонической процедуры Неймана-Пирсона достаточно воспользоваться цепочкой равенств
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Здесь последнее равенство следует из теоремы 4. Теорема полностью доказана.    □

Устанавливая четкую взаимосвязь функции распределения доходов инвестора с его ф.р.п., теорема 5 позволяет инвестору выбором ф.р.п. формировать по своему желанию распределение своих инвестиционных доходов. Непосредственным следствием утверждения (ii) теоремы 5 является 

Лемма  LISTNUM лемма \l 5. Доходы q от портфеля 
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для всех ε([0,1] удовлетворяют равенствам 
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Результат можно проинтерпретировать так, что портфель (2.12) обеспечивает адекватное (см. замечания 2 в конце гл. 1) отражение интересов инвестора, рисковые предпочтения которого описываются однородной ф.р.п. b((ε), где b – коэффициент масштабирования. 
Утверждение леммы 2 о вогнутости функции γ(ε), ε([0,1], уточняет следующая 
Теорема  LISTNUM лемма \l 5. (основное свойство функции γ(ε)). В точках непрерывности функции f←(ε) справедливо соотношение. 
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Доказательство. Имеет место соотношение 
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Рассмотрим множество 
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Справедливы формулы: 
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а также 
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Разделим первую разность на вторую: 
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Переходя в этом равенстве к пределу при h(0, слева получаем производную γ'(ε). Правая часть из определения (2.14) множества D оценивается следующим образом:
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Вспоминая, что τε ≡ f←(ε), из непрерывности функции f←(ε) получаем соотношение 
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Из двух последних формул вытекает утверждение теоремы.    □
В заключение приведем утверждение, относящееся к случаям нарушения основных предположений процедуры Неймана-Пирсона, рассмотренным в данной главе выше в дополнении к процедуре, и полностью вытекающее из этого рассмотрения. Оно может оказаться полезным при рассмотрении некоторых крайних случаев, а также при адаптации результатов к дискретному случаю. 
Лемма  LISTNUM лемма \l 5. Пусть c' = C{c(x)>0, p(x)=0}, p' = P{c(x)=0, p(x)>0}. Тогда ценовая функция γ(ε): 
(i)   имеет скачок в нуле величины c', 
(ii)  принимает постоянное значение, равное единице, на отрезке [1–p', 1] длины p', 
(iii) строго возрастает и вогнута на интервале (0, 1–p'), 
(iv) имеет излом, а ее производная – скачок, если функция f←(ε) имеет скачок (а f(τ) – участок постоянства).    □
Утверждения леммы 8 отчасти проиллюстрированы на рис. 1. Фактически, это – наиболее общий случай функции γ(ε), реализуемой для произвольных двух плотностей p(x) и c(x), когда не выполняются предположения (a), (b) и (c) канонической процедуры Неймана-Пирсона.
2. Задачи с дискретным критерием VaR
В предыдущем разделе мы достаточно подробно изучили свойства процедуры Неймана-Пирсона. При определении оптимального по CC-VaR портфеля она действительно весьма важна. Однако ее нужно погрузить в контекст возможных задач, постановки которых связаны с содержательными формулировками. Следует обратить внимание на то, что в этих постановках CC-VaR не является единственным критерием. Но мы пытаемся решения оптимизационных задач для них сводить к применению CC-VaR. 
Этой проблеме посвящен данный раздел. В нем последовательно рассматривается ряд задач, в которых мы будем определять место, занимаемое CC-VaR, и то, как следует трансформировать исходную задачу, чтобы свести ее решение к применению канонического алгоритма. Образцы такого применения приводятся при решении типовых задач в разд. 4 настоящей главы. 
Напомним основные обозначения, применяемые в данном разделе. Под q понимается случайный доход, r – случайный относительный доход, y – случайная доходность, P{(} – прогнозная вероятностная мера, E – символ математического ожидания, C{(} – рыночная ценовая мера, ((ε) (и ее некоторые параметрические модификации) – неотрицательная, монотонно возрастающая функция рисковых предпочтений (ф.р.п.) инвестора, γ(ε) – ценовая функция, w(x) – функция упорядочения. 
Поскольку в задачах с CC-VaR искомый портфель, как правило, строится не единственным способом, дополнительно к неравенствам CC-VaR требуется максимизация Er, где r = q/S, S – инвестиционная сумма, что при фиксации S эквивалентно максимизации Eq. Решение задач основывается на представлении (2.1).
2.1. Канонический критерий VaR
Обычно при использовании канонического (одноступенчатого) критерия VaR (OC-VaR) имеется в виду следующая задача (хотя возможны и ее вариации).
Задача DO (дискретная одноступенчатая). Задана инвестиционная сумма S (> 0) и критический уровень желаемого (абсолютного) дохода (>0 для фиксированной вероятности ε([0,1). Ищется портфель, доставляющий max Eq при условии P{q ( (} ( 1–(. 
Решение дает портфель 
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где A = (1–γ)( – сумма, инвестируемая в инструмент H{X} в количестве ( единиц, γ = C{X}, X = argmax Y(X P{Y}=ε C{Y}, а остаток S – A инвестируется в D(x*) по цене c(x*), x* = argmax x(X ρ(x). Первую компоненту портфеля назовем регулярной, вторую – сингулярной. Средний доход от регулярной компоненты портфеля R = (1–ε)(, от сингулярной – Rs = (S – A)p(x*)/c(x*) = (S – A)ρ(x*).

Если S < A, решения не существует. 
Множество X определяется в результате процедуры Неймана-Пирсона. Лемма 1 обеспечивает оптимальность этого множества: максимум среднего дохода достигается, когда максимальна величина S (или минимальна сумма A) и, значит, максимальна γ.    □
Поскольку в реальных задачах в качестве ε выбирается небольшая вероятность (5-10%), а ( – величина меньше инвестиции, очевидно, этот портфель на нашем идеальном рынке порождает с большой вероятностью убыток и лишь с малой вероятностью может принести большой доход. Такой результат едва ли может устроить инвестора, хотя на реальных рынках этот эффект смягчается малыми в сравнении с теоретическим рынком возможностями. 
2.2. Многоступенчатый критерий VaR
Применение CC-VaR должно существенно изменить свойства решения, поскольку в таком случае переход от низких доходов к высоким будет происходить плавно. При этом находится не одно множество X, отвечающее фиксированному вероятностному уровню, а континуальная система множеств {Xε, ε([0,1]}, и оптимальный портфель видоизменяется. Но прежде обратимся к задаче с многоступенчатым вариантом критерия VaR (MC-VaR).
Рассматривается задача, в которой число ступеней критерия VaR равно n > 1. Используется обозначение I = {1,2,…, n}. Для удобства принимается также, что ε0 = 0, εn+1 = 1, γ0 = 0, γn+1 = 1, (0 = 0, X0 = (, Xn+1 = X.
Задача DM (дискретная многоступенчатая). Задана инвестиционная сумма S (> 0) и по n фиксированных уровней вероятности εi ([0,1), εi–1 < εi, и дохода (i ( 0, (i–1 < (i, i(I. Ищется портфель, доставляющий max Eq при условии P{q ( (i} ( 1–(i, i(I. 
Решение дает портфель 
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Здесь A – стоимость (инвестиционная сумма) регулярной компоненты портфеля, при этом 
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 LISTNUM maket \l 4 
где γi = C{Xi}, множества Xi = argmax Y(X, P{Y}=ε(i) C{Y}, i(I, находятся из процедуры Неймана-Пирсона, S – A – сумма, направляемая на приобретение инструмента D(x*) по цене c(x*), образующего сингулярную компоненту портфеля, x* = argmax x(X ρ(x). Средний доход от регулярной компоненты портфеля R = ∑ i(I (i (εi+1–εi), от сингуляр-ной – Rs = (S – A) ρ(x*). 
Очевидно, это решение применимо к случаю, когда S > A. Если S < A, решения не существует.    □
Введем еще обозначение Xi' = Xi+1\Xi, i(I. Тогда доход и инвестиционную сумму для регулярной компоненты портфеля можно представить иначе: 


[image: image49.wmf]{

}

ii

iI

RX

Î

¢

=f

å

P

,     
[image: image50.wmf]{

}

ii

iI

AX

Î

¢

=f

å

C

.
Вообще говоря, из оптимальности каждого значения γi, i(I, по отдельности минимальность суммы A непосредственно не вытекает. Тем не менее она имеет место. Справедлива следующая 
Теорема  LISTNUM лемма \l 5. Семейство X = {Xi, i(I} в задаче DM доставляет минимум сумме A (соотношение (2.15). 

Доказательство. Пусть Y = {Yi, i(I} – произвольное иное семейство, такое что P{Yi} = P{Xi} = εi, i(I. Положим (i = C(Yi), i(I, (n+1 = 1. В силу леммы 1 справедливы неравенства (i ( (i, i(I. 
Представим инвестиционную сумму A, по-иному группируя слагаемые. Имеем 
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Аналогичное равенство справедливо для инвестиционной суммы AY семейства Y: 


[image: image52.wmf](

)

(

)

11111

\{1}

Yiiinniii

iIiI

A

++-

ÎÎ

=fc-c=fc-fc+f-fc

åå

.

В силу монотонного возрастания последовательности (i, i(I, сравнение A и AY дает (для удобства записи принимается (0 = 0): 
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Полученное неравенство доказывает теорему.    □
Можно было бы уточнить постановки задач DO и DM, допуская снижение требований по выполнению неравенств критерия VaR настолько, чтобы эти задачи всегда имели решение. Однако для рассмотренных здесь задач с дискретным критерием VaR мы этого делать не будем. Подобные уточнения реализуются далее для задач с континуальным критерием VaR.
3. Возможные постановки задач для CC-VaR
Задачи для CC-VaR можно ставить по-разному. Обычно задается инвестиционная сумма S, однако в однородных по масштабу задачах ее можно вообще не задавать. Функция рисковых предпочтений ((ε) может быть задана однозначно, но допустимо (а иногда и оправдано) рассматривать параметрическое семейство ((b;ε). Вместо функции ((ε), которая означает ограничение на доходы, можно задавать функции, ограничивающие относительные доходы или доходности. Здесь последовательно рассматриваются разные постановки и анализируются взаимосвязи между ними.
Вводятся инвестиционные характеристики 
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 LISTNUM maket \l 4 
имеющие смысл среднего дохода и инвестиционной суммы соответственно. Во всех задачах они играют важную роль – либо решающую, либо вспомогательную и промежуточную. В некоторых задачах мы расширяем ф.р.п. ((ε) до семейства функций ((b;ε), и тогда характеристики R и A становятся зависящими от b: R(b) и A(b) соответственно. 
В последующих континуальных задачах нам потребуется обобщение теоремы 9 на случай континуального использования процедуры Неймана-Пирсона. Имеет место 

Теорема  LISTNUM лемма \l 5. Построенное в соответствии с процедурой Неймана-Пирсона семейство X = {Xε, (([0,1]} доставляет минимум инвестиционной сумме A, определяемой формулой (2.16). 
Доказательство. Пусть Y = {Yε, (([0,1]} – произвольное иное континуальное семейство, такое что P{Yε} = P{Xε} = ε для всех ε([0,1]. Будем считать, что ((ε) = C(Yε) – функция с ограниченной вариацией, кроме того, ((0) = 0, ((1) = 1. По лемме 1 для всех (([0,1] справедливо неравенство ((() ( (((). 
Обозначая через AY инвестиционную сумму для Y, сравним A и AY. Из второго равенства в (2.16) интегрированием по частям последовательно получаем 
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что и доказывает теорему.    □
Задача C (континуальная; наиболее естественная, но с возможностью наличия сингулярной компоненты в оптимальном портфеле или неполного выдерживания ограничений CC-VaR). Задана инвестиционная сумма S. Требуется найти портфель, доставляющий max Eq при условии P{q ( ((()} ( 1–( для всех ε([0,1]. 

Отметим, что инвестор может задавать ф.р.п. (((), вообще говоря, с учетом величины S: чем больше S, тем больше уровень значений функции (((), хотя зависимость может быть и не прямо пропорциональная. Введем еще характеристики 
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Если S < A, то решение дает портфель 
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где ε' (<1) определяется из соотношения S = A'. Оптимальность здесь понимается так, что предлагаемый способ задания функции γ(ε) обеспечивает при заданном S максимальную степень выполнения неравенств критерия VaR (максимально возможное значение ε'). Это снова следует из свойства минимальности величины A'. В таких обстоятельствах средний относительный доход Er = R'/S максимален. 

Если S ( A, то оптимальным является портфель (ср. (2.17))


[image: image61.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

SA

cx

wxxdxx

*

-

=f+

ò

)

GDD

X

,   
[image: image62.wmf](

)

argmax

x

xx

*

Î

=r

X

. 
Оптимальность здесь уже понимается в обычном смысле: предлагаемый способ выбора γ(ε) должен обеспечивать при заданной сумме S максимум среднего дохода. Оптимальность является следствием теоремы 10 о минимальности A. Поскольку сумма S фиксирована, то максимален и средний относительный доход. В данном случае Er = R'/S, где R' = R + (S – A) ρ(x*).    □
Задача CH (однородная по масштабу). Задана инвестиционная сумма S. Функция рисковых предпочтения задается в форме b((ε), т.е. фактически рассматривается однородное семейство ф.р.п., b –коэффициент масштабирования. (В этом случае свойства инвестиции не зависят от масштаба рисковых предпочтений.) 

Требуется найти портфель, доставляющий max Eq, но при дополнительном ограничении на регулярность дохода. Поэтому инвестором параметр b изначально не задается, а подбирается из условия, чтобы P{q ( b((()} ( 1–( для всех (([0,1] и в оптимальном портфеле отсутствовала сингулярная компонента, т.е. проблема состоит в нахождении значения b* параметра b, при котором S = bA. 
Решение дает портфель 
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Оптимальность здесь обеспечивается свойством минимальности A, так как при этом параметр b* = S /A максимален.    □
Вариацией задачи CH служит следующая задача, в которой параметр b вообще изначально не вводится. 
Задача CB (базовая). Требуется найти портфель, доставляющий min S при условии, что P{q ( ((()} ( 1–( для всех ε([0,1]. 
Решение дает портфель 
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При этом S = A – минимальная инвестиционная сумма (в силу свойства минимальности A), а потому средний относительный доход Er = R/S и средняя доходность максимальны.    □
При фиксированном S оптимальное решение задачи CH получается использованием оптимального портфеля данной задачи CB в количестве S /A. И вообще, в теоретическом отношении задача CB является основной и служит сердцевиной любого исследования, связанного с CC-VaR. 
Задача CG (неоднородный аналог задачи CH). Фиксируется инвестиционная сумма S. Функция рисковых предпочтения задана в форме ((b;ε), т.е. фактически рассматривается семейство ф.р.п., при этом параметр b играет ту же, что и в задаче CH, роль, но в отличие от последней здесь b – нелинейный масштабный коэффициент. Однако общие свойства семейства по параметру b должны сохраняться: с ростом b характеристики R(b) и A(b) должны возрастать.
Требуется найти портфель, доставляющий max Eq, но при дополнительном ограничении на регулярность дохода. Задача с очевидностью трансформируется в следующую: найти значение b* параметра b, при котором P{q ( ((b;()} ( 1–( для всех (([0,1] и в оптимальном портфеле отсутствует сингулярная компонента. 
Решение дает портфель
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Здесь b* – корень уравнения S = A(b), т.е. b* = A←(S), а оптимальность обеспечивается свойством минимальности A(b) для любого b. Монотонность A(b) по b позволяет при поиске корня рассчитывать на эффективность метода итераций. Величина Er = R(b*)/ S – максимальный средний относительный доход.    □
Рассмотренные задачи связаны с заданием в той или иной форме функций рисковых предпочтений для дохода (типа ((b;ε)). Но можно также ставить и решать аналогичные задачи для относительного дохода. Для него функцию рисковых предпочтений обозначим ω(b;ε). Такие же задачи для доходности отдельно рассматривать нет смысла, так как доходность получается из относительного дохода вычитанием единицы, и вопрос о сводимости одних задач к другим решается очевидным образом. 
Однако столь же просто задачи с относительными доходами (в терминах ω(b;ε)) к задачам с (абсолютными) доходами (в терминах ((b;ε)) не сводятся. Это связано с тем, что относительный доход получается из абсолютного делением последнего на инвестиционную сумму S, связь которой с параметром b изначально неизвестна (за исключением задачи C, где параметр b вовсе отсутствует). Поэтому необходимы уточнения. 
Ограничимся рассмотрением аналогов вариантов задач CH и CG, в которых требуется, чтобы решение было бы регулярным, когда без параметра b обойтись не удается. В однородном случае ф.р.п. задается в форме bω(ε). 
Вводятся инвестиционные характеристики 
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В однородном случае аналогичные интегралы дают не зависящие от b характеристики Rω и Aω. 
Задача CHY (задача CH для относительного дохода). Фиксируется инвестиционная сумма S. Функция рисковых предпочтений задана в форме функции bω(ε) для относительного дохода r. Требуется найти портфель, доставляющий max Er при выполнении неравенств P{r ( bω(()} ( 1–( для всех ε([0,1] и лишенный сингулярной компоненты. 
Данная задача фактически не отличается от задачи CH и с очевидностью трансформируется в следующую: найти значение b* параметра b, при котором P{r ( ω(()} ( 1–( для всех ε([0,1] и в оптимальном портфеле отсутствует сингулярная компонента.
Решение дает портфель 
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т.е. b* = S /Aω, а оптимальность обеспечивается свойством минимальности Aω (непараметрическая версия (2.19)). (Можно использовать также идеи решения задачи CB, не вводя параметра b.)    □
Задача CGY (задача CG для относительного дохода). Фиксируется инвестиционная сумма S. Функция рисковых предпочтений задана в форме функции ω(b;ε) для относительного дохода r. Требуется найти портфель, доставляющий max Er при выполнении неравенств P{r ( ω(b;ε)} ( 1–( для всех ε([0,1], при этом в оптимальном портфеле не должна присутствовать сингулярная компонента. 
Решение аналогично задаче CG, и оптимальным должен быть портфель 
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где Aω(b) дается формулой (2.19). Существенное отличие состоит в том, что параметр b* определяется из условия Aω(b*) = 1, и потому 
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4. Типовые примеры применения CC-VaR
Описанный в предыдущих разделах алгоритм применения CC-VaR понятен по своей сути, но в общем случае он не конструктивен. Тем не менее на типовых примерах его можно реализовать и выявить особенности, и к этому мы переходим. Если не оговорено противное, в примерах данного раздела принимается X = [a, b), решается задача CB с ф.р.п. ((ε), ε ( [0,1], и решение дается в терминах платежной функции g(x) оптимального портфеля. Общий вид самого оптимального портфеля дается представлением (2.18). 
4.1. Монотонные функции ρ(x)
Пример 1.  p(x) ( 1/(b–a), x(X, т.е. Χ – равномерно распределенная случайная величина на X, c(x) строго убывает на X. Вводится функция u(ε) = a + ε(b–a) со значениями в X, так что на интервал [a, u(ε)) приходится вероятность ε: P{[a, u(ε))} = ε. Функция u(ε) играет роль оператора T–1, а u←(x) – оператора T; в данном случае оператор T–1 – однозначный. Тогда 
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Для функции упорядочения w(x) имеют место (2.8) и (2.9). В данном примере это значит, что w(x) = u←(x) = (x–a)/(b–a) и f←(ε) = ρ(u(ε)). Поэтому равенство для γ'(ε) соответствует свойству (2.13) (теорема 7). 
Остается вспомнить, что в задаче CB оптимальный портфель задается платежной функцией вида g(x) = ((w(x)), и потому 


[image: image72.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

gxuxxaba

¬

=f=f--

,     x(X. 

Пример 2.  p(x) ( 1/(b–a), x(X, c(x) строго возрастает на X. Решение задачи аналогично предыдущему примеру с очевидными изменениями. Вводится функция u(ε) = b – ε(b–a), так что на интервал [u(ε), b) приходится вероятность ε. Функция u(ε) играет роль оператора T–1, а u←(x) – оператора T; в данном случае оператор T–1 также однозначный. Имеем 


[image: image73.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

1.

b

u

cxdx

cuucubau

e

ge=

¢¢

ge=-ee=e-=re

ò


Для функции упорядочения w(x) имеют место (2.8) и (2.9). В данном примере это значит, что w(x) = u←(x) = (b–x)/(b–a) и f←(ε) = ρ(u(ε)). Последнее равенство для γ'(ε) подтверждает свойство (2.13) (теорема 7).
Оптимальный портфель определяется платежной функцией
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Пример 3.  c(x) ( 1/(b–a), x(X, p(x) строго возрастает на X. Вводится функция u(ε) равенством
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Дифференцируя его, получаем 
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Функция u(ε) играет роль оператора T–1, а u←(x) – оператора T; в данном случае оператор T–1 однозначный. Имеем также 
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В данном примере снова f←(ε) = ρ(u(ε)), что подтверждает свойство (2.13), также w(x) = u←(x), а обратная к u(ε) функция u←(x) вычисляется из (2.20): 
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Платежная функция оптимального портфеля 
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Пример 4.  c(x) ( 1/(b–a), x(X, p(x) строго убывает на X. Вводится функция u(ε) равенством 
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Дифференцируя его, получаем 
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Функция u(ε) играет роль оператора T–1, а u←(x) – оператора T; в данном случае оператор T–1 однозначный. Имеем также 
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В данном примере снова f←(ε) = ρ(u(ε)), что подтверждает свойство (2.13), также w(x) = u←(x), а обратная к u(ε) функция u←(x) вычисляется из (2.21):
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Платежная функция оптимального портфеля 
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Пример 5.  p(x) и c(x) – произвольные измеримые плотности на X, такие что ρ(x) строго возрастает на X. Решение дают соответствующие формулы примера 3. 

Пример 6.  p(x) и c(x) – произвольные измеримые плотности на X, такие что ρ(x) строго убывает на X. Решение дают соответствующие формулы примера 4. 
4.2. Унимодальные функции ρ(x)
Пример 7.  p(x) и c(x) – произвольные непрерывные и положительные функции плотности на X, такие что ρ(x) строго возрастает на интервале X1 = [a, m) и строго убывает на интервале X2 = (m, b), a < m < b, и ρ(a) = ρ(b). Вводятся функции u1(ε) и u2(ε) со значениями соответственно в X1 и X2 равенствами 
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Дифференцируя равенство (2.22) по ε, получаем еще соотношение 
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Имеем также
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Последнее соотношение с учетом формул (2.22)–(2.24) и определения функции ρ(x) снова сводится к равенству (2.13).
Функции u1(ε) и u2(ε) и обратные к ним – u1←(x) и u2←(x) соответственно – определяются следующим образом. 

Вводится параметр τ, пробегающий всю область значений функции ρ(x). Поскольку эта функция унимодальная, существуют две ветви обратной к ней функции ρ1←(τ) и ρ2←(τ) со значениями в X1 и X2 соответственно. Сначала находятся они, а затем для произвольного ε([0,1] соответствующее ему такое значение τ, чтобы выполнялось (2.22). 
Очевидно, u1(ε) = ρ1←(τ) и u2(ε) = ρ2←(τ). Подставляя эти представления в (2.22), получаем соотношение, из которого определяется τ = f←(ε). В результате находятся функции u1(ε) = ρ1←(f←(ε)) и u2(ε) = ρ2←(f←(ε)), а затем и обратные к ним – u1←(x) и u2←(x) соответственно. 

Функции u1(ε) и u2(ε) играют роль двух ветвей неоднозначного в данном случае оператора T–1. Склеивание функций u1←(x), x(X1, и u2←(x), x(X2, образует функцию упорядочения w(x) (и, стало быть, оператор T). В результате функция упорядочения и платежная функция оптимального портфеля соответственно равны 
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Пример 8.  p(x) и c(x) – произвольные непрерывные и положительные функции плотности на X, такие что ρ(x) строго убывает на интервале X1 = [a, m) и строго убывает на интервале X2 = (m, b), a < m < b, и ρ(a) = ρ(b). Вводятся функции u2(ε) и u2(ε) со значениями соответственно в X1 и X2 равенствами 
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Дифференцируя равенство (2.25) по ε, получаем соотношение 
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Имеем также
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Учитывая формулы (2.25)–(2.27) и определение функции ρ(x), а также принимая во внимание, что f←(ε) совпадает с обеими частями равенства (2.26), последнее соотношение сводим, как и в предыдущих примерах, к равенству (2.13).
Функции u1(ε) и u2(ε) и обратные к ним – u1←(x) и u2←(x) соответственно – определяются по аналогии с примером 7. Функция упорядочения и платежная функция оптимального портфеля соответственно равны
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Пример 9.  Функции p(x) и c(x) – произвольные непрерывные и положительные плотности на X, такие что ρ(x) – функция, которая строго возрастает на интервале X1 = [a, m) и строго убывает на интервале X2 = (m, b), a < m < b, однако в отличие от примера 7 теперь ρ(a) < ρ(b). Пусть ρ(a') = ρ(b), a'(X1, ε' = P{a<x<a'}. Вводятся функции u1(ε) и u2(ε) со значениями соответственно в X1 и X2 соотношениями: при 0 ≤ ε ≤ ε'
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при ε' < ε ≤ 1
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Из равенства (2.28) функция u1(ε) однозначно определяется на отрезке [0,ε'], а u2(ε) неопределенна. Для ε((ε',1] функции u1(ε) и u2(ε) определяются, как в примере 7. Дифференцируя равенство (2.29) по ε, получаем 
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Имеем также 
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Эти соотношения с учетом формул (2.29)–(2.31), определения функции ρ(x) и представления 


[image: image115.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

12

,0,

f

,1,

u

uu

¬

ì

¢

re£e£e

ï

e=

í

¢

re=ree<e£

ï

î


приводят, как и в предыдущих примерах, к равенству (2.13).
Функция упорядочения и платежная функция оптимального портфеля соответственно равны 


[image: image116.wmf](

)

(

)

,,1,2,

1,;

ii

uxxXi

wx

xm

¬

ì

Î=

ï

=

í

=

ï

î

      
[image: image117.wmf](

)

(

)

(

)

gxwx

=f

. 

Пример 10.  p(x) и c(x) – произвольные непрерывные и положительные функции плотности на X, такие что ρ(x) – функция, которая строго убывает на интервале X1 = [a, m) и строго возрастает на интервале X2 = (m, b), a < m < b, однако в отличие от примера 8 теперь ρ(a) > ρ(b). Пусть ρ(a') = ρ(b), a'(X1, ε' = P{a'<x<b}. Вводятся функции u1(ε) и u2(ε) со значениями соответственно в X1 и X2 соотношениями: при 0 ≤ ε ≤ ε'
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при ε' < ε ≤ 1
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Из равенства (2.34) функция u1(ε) однозначно определяется на отрезке [ε',1], а u2(ε) неопределенна. Для ε([0,ε'] функции u1(ε) и u2(ε) определяются, как в примере 8. Дифференцируя равенство (2.32) по ε, получаем 
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Имеем также при 0 ≤ ε ≤ ε'
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при ε' < ε ≤ 1
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Последнее равенство сводится к (2.13), если принять во внимание соотношения (2.32)–(2.35), определение функции ρ(x) и представление 
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Функция упорядочения и платежная функция оптимального портфеля соответственно равны 
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Примеры 11 и 12.  Они аналогичны примерам 9 и 10 соответственно с той лишь разницей, что "лишняя" ветвь функции ρ(x) (возрастающая в примере 11 и убывающая в примере 12) располагается в правой части отрезка [a, b). Их решение будет зеркальным отражением решений для примеров 9 и 10 соответственно. Проведение необходимых изменений в формулах оставляем читателю. 

4.3. Полимодальные функции ρ(x)
Примеры 7-12 основаны на идее разбиения множества X на участки монотонности функции ρ(x). Эта же идея позволяет распространить методику применения процедуры Неймана-Пирсона на довольно широкий класс задач, когда функции p(x) и c(x) порождают функцию относительных доходов ρ(x) с несколькими (не с одним, как в упомянутых примерах) локальными максимумами и минимумами. Трудности, которые могут при этом возникать, носят исключительно технический характер.

Пример 13.  Рассмотрим функцию ρ(x) на X с несколькими локальными экстремумами. Проведем на координатной плоскости через эти точки, а также крайние точки графика ρ(a) и ρ(b) прямые, параллельные оси абсцисс, в результате чего образуется не более n горизонтальных полос (если локальных экстремумов n – 1). Внутри каждой полосы функция ρ(x) представлена несколькими строго монотонными участками, занимающими по высоте всю полосу. Эти участки ограничены либо точками локальных экстремумов, либо точками пересечения графика проведенными прямыми. 

Подобная конструкция в иллюстративных целях представлена на рис. 1. Локальные экстремумы оказываются в точках x1, x3, точки x2, x4 образуются дополнительно в результате пересечения графика с прямой, проведенной через начало кривой (a, ρ(a)), а x5 – с прямой, проведенной через локальный максимум (x1, ρ(x1)). На каждом из последовательных участков, образованных точками a, x1, x2, x3, x4, x5 и b, функция ρ(x) строго монотонна, причем внутри каждой полосы участки убывания и возрастания функции ρ(x) чередуются. 
Возвращаясь к общей схеме, положим Xij = (yij, zij], где i(I – номер полосы, начиная снизу, а j(Ji – номер участка монотонности внутри i-й полосы. Введем также коэффициенты sij, j(Ji, i(I, правилом: sij = +1, если функция ρ(x) на интервале Xij возрастает, и sij = –1, если – убывает; точкой a(X дополним соседний с ней полуинтервал до отрезка. 
Для графика на рис. 1 имеем I = {1,2,3}, J1 = {1,2}, J2 = {1,2,3}, J3 = {1}, при этом y11 = x2, z11 = x3, s11 = –1; y12 = x3, z12 = x4, s12 = +1; y21 = a, z21 = x1, s21 = +1; y22 = x1, z22 = x2, s22 = –1; y23 = x4, z23 = x5, s23 = +1; y31 = x5, z31 = b, s31 = +1; точку a = y21 отнесем к полуинтервалу X21. 
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Рис. 1. Иллюстрация к примеру 13
Пусть 
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По аналогии с предыдущими примерами несложно убедиться, что при εi–1 ≤ ε ≤ εi,  i(I, справедливы соотношения 
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где 
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. В результате дифференцирования равенства (2.36) по ε получаем 
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Введем еще 
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Тогда при εi–1 ≤ ε ≤ εi,  i(I,
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Последнее соотношение с учетом (2.36)–(2.38) сводится, как и в предыдущих примерах, к равенству (2.13).
Функция упорядочения и платежная функция оптимального портфеля соответственно равны 
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Замечания.
1. Результаты во всех рассмотренных примерах, за исключением первых четырех, остаются в силе, если положить a = –(, b = (. 
2. Полученные решения остаются оптимальными при замене строгой монотонности функции ρ(x) нестрогой. Однако в таком случае эти решения перестают быть единственными, хотя и выделяются среди прочих решений простотой и удобством для восприятия. 
3. Итоговый пример 13 данного раздела допускает обобщение и на случай функции ρ(x) с конечным числом скачком. Для получения оптимального решения приведенный алгоритм достаточно дополнить проведением прямых, проходящих через начало и завершение каждого скачка параллельно оси абсцисс, и включением вновь образованных участков монотонности функции ρ(x) в анализ. 
4.4. Экзотическая функция ρ(x)
Рассмотрим последний пример работы, иллюстрирующий "дополнение к процедуре Неймана-Пирсона", рассмотренное в разд. 1.2 и имеющее дело с особыми случаями задания функций p(x) и c(x).
Пример 14.  X = [0,1); p(x) = 0, 1, 2 при x(X1= [0,⅓), X2= [⅓,⅔), X3= [⅔,1) соответственно, c(x) = 2, 1, 0 при x(X1, X2, X3 соответственно. Поэтому ρ(x) = 0, 1, ( при x(X1, X2, X3 соответственно. В этой функции содержится весь спектр экзотики, рассмотренной в
разд. 1.2: разрывность, постоянство и бесконечность функции ρ(x) на множествах ненулевой вероятностной меры. 
Нетрудно усмотреть, что оператор T переводит интервал X1 в одноэлементное множество U1= {0} с P{X1} = 0, C{X1} = ⅔, X2 – в интервал U2= (0,⅓), с P{X2} = ⅓, C{X2} = ⅓, и X3 – в интервал U3= [⅓,1) с P{X3} = ⅔, C{X3} = 0. При этом f←(ε) = 0, 1, ( при ε(U1, U2, U3 соответственно. 
Оператор T на множествах X2 и X3 в силу постоянства на них функции ρ(x) можно строить не единственным образом, но в данном случае проще всего определить его посредством монотонно возрастающих функций на множествах X2 и X3. Тогда оператор T становится однозначным, именно: 
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Обратный оператор T–1 при этом на множествах U2 и U3 определяется также монотонно возрастающими функциями: 

u1(0) = X1, ε(U1;  u2(ε) = ⅓+ε, ε(U2;  u3(ε) = ½+ε/2, ε(U3. 
В данном случае оператор T–1 однозначен для всех ε((0,1], и лишь точке ε=0 отвечает множество X1 положительной меры. 
Выбор оператора T в пределах областей постоянства функции ρ(x) не влияет на функцию γ(ε). Имеем 

γ(0+) = C{0} = ⅔;   γ(ε) = ⅔+ε, ε(U2;   γ(ε) = 1, ε(U3; 


γ'(0) = (;   γ'(ε) = 1, ε(U2;   γ'(ε) = 0, ε(U3. 

Здесь введение предела справа γ(0+) для функции γ(ε) в окрестности ε=0 позволяет нам использовать такую интерпретацию ее поведения, чтобы противоречия с принятым ранее для всех функций γ(ε) условием γ(0) = 0 не возникало. При таком допущении в результате простой проверки становится очевидным, что для всех ε([0,1] выполняется равенство (2.13). 
Наконец, в соответствии с представлением оптимального портфеля (2.18) для его платежной функции выполняется равенство g(x) = ((w(x)), и потому из (2.39) имеем 

g(x) = ((0), x(X1;   g(x) = ((x–⅓), x(X2;   g(x) =((⅓+2(x–⅔)), x(X3. 
5. Иллюстративные примеры с
численными расчетами
В данном разделе решаются две конкретные задачи на основе типовых примеров предыдущего раздела. Кроме того, если в предыдущем разделе во всех примерах приводились решения задачи CB, то здесь рассматриваются и иная задача CG, позволяющая шире взглянуть на проблему использования методологии CC-VaR.
В примерах для удобства принимается X = [–1, 1), функция ρ(x) является унимодальной, строго возрастает на M1 = [–1, m) и строго убывает на M2 = [m, 1), m ( (–1,1) – ее мода. В первом примере 
ρ(–1) = ρ(1), во втором –  ρ(–1) < ρ(1). 
5.1. Расчеты для типового примера #7
Рассматривается пример унимодальной функция ρ(x) с "ногами" равной длины. Пусть c(x) = ½, а 
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Очевидно, функции p(x) и c(x) действительно являются плотностями вероятности, а ρ(x) = p(x)/c(x) = 2p(x) – унимодальной функцией (как и p(x)), строго возрастает на M1 и строго убывает на M2, m = argmaxx ρ(x) – ее мода. Кроме того, ρ(–1) = ρ(1) = 0, ρ(m) = 2. Таким образом, функция относительных доходов ρ(x) имеет "ноги" равной длины, и потому для нее следует использовать схему решения примера 7 из разд. 4. Применим ее к нашему примеру. 

Сначала проведем параметризацию ρ(x) = τ = 2t, t([0,1], которая в нашем случае порождает две ветви обратной к ρ(x) функции: 
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Простые вычисления дают
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Теперь находится функция f(t), связывающая параметр t с вероятностным уровнем ε, и обратная к ней функция f←(ε). В данном примере оптимальные множества цен базового актива имеют вид
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Функция f(t) определяется из импликации 
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Следовательно, 


[image: image158.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

1

2

1

1

f,0,1

t

t

tpxdxpxdxt

¬

¬

r

-r

=+=eÎ

òò

. 

Интегрирование дает выражения
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и в результате имеем уравнение 
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После подстановки в него выражений (2.40) и (2.41) и упрощений получаем, что вне зависимости от значения параметра m 
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Обратный оператор упорядочения T–1 неоднозначный, его образуют две ветви – функции u1(ε) и u2(ε): 
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при этом, в свою очередь, обратные к ним функции 
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после склеивания вдоль оси x дают функцию упорядочения 
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образующую оператор упорядочения T. Окончательное представление оптимального портфеля 
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График типичной функции w(x) для значения m = –1/3 представлен на рис. 2.
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Рис. 2. График весовой функции w(x) при m = –1/3
Ценовая функция γ(ε) определяется суммой двух интегралов:
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Производная этой функции
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Рассмотрим два варианта задания ф.р.п.: (i) ((ε) = ελ/β, (ii) ((ε) = εβ/β. 
В первом варианте решается задача CH, в которой β играет роль параметра масштабирования, тогда как λ является параметром исключительно рисковых предпочтений инвестора, не зависящих от масштаба инвестиции. При этом задача решается без фиксации инвестиционной суммы, а все ресурсы направляются на ее минимизацию. 
Во втором варианте рассматривается общая неоднородная задача CG, в ней параметр β играет двоякую роль, совмещая в себе и масштаб инвестиции, и рисковые соображения инвестора: чем больше β, тем меньше инвестиционная сумма и тем большую склонность к риску он проявляет. Это значит, что в рассматриваемом примере склонность инвестора к риску растет при снижении масштаба инвестиции.
В первом варианте, как мы отмечали в разд. 3, речь идет фактически о задаче CB, и лишь для сравнения со вторым мы прибегли к унификации задания. В обоих вариантах параметр масштабирования β можно заменить любой монотонно возрастающей функцией β, но во втором варианте – только в знаменателе. 

В первом варианте, решая задачу CB с ((ε) = ελ, получаем:
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Теперь вариацией параметра β (т.е. переходя к задаче CH) подбирается такое его значение, чтобы инвестиционная сумма сравнялась с заданной величиной S. Поэтому β* = A/S. 

Во втором варианте решаем задачу CG: 
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Снова варьированием параметра β добиваемся того, чтобы инвестиционная сумма A(β) сравнялась с заданной суммой S. Из условия A(β) = S определяем 
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Как нетрудно усмотреть, корректность задачи для инвестора в такой задаче предполагает совмещение следующих условий:
•  область значений функции A(β) равна [0,∞);

•  A(β) – монотонная функция β;

•  уравнение A(β) = S имеет единственное решение для всякого S > 0 (следствие двух первых условий);

•  y(β) (r(β)) – монотонная функция β (необязательное, но желательное условие). 
Нетрудно проверить, что все эти условия в рассмотренном примере выполняются. 
5.2. Расчеты для типового примера #9
Пусть X = [–1, 1), p(x) = ½, c(x) = 1/(2 ρ(x)), где 
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Кроме того, для определенности примем m((0,1). При таком задании функция c(x) является плотностью вероятности, а ρ(x) – относительным доходом, при этом функция ρ(x) унимодальна, строго возрастает на M1 и строго убывает на M2, m = argmaxx ρ(x) – ее мода. Кроме того, ρ(–1) < ρ(1), причем ρ(–1) = a, ρ(m) = 3a, ρ(1) = 2a, а равенство ρ(x') = ρ(1) достигается также в точке x' = (m–1)/2 ((–1, m). 
Таким образом, функция относительных доходов ρ(x) имеет удлиненную левую "ногу", и потому для задачи используется схема решения примера 9 из разд. 4. Применим ее к нашим данным. 
Сначала для удобства вместо предусмотренной параметризации ρ(x) = τ проведем эквивалентную ей параметризацию ρ(x) = at, t([1,3], из которой в нашем примере находятся две обратные к ρ(x) функции от t: 
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Вычисления дают
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На следующем шаге находится связь параметра t с переменной ε, отвечающей за вероятностный уровень критерия, в форме функции t = f(ε) и обратной к ней. В данной задаче оптимальные множества цен базового актива имеют вид 
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Поэтому связь t с ε определяется из импликации
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Используя формулы (2.42) и (2.43), имеем для t([1,2) 
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для t([2,3] 
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Критическое значение параметра ε = ε', при котором происходит переход от единственной ветви оператора T–1 к двум, соответствует t = 2, при этом  ε' = (1+m)/4. Обратный оператор упорядочения T–1 неоднозначный, он состоит из пары ветвей {u1(ε), u2(ε)}: 
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Сам оператор T задается функцией упорядочения w(x), получаемой склеиванием двух функций, обратных к u1(() и u2((). Имеем
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График типичной функции w(x) для значения m = 1/2 представлен на рис. 3. 
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Рис 3. График функции w(x) при m = ½
Ценовая функция γ(ε) определяется по разным формулам в зависимости от ε:
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Дифференцируя ее, получаем
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Как и в предыдущем примере, интересно рассматривать два варианта задания ф.р.п.: (i) ((ε) = ελ/β для задачи CH, (ii) ((ε) = εβ/β – для задачи CG. В первом варианте (сначала решается задача CB): 
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Во втором варианте (для задачи CG):
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В данной задаче получить ответ в удобной аналитической форме не удается (он выражается через гипергеометрические функции), и проводится численный расчет. Для значений инвестиционной суммы S = 10.0, 3.0, 1.0, 0.3, 0.1 параметр β* принимает (приближенные) значения 0.09, 0.25, 0.56, 1.22, 2.29 соответственно, что свидетельствует об ожидаемой обратной зависимости β* от S. 
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� Как и в гл. 1, мы исключаем агрегированные позиции инвестора, платежные функции которых могут принимать отрицательные значения, поскольку это повлекло бы возникновение дополнительных маржевых требований и, как следствие, изменение самой позиции. Именно поэтому ((()(0.


� Для идеального рынка опционов платежную функцию D(s) можно рассматривать как предел при стремлении Δ к нулю платежной функции баттерфляя в количестве 1/Δ, образованного страйками s–Δ, s и s+Δ.


� Здесь и далее для случайных величин со значениями из конечного интервала, представление функции распределения дается лишь для него. 
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