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ВВЕДЕНИЕ
Настоящая монография затрагивает круг проблем финансового анализа, связанных с управлением рисками. Измеряют риски разными способами; наиболее распространенными можно считать два из них. Первый из них считается классическим подходом, своим появлением обязан Марковицу (см., например, [1-3]) и основан на дисперсии доходности инвестиции. На русском языке изложение методики можно найти в [4,5]. 
Второй способ связан с оценкой вероятности получения участником рынка недопустимо малых для него доходов ([6-9]). В последнее время наибольшее распространение приобретает именно он. Следуя устоявшейся среди финансистов практике, мы будем называть его критерием VaR (value at risk), оставляя это сокращение без перевода. (В англоязычной финансовой литературе для него изначально использовался термин drawdown criterion [6], что можно переводить как критерий допустимых потерь, но утвердился VaR.) Некоторые общие требования к мерам риска (такие как свойство когерентности) изучаются в [10]. 
У каждой меры риска есть свои достоинства и недостатки. Тем не менее ко всем подобным мерам риска следует относиться с осторожностью. Понятно желание исследователей свести весь рисковый аспект инвестиции к единственной характеристике, каковой служит в первом случае дисперсия, а во втором – VaR. Но столь же очевидно и то, что никакое одно число не в состоянии отразить как рисковый исход инвестиции, так и отношение инвестора к получаемому случайному результату инвестиции. Хотя, похоже, использование дисперсии или VaR в качестве характеристики риска оправдано в ситуациях, когда альтернатив для инвестирования на рынке немного. Тогда любая подобная характеристика может найти свою сферу применения.
Другое дело, если рынок инструментов весьма разнообразен; в таком случае использованием их комбинаций можно строить портфели, реализующие самые причудливые рисковые аспекты инвестиции. И ограничиваться средним и дисперсией (или VaR) в качестве критериев не совсем корректно. Чтобы убедиться в этом, достаточно сослаться на то, что без труда строятся примеры пары вероятностных распределений, у которых одинаковы средние и дисперсии, но сильно различаются, например, коэффициенты асимметрии или эксцессы. Не мешает вспомнить здесь и известный из теории и практики вероятностных игр парадокс Петра и Павла, означающий возможность получения выигрыша в среднем, но достигаемый при ничтожно малой вероятности положительного исхода. 
В работе мы пытаемся отойти от такого ограниченного взгляда на описание рисковых предпочтений инвестора. Мы показываем, что расширенное представление о рисковых предпочтениях инвестора в сочетании со значительными его возможностями по выбору объекта инвестирования вынуждает отказываться от традиционного описания его интересов в сфере риска с помощью критерия VaR (равно как и с помощью дисперсии), так как иначе результаты его инвестиции оказываются неудовлетворительными. 

В качестве объекта исследования в работе выбран рынок опционов. За последние десятилетия наблюдается сильный рост объемов опционной торговли. Именно рынок опционов расширяет возможности инвестора удовлетворять свои специфические рисковые потребности подходящим структурированием объекта инвестирования. Такому рынку мы и уделяем далее основное внимание. 
Предполагается, что у каждого инвестора свои взгляды на вероятностные свойства рынка. Такая задача представляет безусловный практический интерес для участников рынка. Известно, что многие инструменты опционного рынка (например, такие опционные комбинации, как стрэнглы и стрэддлы) специально создавались для трейдеров, стремящихся обыграть рынок в случае, когда их представление о рынке расходилось с общим мнением участников, "зашифрованным" в рыночных ценах (см., например, [9]). 

Однако, как показывается в настоящей работе, применение инвестором для решения этой задачи существующего формального аппарата, нашедшего воплощение в стандартном варианте критерия VaR на высокоразвитом рынке (где в полной мере могут проявиться возможности финансовой инженерии по синтезу производных продуктов) чревато нежелательными для него эффектами. Предлагаются многоступенчатая и континуальная версии критерия VaR, которые позволяют избавиться от недостатков стандартного его варианта и наиболее полно отразить предпочтения инвестора. 
Исследование в работе строится и как порождение обычного критерия VaR, и как серьезное противопоставление ему. Однако в не меньшей степени развиваемый в работе подход можно рассматривать и в качестве альтернативы дисперсии как меры риска. Для выявления особенностей предлагаемого в работе подхода в наших построениях объект исследования по многим позициям упрощается. Поэтому мы и рассматриваемые рынки называем идеальными (с бесконечной ликвидностью). На них цены покупателя и продавца считаем совпадающими между собой, а все комиссионные равны нулю. При этом маржевые требования безусловно сохраняются, притом в такой форме, чтобы суммарная позиция инвестора не порождала отрицательного дохода с положительной вероятностью. 
В монографии на основе функции рисковых предпочтений инвестора специального вида вводится континуальный критерий VaR (CC-VaR)
 и последовательно исследуются проблемы его использования на финансовых рынках, как теоретических, так и реальных. Монография состоит из введения и 10 глав. 
Глава 1 вводит читателя в круг проблем, изучаемых в монографии. Этот критерий предлагает инвестору строить портфель, обеспечивающий максимизацию среднего дохода при выполнении континуального множества ограничений на доход снизу, что фактически означает формирование инвестором им самим заранее заданной функции распределения дохода. Основной сферой приложения такого подхода служит рынок опционов, для которого формулируются задачи инвестирования. 
Глава 2 предлагает теоретические основы применения CC-VaR. Приводится процедура Неймана-Пирсона, служащая сердцевиной алгоритмов построения оптимальных по этому критерию портфелей, и изучаются ее свойства применительно к задачам с CC-VaR. Вводятся функции, играющие важную роль в построении оптимального портфеля, такие как ценовая функция, вероятностная функция, функция упорядочения. Исследуются теоретический δ-рынок и его эквивалент – теоретический рынок опционов. Рассматриваются формальные постановки родственных между собой задач, устанавливается сводимость одних задач к другим и дается общее представление их решений. Приводятся и изучаются основные теоретические схемы применения CC-VaR и решаются типовые примеры. 
В главе 3 изучаются вопросы применения CC-VaR для разных хорошо известных теоретических классов распределений вероятности для цены базового актива, которыми описываются как рыночная, так и прогнозная картина будущих цен базового актива. 
В главе 4 постулируется принцип минимума доходности (относительного дохода) для инвестора с неполным прогнозом будущих цен базового актива, когда прогноз инвестора распространяется лишь на часть его вероятностных свойств. В отношении прочих свойств инвестор полагается на рынок. Эффективность принципа проверяется на примерах. Исследуются примеры двухпараметрических двустороннего экспоненциального и равномерного распределений, для которых анализ по обоим параметрам удается провести до конца. Приводится пример бета-распределения, демонстрирующий использование для тех же целей численных расчетов. 

В главе 5 определяется и анализируется корректность параметрических семейств функций рисковых предпочтений инвестора. При этом под корректностью понимается способность параметра семейства отражать степень толерантности инвестора к риску в соответствии с традиционными финансовыми принципами. Приводятся примеры аналитически заданных корректных и некорректных семейств. 
В главе 6 конструкции и результаты для теоретического континуального рынка адаптируются к сценарному рынку и дискретному по страйкам рынку опционов. Дискретный алгоритм получается простым проецированием континуального алгоритма из главы 2. Невозможность адекватного отражения рисковых предпочтений инвестора на дискретных рынках побуждает искать улучшения качества инвестирования на пути неформальной коррекции критерия оптимальности. Изучается эффективность рандомизации весовых коэффициентов оптимального портфеля. 
В главе 7 исследуются проблемы выбора базиса на дискретных по страйкам рынках опционов. При этом также анализируется расширение дискретного алгоритма построения оптимального портфеля на случай, когда в модели сценарного рынка выбирается не сценарный базис, а базис из так называемых элементарных инструментов.

В главе 8 даются определения многомерных опционов – аналогов обычных (одномерных опционов типа колла и пута), вводится многомерный аналог δ-рынка, первые и вторые производные α-опционов, смешанные производные произвольного типа. Для них приводятся теоремы паритета и даются представления портфелей.

Глава 9 уделяет основное внимание двумерным дискретным по страйкам рынкам α-опционов. Даются представления базисных баттерфляев в терминах α-опционов и строятся оптимальные по CC-VaR дискретные портфели. 
В главе 10 то же самое в усеченном формате (ввиду громоздкости возникающих в многомерном случае конструкций) делается для трехмерного рынка опционов. 
ГЛАВА 1. Исходные модели, инструменты,
критерии и задачи
В данной главе мы на простых примерах и идеях знакомим читателя с кругом вопросов, которые далее будут подробно рассматриваться в монографии. Сначала рассматривается модель дискретного рынка на примере обобщенной рулетки и намечаются основные проблемы, возникающие перед инвестором, и подходы к их решению. Затем обращаемся к теоретической модели рынка опционов, который континуален по страйкам, является однопериодным и идеальным вследствие бесконечной ликвидности (равенства цен покупателя и продавца и отсутствия комиссионных). Такая модель рынка позволяет наиболее полно раскрыть возможности континуального критерия VaR (CC-VaR), введенного автором в [13-15].
1. Обобщенная рулетка как дискретный
аналог теоретического рынка
Рассматривается игра в рулетку, определяемая следующим образом. Рулетка состоит из n позиций (отделений, лунок) с номерами i(I = {1,2,…,n}, вероятность остановки рулетки в позиции i равна ci, причем (i(I ci = 1. Эти вероятности образуют вектор c = {ci, i(I}. Будем интересоваться лишь игрой отдельного игрока с казино и предполагать, что их взаимоотношения не зависят от действий других игроков. Нулевой позиции для казино не предусматривается, и специальных отчислений от игрока в пользу казино не делается. 
Стоимость единичной ставки на i-ю позицию, назначаемая казино, равна ci. Это значит, что при ставке игрока на нее в ci денежных единиц и остановке шарика именно в этой позиции игрок получает единичный доход. Фактически с точки зрения казино вероятность остановки шарика и является справедливой ценой позиции. Пусть ai – ставка игрока на i-ю позицию, при этом A = (i(I ai – суммарная ставка игрока на все позиции. Для простоты рассматривается лишь одноразовая игра. 
1.1. Анализ игры в рулетку

При остановке рулетки в i-й позиции игроку выплачивается сумма (его доход) gi = ai /ci. В противном случае он не получает ничего. В результате комбинированной ставки общий реализованный доход игрока составит 

q = (i(I gi = (i(I ai / ci,
а его средний доход 

Eq = (i(I gi ci = (i(I (ai /ci) ci = A,

E – знак математического ожидания. 
Таким образом, средний доход игрока в рулетке совпадает с размером его суммарной ставки в игре (независимо от распределения ставок по позициям). Так и должно быть в ситуации, когда доход казино равен нулю. Различие проявляется лишь в характере вероятностного распределения реализованного дохода. Если, например, игрок все свои средства ставит на i-ю позицию, то его доход составляет gi = A /ci с вероятностью ci (при остановке рулетки в i-й позиции) и gi = 0 с вероятностью 1 – ci (в противном случае). 

Если вероятность ci мала, то вероятность проигрыша 1 – ci игрока может оказаться значительной. Делая ставку на комбинацию позиций, он может при сохранении среднего дохода понизить вероятность проигрыша. Он может ставить и сразу на все позиции. При этом если ставка игрока на i-ю позицию составляет Aci (так что (i(I Aci = A), то при остановке рулетки в i-й позиции он получает Aci /ci = A с вероятностью ci, т.е. его реализованный доход равен A с вероятностью единица. 

Следовательно, игрок может распределить свои ставки таким образом, что не только средний, но и реализованный доход будет всегда совпадать с его суммарной ставкой A.

1.2. Стратегия игрока со своим взглядом
на свойства рулетки

Поведение игрока меняется, если его представления о свойствах рулетки отличны от представлений казино. Если, например, игрок полагает, что поведение рулетки подчиняется распределению вероятностей, задаваемому вектором p, а не c, то он может построить стратегию своего поведения таким образом, чтобы добиться осредненного выигрыша. Для него оказывается выгодным ставить на позиции с большими значениями отношения pi /ci. 

Рассмотрим случай, когда в качестве единственного критерия выступает максимизация его среднего дохода Eq по всем возможным вариантам комбинаций ставок. Если игрок ставит располагаемую сумму A на позицию i, для которой отношение pi /ci максимально, то его реализованный доход составит случайную величину, равную A /ci (такова реакция казино) с вероятностью pi (как полагает сам игрок) и нуль с вероятностью 1 – pi. Значит, Eq = A pi /ci > A. Ясно, что любая другая ставка (включая и комбинированные) в среднем дает меньший доход. 

Однако, как уже говорилось, вероятность реализованного проигрыша при этом может быть значительной: с точки зрения игрока она составит 1 – pi. Если игрок желает сделать эту величину меньше, он должен пожертвовать частью своего среднего выигрыша. Детали этой стратегии мы здесь опускаем. 
Строгое решение подобной задачи и в более сложной постановке дается далее на так называемом теоретическом δ-рынке, который является естественным континуальным обобщением рассмотренной рулетки на случай с континуумом позиций и очевидной трансформацией дискретных распределений в непрерывные.

К тому же результату приводит и другая континуальная схема, имеющая дело с теоретическим рынком опционов, которому и посвящается следующий раздел. 
2. Теоретический однопериодный рынок опционов 
Рассмотрим теперь однопериодный рынок, на котором обращаются рисковый актив (акция), колл- и пут-опционы на этот актив, а также безрисковый актив.
 Здесь под однопериодным рынком понимается простейшая временная конструкция, охватывающая всего лишь два момента времени – начало и конец периода. В начале периода инвестируется некоторая сумма, а в его конце инвестор получает доход. Множество цен актива в конце периода образует произвольный интервал X на множестве вещественных чисел ( (или (+).
Для простоты также принимается, что рынок (как единое целое) нейтрален к риску, что позволяет получать простые формулы ценообразования опционов. Рассматриваемый рынок будем называть также теоретическим, так как множество страйков (цен исполнения) опционов предполагается континуальным и совпадающим с X. (Отметим, что предположение о нейтральности носит временный характер; в последующих главах оно отвергается.)
2.1. Инструменты колл-, пут-опционы и
их первые и вторые производные

Условимся обозначения инструментов, рассматриваемых в работе, отмечать полужирным курсивом. Рынок образует некоторый рисковый актив (акция), единичный экземпляр которого обозначается X. Этот актив является базовым для колл- и пут-опционов. На рынке присутствует также безрисковый актив U. Если G – некоторый инструмент, то его рыночная цена обозначается |G|. Доходы по нему зависят от будущей цены базового актива и образуют платежную функцию π(x; G). Коллом на актив X со страйком s называют инструмент C(s) с платежной функцией π(x; C(s)) = max(0, x – s), где x – будущая цена базового актива, а путом – инструмент P(s) с платежной функцией π(x; P(s)) = max(0, s – x). Предполагается, что на рынке котируются коллы и путы для всех страйков из множества X. 

Следует отметить, что опционы – это контракты, оговаривающие права и обязанности сторон. Однако формально опционы полностью определяются именно платежной функцией. Под платежной функцией понимается случайный доход, получаемый инвестором в результате своей инвестиции в конце периода и зависящий от соотношения будущей цены актива и страйка опциона.

Используя различные (включая континуальные) взвешенные комбинации этих инструментов с использованием различных страйков, можно получать множество других (производных) инструментов. В качестве таковых будем рассматривать, в частности, первую и вторую производные коллов и путов как инструментов, построенных по аналогии с производными от функций в смысле, принятом в дифференциальном исчислении.
Первой производной (по страйку) колла назовем инстру-
мент C'(s), платежная функция которого π(x; C'(s)) = –χ[s,∞)(x), где χM(x), – характеристическая функция множества M. (Очевидно, ее можно рассматривать как обычную производную от платежной функции колла.) Этот инструмент можно рассматривать как предел последовательности инструментов (C(s + Δ) – C(s)) /Δ при Δ(0. Отметим, что в числителе стоит инструмент, называющийся в финансовой литературе коротким вертикальным спрэдом быка. (Для нас переход от длинного инструмента к короткому, что в среде биржевых трейдеров соответствует замене покупки продажей, означает просто изменение знака платежной функции.)

Аналогично назовем первой производной пута инстру-
мент P'(s), платежная функция которого π(x; P'(s)) = χ[–∞,s)(x). И этот инструмент можно рассматривать как предел последовательности инструментов (P(s + Δ) – P(s)) /Δ при Δ(0. Здесь в числителе используется длинный вертикальный спрэд медведя. 

Введенный выше актив U не является независимым: при использовании предельных инструментов он может быть реплицирован из опционов колл и пут. Очевидно, в соответствии с платежными функциями для любого s(X имеет место равенство 

P'(s) – C'(s) = U, 
что означает возможность репликации инструмента U комбинацией одного длинного инструмента P'(s) и одного короткого – C'(s). 
В связи с первой производной коллов и путов напрашивается введение инструмента "индикатор множества", платежная функция которого равна характеристической функции множества в обычном для математического анализа смысле. Обозначая индикатор множества М(X через H{М}, имеем π(x; H{М}) = χ M(x) и потому 

C'(s) = – H{[s,+∞)},    P'(s) =  H{(–∞,s)},....U = H{X}.

В качестве второй производной колла и пута по формальным соображениям естественно рассматривать инструменты, являющиеся пределами при Δ(0 инструментов (C'(s + Δ) –C'(s)) /Δ и (P'(s + Δ) – P'(s)) /Δ, и обозначать C"(s) и P"(s) соответственно. В соответствии со смыслом первой производной они являются также и пределами при Δ(0 инструментов (C(s + Δ) – 2C(s) + C(s – Δ)) /(2 и (P(s + () – 2P(s) + P(s – ()) /Δ2 соответственно. 
Очевидно, их платежные функции совпадают между собой и равны δ(x – s), где δ(x) – обобщенная дельта-функция. Инструмент с платежной функцией δ(x – s) обозначается D(s) и называется 
δ-инструментом. Выполняются равенства

π(x; C"(s)) = π(x; P"(s)) = δ(x – s),    C"(s) = P"(s) = D(s).
Теоретический рынок, на котором свободно обращаются 
δ-инструменты для всех s(X, мы называем δ-рынком.

Такие инструменты как первые производные коллов и путов в точном соответствии с нашим определением вполне могут быть реализованы на реальном рынке, хотя широкого распространения они пока не получили. Нетрудно усмотреть, что на сегодняшних реальных опционных рынках наилучшим приближением к первой производной могут служить подходящего объема простейшие вертикальные спрэды, образованные двумя соседними страйками. И чем меньше это расстояние, тем точнее приближение. 

Что касается введения вторых производных опционов, то оно, строго говоря, оправдано лишь с теоретической точки зрения – на реальном рынке их точное воспроизведение невозможно. Наилучшим рыночным приближением ко второй производной могут служить подходящего объема простейшие баттерфляи, образованные тремя соседними страйками. Естественно, что результаты, получаемые для теоретического рынка, вполне можно рассматривать как аппроксимацию к рыночным реалиям.
Мы приходим к выводу, что на теоретическом рынке опционов, образуя из них подходящие, вообще говоря, континуальные комбинации, можно воспроизводить такие инструменты как их первые и вторые производные, индикаторы множеств и δ-инструменты. Верно и обратное: исходя из δ-инструментов можно строить многообразные другие инструменты.
В качестве аппроксимации инструмента D(s) при малых значениях h можно использовать инструмент 


D(s;h) = H{[s–h/2, s+h/2]}/h, 
 LISTNUM maket \l 4 
т.е. инструмент с платежной функцией, принимающей нулевое значение всюду вне отрезка [s–h/2, s+h/2], на котором она равна 1/h. Такие инструменты D(s;h) удобны при рассмотрении в дальнейшем так называемой сценарной аппроксимации δ-рынка. 
Иной, более удобной применительно к реальному рынку аппроксимацией инструмента D(s) при малых значениях h можно считать инструмент баттерфляй, которому соответствует вторая разность коллов, 


B(s;h) = (C(s–h) – 2C(s) + C(s+h))/h.

Это представление остается справедливым при замене коллов путами. Верно также и представление, использующее смешанную комбинацию коллов и путов, 


B(s;h) = U – (C(s) – C(s+h))/h + (P(s–h) – P(s))/h.

Инструменты B(s;h) удобны при рассмотрении в дальнейшем дискретной по страйкам опционной аппроксимации δ-рынка.
Из таких приближенных представлений δ-инструментов в результате предельного перехода при h→0 приходим к очевидным выводам. Для произвольного инструмента G с произвольной платежной функцией g(x) можно задавать разные представления. Одно из них основывается на равенстве
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Из него с очевидностью следует, что справедливо соотношение 
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2.2. Ценообразование на нейтральном
однопериодном рынке опционов

В настоящем разделе в некоторых упрощающих предположениях мы рассмотрим теоретические аспекты ценообразования опционов, которые в дальнейшем помогут нам ориентироваться в вопросах приближенного восстановления свойств рынка. Так, при получении формул данного раздела будем считать рынок нейтральным к риску, но подчеркнем, что в самой работе нейтральность рынка нам не потребуется. 
Нейтральность рынка предполагает, что на нем все инструменты дают одинаковый средний относительный доход r (доходность r – 1). Пусть в начале периода цена базового для опционов актива X равна μ0, т.е. |X| = μ0. Цена актива в конце периода является случайной величиной Χ со значениями x с известной плотностью вероятности c(x), функцией распределения F(x) и средним (, и потому, в частности, должно быть ( = r(0. В теоретической конструкции можно допускать и отрицательные значения этой величины Χ (при сопоставлении с реальностью – с малой вероятностью). 
На таком рынке стоимости коллов и путов со страйком s в начале периода определяются соответственно равенствами
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Из них следует равенство
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которое можно интерпретировать как теорему паритета пут-колл.

Имеют место также легко проверяемые соотношения 
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и, как следствие, 
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Последнее соотношение означает, что при r = 1 вторая производная стоимости колла и пута по страйку на нейтральном к риску однопериодном рынке опционов совпадает с плотностью вероятности будущей цены актива.

2.3. Задачи инвестора и их решение
Теперь по аналогии с рассмотренной в разд. 1 обобщенной рулеткой предположим, что инвестор имеет собственное представление (прогноз) относительно распределения вероятности для будущей цены базового актива X. Его плотность обозначается p(x). Сопоставляя прогнозную плотность p(x) с рыночной плотностью c(x), зашифрованной в ценах опционов и являющейся в соответствии с (1.3) фактически рыночной ценой δ-инструментов, инвестор может пытаться использовать их расхождения к своей выгоде. Плотности p(x) и c(x) порождают меры P{∙} и C{∙} соответственно.
В зависимости от своих рисковых предпочтений он может формулировать различные задачи и в соответствии с этими задачами находить оптимальные портфели опционов, которые эти задачи решают. Ниже мы рассматриваем ряд последовательно усложняющихся задач и решаем их. Для удобства записи формул в дальнейшем всюду полагаем r = 1. В противном случае в формулах, определяющих стоимости инструментов, следует ввести корректирующий множитель, поделив все стоимости на r. 
2.3.1. Безусловная максимизация среднего дохода инвестора

Простейшей задачей инвестора можно считать безусловную максимизацию среднего дохода от инвестиции заданного размера. Считается, и не безосновательно, что такая задача может представлять интерес лишь для нейтрального к риску инвестора. Пусть инвестор владеет суммой A, которую он собирается инвестировать на рынке опционов. Допустим, он выбирает в качестве объекта инвестирования некоторый инструмент G с платежной функцией g(x). В соответствии с представлением (1.2) рыночная стоимость этого инструмента составляет
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Таким образом, должно быть |G| = A. В результате инвестиции инвестор получает случайный доход q = g(Χ), где плотность вероятности цены базового актива Χ равна p(x). Средний доход инвестора R при этом составит
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Поэтому задача безусловной максимизации среднего дохода инвестора состоит в том, чтобы для заданной инвестиционной суммы A подобрать платежную функцию g(x), удовлетворяющую равенству |G| = A и доставляющую максимум Eq. 

Как мы условились ранее, инвестор использует лишь портфели инструментов с неотрицательными платежными функциями. Оказывается, что решение задачи доставляют инструменты из класса D(s).

Рассмотрим инструмент D(s;h), задаваемый (1.1) и имеющий своим пределом при h(0 инструмент D(s). При малых h его рыночная стоимость 
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Доход, обеспечиваемый таким инструментом, 
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а вероятность ненулевого дохода
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Используя (1.4) и (1.5), получаем средний доход инвестора в соответствии с его собственным распределением вероятностей 
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Приближенные равенства при h→0 превращаются в точные. 

Последнее равенство вводит функцию относительного дохода ρ(x) = p(x) /c(x), занимающую важное место во всем дальнейшем изложении. Функции такого типа под названием функции правдоподобия играют важную роль в математической статистике и составляют основу применяемого там критерия Неймана-Пирсона (см., например, [18]) .

Очевидно, средний доход инвестора принимает наибольшее значение при страйке s*, доставляющем наибольшее значение функции ρ(x). Как нетрудно видеть, любая другая платежная функция принесет меньший средний доход. 

В случае совпадения прогнозной плотности инвестора p(x) с рыночной плотностью c(x) средний доход инвестора должен совпадать с безрисковым доходом, а функция ρ(x) тождественно равна единице. Однако такая задача определенно не представляет никакого интереса. Поэтому будем считать, что p(x) ≠ c(x).

2.3.2. Условная максимизация среднего дохода
инвестора (критерий VaR)

Задача безусловной максимизации среднего дохода не учитывает рисковых предпочтений инвестора. К тому же, очевидно, что предоставляемое формулой (1.4) решение неудовлетворительно: в предельной случае (h(0) доход инвестора равен нулю с вероятностью единица и бесконечности с вероятностью нуль, т.е. случайный доход носит вырожденный характер. Практически, это означает, что максимизация среднего дохода инвестора достигается за счет получения весьма больших случайных доходов с незначительной вероятностью и нулевых доходов со значительной вероятностью.

Попытаемся подправить полученное решение с помощью дополнительного ограничения, накладываемого критерием VaR. В своей стандартной форме он предполагает максимизацию среднего дохода инвестора при выполнении условия 
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для некоторых значений критического уровня его дохода ( и вероятности ε (обычно небольшой), выбираемых инвестором.

Решение такой задачи также основано на критерии Неймана-Пирсона. Строится однопараметрическое семейство множеств {Z(τ), τ≥0} по правилу
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Для заданного ε находится множество Xε из семейства {Z(τ)} с вероятностной мерой инвестора, равной ε, т.е. 


ε = P{Xε}.
 LISTNUM maket \l 4 
Согласно процедуре Неймана-Пирсона рыночная вероятность множества Xε, равная γ = C{Xε}, максимальна, и потому рыночная стоимость инструмента U – H{Xε}, равная 1 – γ, минимальна. Решение задачи существует, если ((1 – γ) ≤ A. В этом случае инструмент U – H{Xε} в количестве ( единиц обеспечивает выполнение ограничения (1.6), а остаток A – ((1 – γ) направляется на максимизацию среднего дохода, т.е. на приобретение инструмента D(s*). Выражение для дохода от инвестиции и его среднего мы не выписываем. 
2.3.3. Многоступенчатый критерий VaR

Как мы видели, применение стандартного критерия VaR не приносит инвестору значительного улучшения вероятностной структуры его доходов: в предельном случае (при h(0) с вероятностью единица его случайный доход не превышает (, и повышение среднего дохода вновь обеспечивается вырожденной составляющей общего случайного дохода. Если учесть, что критический доход обычно выбирается по сравнению с инвестиционной суммой небольшим, то такой результат инвестиции едва ли устроит инвестора.

Представляется, что проблема инвестора в том, что он строго следует требованиям метода VaR. По-видимому, он неплохо работает, когда нужно выбирать из нескольких вариантов. Но когда речь идет о выборе из весьма широкого (теоретически, континуального) множества альтернатив, он приводит к абсурдным результатам. 
Возможный в таком случае выход видится в модификации критерия VaR. Инвестору не следует весь остаток сверх суммы, используемой для выполнения простого критерия VaR, направлять на максимизацию среднего дохода. Нужно, чтобы инвестиционный доход удовлетворял не одному неравенству, а целой системе неравенств, – переход к задаче максимизации (если вообще такую задачу следует решать) должен происходить плавно. Этот подход реализует многоступенчатый критерий VaR (MC-VaR). В соответствии с ним следует задать возрастающие последовательности уровней вероятности εi ( [0,1] и критических доходов (i ≥ 0, i(I0, I0 = I ({0}, I = {1,2,…,n}, и потребовать, чтобы 
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при этом ε0 = 0, т.е. неравенство q ≥ (0 должно выполняться с вероятностью единица.

Решение задачи дается следующей процедурой. Сначала производится шаг с i = 0. Выполнение неравенства (1.8) для i = 0 обеспечивается использованием инструмента U в количестве (0. Размер соответствующей инвестиции составляет A0 = (0.
Далее последовательно реализуются шаги с i(I. На каждом из них в соответствии с процедурой Неймана-Пирсона по уровню вероятности инвестора εi находится множество Xε(i) из семейства {Z(τ)} с вероятностной мерой инвестора εi и максимальной ценовой мерой γi = C{Xε(i)} ≥ εi (формула (1.7)). Для каждого i(I используется инструмент H{X\Xε(i)} в количестве (i – (i–1 > 0. Поскольку рыночная стоимость этого инструмента равна 1 – γi, такая инвестиция потребует суммы Ai = ((i – (i–1)(1 – γi),    i(I.
Величина Ai > 0 означает размер инвестиции, необходимый для обеспечения дополнительного дохода (i – (i–1 на множестве X\Xε(i). Введем обозначение 
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или же, по-иному группируя слагаемые,
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При k = n оба эти соотношения принимают вид
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Произвольный k–й шаг схемы полностью реализуется, если выполняется неравенство A(k) ≤ A. В противном случае этот шаг оказывается последним в схеме. При этом реализуются все требования до уровня k – 1 полностью и лишь частично – для множества X\Xε(k). Если в результате описанной процедуры оказывается, что A(n) ≤ A, то задача решается полностью, при этом остаток A – A(n) инвестируется в инструмент D(s*). В этом случае реализованный доход от инвестиции приближенно определяется формулой 
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(на отрезке [s–h/2, s+h/2] пренебрегаются малые по сравнению с h величины). 

Поэтому оптимальный средний доход инвестора при выполнении всех ограничений (1.8) составит 
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Отметим, что и в этом случае при значительности остатка A – A(n) инвестор получает большую часть дохода с нулевой вероятностью. 
2.3.4. Континуальный критерий VaR 
В попытке обобщить критерий сделаем последний шаг и перейдем от MC-VaR к континуальной версии – континуальному критерию VaR (CC-VaR). В сравнении с MC-VaR континуальная версия критерия, безусловно, представляет больший теоретический интерес Она проще для анализа и в ряде случаев позволяет получать конечные аналитические формулы. 
Переход от дискретной модификации критерия VaR к континуальной проводится очевидным образом. В континуальной версии критерия интересы инвестора описываются монотонно возрастающей и неотрицательной функцией рисковых предпочтений (ф.р.п.) инвестора ((ε), ε([0,1]. Вообще говоря, при ε → 1 она может быть и неограниченной. Требуется построить правило поведения инвестора, в соответствии с которым его доход q от инвестиции в размере A удовлетворяет неравенствам 

P{q ≥ ((ε)} ≥ 1 – ε   для всех   ε ([0,1].
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Если такая задача может быть решена полностью, то остающаяся после ее решения сумма направляется на максимизацию среднего дохода и потому инвестируется в инструмент D(s*).

Каждому уровню вероятности ε([0,1] соответствует критическое множество Xε с P{Xε} = ε и C{Xε} = ((ε). При этом Xε'(Xε", если ε' < ε", ((ε) – непрерывная и неубывающая функция ε, ((ε) > ε для всех ε((0,1), ((0) = 0, ((1) = 1. Используя формулы предыдущего раздела и заменяя, где нужно, разности дифференциалами по ε, а суммы – интегралами, получим следующее решение задачи.

Рассмотрим непрерывный процесс инвестирования суммы A по мере возрастания параметра ε от 0 до 1. Через A(ε) обозначим инвестиционную сумму, необходимую для выполнения (1.9) до произвольной фиксированной точки ε включительно (т.е. обеспечения доходов ((υ), на множествах X\Xυ соответственно для всех υ ≤ ε). Тогда справедлива формула 
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После интегрирования по частям получаем соотношение 
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При ε = 1 эти формулы приобретают вид 
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Процесс достигает точки ε, если A(ε) ( A. Если это неравенство нарушается в некоторой точке отрезка [0,1], процесс прекращается. Если же процесс не обрывается вплоть до ε = 1, т.е. оказывается, что 
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то ограничения (1.9) выполняются для всех ε([0,1]. При этом сумма A – A(1) направляется на максимизацию среднего дохода вложением в инструмент D(s*). В этом случае задача решается полностью, и реализованный доход от инвестиции определяется формулой (с точностью до малых величин порядка h на множестве [s–h/2, s+h/2])
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где Γ[M] – граничные точки множества M, а функция w(x) обеспечивает отвечающую процедуре Неймана-Пирсона связь переменной x (цены базового актива) с вероятностным уровнем ε. 
Таким образом, доход инвестора q представляется суммой двух случайных величин qs и qr – сингулярной (верхняя строка формулы) и регулярной (нижняя строка) компонент соответственно. Первая из них при h(0 трансформируется в вырожденную случайную величину, принимающую значение ∞ с нулевой вероятностью и нуль с вероятностью единица. Вторая – случайная величина, отвечающая исключительно за обеспечение ограничений CC-VaR. При этом из неравенства (1.9) следует, что функция распределения случайной величины qr 
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где (←(z) – обратная к ((ε) функция.

Средний доход инвестора составляет
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Замечания. 

1. Инвестор может вообще отказаться от использования вырожденной компоненты дохода. В этом случае ему свои предпочтения удобнее задавать параметрическим семейством функций ((b;ε), где b играет роль параметра масштабирования и выбирается из условия выполнения равенства в (1.10). Тогда весь инвестиционный ресурс направляется на выполнение ограничений (1.9), а сингулярная компонента дохода отсутствует. (Об этом пойдет речь в гл. 2.)
2. Наиболее привлекательной выглядит ситуация, при которой во всех неравенствах (1.9) выполняется знак равенства, поскольку в этом случае, как это следует из способа построения оптимального портфеля, инвестиционный ресурс расходуется наиболее эффективным образом. Такое решение задачи будем считать адекватным отражением рисковых интересов инвестора. В противном случае часть ресурса расходуется вхолостую, что типично для задач дискретного типа (подобных обобщенной рулетке с конечным числом лунок).



















































































































































� Читателей англоязычной финансовой литературы хотелось бы предостеречь от возможной путаницы с критерием CVaR, введенным и изученным в [11,12]. Там речь идет о критерии "conditional VaR", замещающем обычный критерий VaR ограничением на некоторое условное математическое ожидание дохода инвестора. Возьмем на себя смелость утверждать, что такое новшество в своей исходной форме носит определенно технический характер и, по сути, нацелен на упрощение решения задач сведением их к задачам линейного или выпуклого программирования. При этом заявленные цели исключения скачков доходов инвестора (или потерь) при малом изменении управляющих переменных все равно не достигаются, поскольку эти скачки определяются рынком, а не критерием. 


� Мы надеемся, что читатель знаком с такими инструментами опционного рынка, как колл, пут, баттерфляй и пр. (при необходимости см., например, [4,6,16,17]). 
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