ГЛАВА 8. Многомерные рынки, α-опционы и портфели двумерных опционов 

Цель данной главы – перенесение результатов применения CC-VaR на многомерный рынок. Для этого нам потребуется определить многомерные опционы – аналоги обычных (одномерных) колл- и пут-опционов – и изучить их основные свойства (такие как теоремы паритета, представления инструментов с произвольными платежными функциями). Помимо введения таких опционов, которые мы называем α-опционами, определяются их первые и вторые производные (в математико-аналитическом смысле) и для них формулируются теоремы паритета. Для двумерного рынка даются представления портфелей в терминах опционов каждого из четырех возможных для двумерного случая типов, а также смешанные представления при наличии так называемого центра рынка. 
1. Теоретический многомерный рынок 

Многомерный (однопериодный) рынок – это рынок, порожденный несколькими (n > 1) базовыми активами (акциями), цены которых в конце периода образуют случайный вектор с плотностью вероятности, прогнозируемой инвестором. Рынок достаточно разнообразен, так что на нем можно строить портфели, платежные функции которых, например, просто измеримы. 

Как и в одномерном случае, рассмотренном в гл. 2, сначала определяется δ-рынок, а затем рынок α-опционов – инструментов, являющихся обобщением обычных опционов. Их платежные функции определяются ценами, вообще говоря, всех n активов и заимствуют характерные особенности платежных функций обычных одномерных колл- и пут-опционов. Все конструкции в значительной степени повторяют рассмотрения гл. 2. Существенному обобщению подвергается, пожалуй, лишь определение опционов. 

При получении аналитических результатов, как и в одномерном случае, рынок считаем идеальным и теоретическим: цены продавца и покупателя предполагаются равными, комиссионные равны нулю, а страйки опционов могут быть любыми вещественными числами. В применении к реальному рынку результаты могут рассматриваться как аппроксимация. 

1.1. Многомерный δ-рынок 
Пусть X = (i(NXi, Xi((, N = {1,2,…,n}, n – размерность рынка. Заданы две неотрицательные функции p(x) и c(x), x ( X, порождающие меры P{M} и C{M}, M(X, первая из которых – вероятностная мера, являющаяся прогнозом инвестора на конец периода, а вторая – ценовая мера, которую предоставляет рынок. Как и в одномерном случае, сравнительный анализ этих двух мер C{(} и P{(} должен служить основой для построения оптимального портфеля инвестора. Для этого в дальнейшем образуется функция относительных доходов ρ(x) ≡ p(x)/c(x), x(X, и к ней применяется алгоритм – полный аналог алгоритма из гл. 2. 
Платежную функцию произвольного инструмента I обозначим π(x; I), |I| – его рыночную стоимость, рассчитанную по плотности c(x), а ||I||  – средний с точки зрения инвестора доход, рассчитанный по плотности p(x) и интерпретируемый также как его справедливая стоимость. Имеют место соотношения
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Вводятся инструменты D(s), s ( X, называемые δ-инструментами, при этом их платежной функцией служит (обобщенная) n-мерная δ-функция относительно s, т.е. 
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Инструменты D(s), s ( X, играют роль базисных инструментов, на основе которых можно строить иные инструменты. Инструмент G с произвольной измеримой платежной функцией g(x) и его стоимость представляются соответственно в виде
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 LISTNUM maket \l 4 
В частности, инструмент H{M}, M ( X, называемый "индикатором множества M", а также единичный безрисковый актив U = H{X} и их стоимости определяются соответственно формулами
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где r имеет смысл безрискового дохода за период. Без ущерба для общности принимается r = 1. При таком предположении функция c(x), x ( X, приобретает свойства плотности и ее можно интерпретировать как плотность вероятности, порождаемую рынком, и называть ценовой плотностью. В свою очередь, плотность p(x), x ( X, можно рассматривать как справедливую с точки зрения инвестора (его прогноза) цену δ-инструмента. 
Для построения инструментов, являющихся многомерными аналогами одномерных колл- и пут-опционов, потребуются более сложные конструкции. 

1.2. Многомерные опционы и их производные 
Определению многомерных опционов и их анализу предпошлем перечень свойств обычных одномерных опционов, их представления и теоремы паритета, так как они нам пригодятся. Мы приводим их в форме, предложенной в разд. 1 гл. 3. Итак, при n = 1 имеют место следующие соотношения (для них X = [a, b)):
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Теперь обратимся к однопериодному рынку собственно многомерных опционов, доход по которым определяется совокупностью будущих цен всех n базовых активов. На этом рынке обращаются инструменты, называемые α-опционами и задаваемые следующим образом. Пусть x = (x1, x2, …, xn), s = (s1, s2, …, sn), α = (α1, α2, …, αn) – векторы соответственно цен базовых активов xi(Xi, страйков si(Xi, i(N, и чисел –1 и +1 в любом порядке, характеризующих тип опциона. Тогда α-опцион A(s; α) – инструмент, платежная функция которого определяется соотношением
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 LISTNUM maket \l 4 
Векторный параметр α характеризует тип опциона (подобно опционам типа колл и пут в одномерном случае). При этом по i-й координате (i-му базовому активу) при αi = +1 α-опцион ведет себя как обычный колл, а при αi = –1 – как пут. Обычные коллы для i-го базового актива будем обозначать Ci(∙), а путы – Pi(∙). 
Каждый одномерный инструмент, такой как Ci(∙) или Pi(∙), i(N, можно интерпретировать и как инструмент n-мерного рынка, если принять, что по координатам j ≠ i они ведут себя как единичные (безрисковые) активы Uj. В этом случае под инструментами Ci(∙) и Pi(∙) как n-мерными фактически понимаются соответственно инструменты Ci(si) ∏i(N, j ≠ i Uj и Pi(si) ∏i(N, j ≠ i Uj. Однако в формулах мы используем их упрощенные записи. 
Принимая во внимание определение (8.5) платежной функции α-опциона, можно дать представление самого опциона в виде 
A(s; α) ≡ ∏i(N Oi(si), 
где
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Теоретический рынок, на котором обращаются α-опционы, назовем α-рынком. Обозначим еще σ(α) ≡ ∏i(N α i. 
Опционы A(s; α) можно представить в виде
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Цена опциона A(s; α) на теоретическом δ-рынке вычисляется интегрированием его платежной функции по мере C{·}:
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где 
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2n-ант пространства (n типа α с вершиной в точке s или, иначе, n-мерный прямоугольный конус с вершиной в точке s и лучами по координатам xi, i(N, уходящими в ±∞ при αi = ±1 соответственно. 

Замечание. Обратим внимание на ряд моментов концептуального характера, связанных с финансовой размерностью возникающих здесь конструкций. Понятно, что доходы от инструмента и его цена должны измеряться в одинаковых единицах. Но также очевидно, что если даже цены всех базовых активов номинируются в единой валюте, например в рублях, то доходы от α-опциона в соответствии с платежной функцией и, стало быть, цена того же опциона должны измеряться в n-й степени рублей. Тем более, если базовые активы номинируются в разных валютах, результирующая единица измерения доходов получается в виде n-кратного произведения разных валют. Кажущаяся бессмысленность этого не должна смущать читателя. 

Суть в том, что значение имеет лишь соотношение доходов и цены, а оно не зависит от единицы измерения. И потому все наименования валют носят условный характер. Неслучайно при построении портфелей мы всегда исходим из базисов нормированных инструментов (например, нормированных простейших баттерфляев), которые можно считать безразмерными (см. гл. 6,7). При построении оптимального портфеля мы используем базовые активы как некое сырье, препарируемое по нашему усмотрению. При этом результат может выражаться в любых денежных единицах, вовсе не связанных с единицами измерения, принятыми для базовых активов. 
Итак: финансовые размерности доходов от опционов и их цен должны быть одинаковы, но могут отличаться от размерностей базовых активов.    □
Как и в одномерном случае, исходя из α-опционов можно вводить на α-рынке первую и вторую производные α-опционов. Представления для таких инструментов получаются из платежной функции α-опционов A(s; α) в результате одно- и двукратного дифференцирования соответственно по векторному страйку s (имеется в виду образование смешанных производных соответственно n-го и 2n-го порядка по всем измерениям).

Так, первая производная A'(s; α) от α-опционов, их платежные функции a'(x; s; α) и цены, где α – произвольный вектор с компонентами +1 (для компоненты типа колла) и –1 (для компоненты типа пута), определяются соответственно по формулам: 
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Платежная функция первой производной оказывается характеристической функцией некоторого 2n-анта с множителем (–1)nσ(α), а второй – δ-функцией относительно s вне зависимости от α. Например, для двумерного рынка платежная функция первой производной от α-опциона является характеристической функцией одного из четырех квадрантов с вершиной в точке s, определяемого параметром α, с множителем σ(α), для трехмерного – одного из восьми октантов с множителем –σ(α). 
Если α = –1, (т.е. αi = –1 для всех i(N), то цена первой производной для такого α-опциона совпадает с FC(s) – совместной функцией распределения для меры C{·}, порожденной плотностью c(s), при этом FC(+∞) = 1. 
Вторая производная A"(s; α) от α-опционов, их платежные функции a"(x; s; α) и цены определяются по формулам 
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Формулы (8.7) и (8.8) означают, что платежные функции второй производной от α-опциона для всех возможных наборов значений векторного параметра α совпадают между собой и равны 
n-мерной δ-функции относительно s. 

Отметим, что инструментом, названным нами первой производной от α-опциона, мы фактически называем n-ю смешанную производную по всем переменным, а второй производной – 2n-ю смешанную производную по всем переменным, причем по каждой переменной производная берется дважды. Тем не менее из соображений удобства записи для наиболее важных инструментов A'(s; α) и A"(s; α) из обширного семейства всевозможных смешанных производных мы останавливаемся именно на введенных упрощенных наименованиях и обозначениях. При рассмотрении в дальнейшем иных производных общей для них станет привычная запись
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Специальных названий и обозначений для них мы не вводим. Следует лишь помнить об определениях (8.6) и (8.7). 
1.3. Теоремы паритета для многомерных α-опционов
Для получения теорем паритета для многомерных α-опционов A(s; α) воспользуемся очевидными тождествами (принимается, что (a)+ ≡ max(a, 0))
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следствием которых является тождество
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Легко показывается по индукции, что после раскрытия внешних скобок в левой части тождества (т.е. в результате фактического перемножения n биномов) n-кратное произведение трансформируется в сумму 
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Проведение индукции мы оставляем читателю, но справедливость утверждения для n = 2 проверяется в разд. 2. Итак, для совокупности всех α-опционов мы получаем тождество
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Из него сразу следуют теоремы паритета для α-опционов A(s; α) и их цен: 
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При этом, вообще говоря, 
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а равенство может быть обеспечено лишь в случае взаимонезависимого ценообразования для всех базовых активов. Отметим, что именно возможность такого неравенства (хотя бы с точки зрения одного из субъектов задачи – рынка или инвестора) оправдывает совместное изучение поведения нескольких базовых активов на общем рынке – иначе можно было бы их исследовать по отдельности. 

Теоремы паритета для первой производной α-опционов и их цен являются следствием теорем паритета для самих α-опционов и их цен (формулы (8.9)). Дифференцируя первое из соотношений (8.9) по одному разу по всем страйкам si, i(N, получаем 
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Равенства (8.8), утверждающие независимость от α второй производной α-опционов, также можно рассматривать как теорему паритета для опционов  A"(s; α). 
Как и в одномерном случае, благодаря теоремам паритета 
α-опционов одновременное присутствие на рынке их всех (в количестве 2n) для каждого s(X не является обязательным. 

2. Теоретический двумерный рынок α-опционов
Далее в работе мы ограничиваемся лишь двумерными α-опционами, порождаемыми двумя базовыми активами. Всего существуют четыре типа таких опционов сообразно тому, что двумерный параметр α принимает лишь четыре пары значений: (+1, +1), 
(–1, +1), (+1, –1), (–1, –1). Для таких опционов нами вводятся специальные обозначения C(s), S(s), P(s), F(s) соответственно. 
2.1. Двумерные α-опционы, их платежные функции и теоремы паритета
Для удобства обозначений в качестве векторных цен базовых активов и страйков рассматриваются соответственно пары (x, y) и (s, t), x,s(X = [x1, x2), y,t(Y = [y1, y2). 
Таким образом, 
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Их платежные функции определяются равенствами 
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Однако наряду с ними в различных формулах встречаются и обычные коллы и путы для каждого из двух активов, для них используются очевидные обозначения C1(s), C2(t), P1(s), P2(t).
Четыре равенства (8.11)-(8.14) фактически означают справедливость соответственно представлений α-опционов
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Дифференцируя (8.11)-(8.14) по одному разу по страйкам s и t и вспоминая определение (8.6), получаем платежные функции для первой производной двумерных α-опционов всех типов: 
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Эти равенства фактически означают справедливость соотношений:
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Еще раз обратим внимание на то, что при этом, вообще говоря, как и в (8.10), например,
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Наконец, дифференцируя платежные функции по каждому страйку еще раз, получаем 
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Из найденных соотношений следуют теоремы паритета для двумерных опционов и их первой и второй производных.

Теорема паритета для двумерных опционов:
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что согласуется с первой из формул (8.9) и является следствием соотношения для платежных функций: 
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Теорема паритета для первой производной двумерных опционов:
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Это соотношение также следует из цепочки равенств, получающейся однократным дифференцированием (8.24) по каждой из переменных s, t:
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Наконец, равенства 
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можно считать формулами паритета для второй производной двумерных опционов. Они следуют из формулы (8.22), согласно которой платежные функции второй производной для всех четырех типов двумерных опционов совпадают между собой и равны 
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Двумерным аналогом соотношений (8.3) служат следующие граничные свойства двумерных α-опционов:
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Они вытекают как из представлений (8.15) для двумерных α-опционов и граничных свойств (8.3) для обычных опционов колл и пут, так и непосредственно из формул для их платежных функций (8.11)-(8.14). 
Двумерным аналогом соотношений (8.4) служат следующие граничные свойства первой производной двумерных α-опционов. Во-первых, это равенства: 
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 LISTNUM maket \l 4 
Эти свойства вытекают из представлений (8.15) для первой производной двумерных α-опционов и граничных свойств для обычных опционов колл и пут (первое из соотношений (8.4)), но также непосредственно из формул для их платежных функций (8.16)-(8.19). 
Во-вторых, это равенства:
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или, проще,
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Для вывода этих формул достаточно подставить граничные значения в формулы (8.16)-(8.19) для платежных функций, в результате чего мы приходим к соотношениям, доказывающим их: 
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Кроме того, очевидным следствием равенств (8.28)-(8.31) и (8.4) служит соотношение
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В формулах (8.28)-(8.32) имеется в виду, что сначала находится первая производная двумерных α-опционов, а затем в результат подставляется граничное значение, т.е. фактически, например, 
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2.2. Промежуточные производные
двумерных α-опционов

В дальнейшем нам потребуются некоторые свойства, аналогичные формулам паритета, также и для промежуточных производных двумерных α-опционов. Несложно проверяются формулы для некоторых таких инструментов, представленные в табл. 1. В основе такой проверки лежит смешанное дифференцирование платежных функций двумерных α-опционов введенных четырех типов. 
Табл. 1. Смешанные производные двумерных опционов и их платежные функции
	Опцион
	Платежная
функция
	Опцион
	Платежная
функция

	
[image: image92.wmf](

)

(

)

1

,

s

st

C


	
[image: image93.wmf]{

}

(

)

(

)

xs

xyt

+

³

-c-


	
[image: image94.wmf](

)

(

)

1

,

t

st

C


	
[image: image95.wmf](

)

{

}

(

)

yt

xsy

+

³

--c



	
[image: image96.wmf](

)

(

)

2

,

,

st

st

C


	
[image: image97.wmf]{

}

(

)

{

}

(

)

xsyt

xy

³³

cc


	
[image: image98.wmf](

)

(

)

3

,,

,

sst

st

C


	
[image: image99.wmf](

)

{

}

(

)

;

yt

xsy

³

-dc



	
[image: image100.wmf](

)

(

)

3

,,

,

stt

st

C


	
[image: image101.wmf]{

}

(

)

(

)

;

xs

xyt

³

-cd


	
[image: image102.wmf](

)

(

)

4

,,,

,

sstt

st

C


	
[image: image103.wmf](

)

(

)

;;

xsyt

dd



	
[image: image104.wmf](

)

(

)

1

,

s

st

S


	
[image: image105.wmf]{

}

(

)

(

)

xs

xyt

+

<

c-


	
[image: image106.wmf](

)

(

)

1

,

t

st

S


	
[image: image107.wmf](

)

{

}

(

)

yt

sxy

+

³

--c



	
[image: image108.wmf](

)

(

)

2

,

,

st

st

S


	
[image: image109.wmf]{

}

(

)

{

}

(

)

xsyt

xy

<³

-cc


	
[image: image110.wmf](

)

(

)

3

,,

,

sst

st

S


	
[image: image111.wmf](

)

{

}

(

)

;

yt

xsy

³

-dc



	
[image: image112.wmf](

)

(

)

3

,,

,

stt

st

S


	
[image: image113.wmf]{

}

(

)

(

)

;

xs

xyt

<

cd


	
[image: image114.wmf](

)

(

)

4

,,,

,

sstt

st

S


	
[image: image115.wmf](

)

(

)

;;

xsyt

dd



	
[image: image116.wmf](

)

(

)

1

,

s

st

P


	
[image: image117.wmf]{

}

(

)

(

)

xs

xty

+

<

c-


	
[image: image118.wmf](

)

(

)

1

,

t

st

P


	
[image: image119.wmf](

)

{

}

(

)

yt

sxy

+

<

-c



	
[image: image120.wmf](

)

(

)

2

,

,

st

st

P


	
[image: image121.wmf]{

}

(

)

{

}

(

)

xsyt

xy

<<

cc


	
[image: image122.wmf](

)

(

)

3

,,

,

sst

st

P


	
[image: image123.wmf](

)

{

}

(

)

;

yt

xsy

<

dc



	
[image: image124.wmf](

)

(

)

3

,,

,

stt

st

P


	
[image: image125.wmf]{

}

(

)

(

)

;

xs

xyt

<

cd


	
[image: image126.wmf](

)

(

)

4

,,,

,

sstt

st

P


	
[image: image127.wmf](

)

(

)

;;

xsyt

dd



	
[image: image128.wmf](

)

(

)

1

,

s

st

F


	
[image: image129.wmf]{

}

(

)

(

)

xs

xty

+

³

-c-


	
[image: image130.wmf](

)

(

)

1

,

t

st

F


	
[image: image131.wmf](

)

{

}

(

)

yt

xsy

+

<

-c



	
[image: image132.wmf](

)

(

)

2

,

,

st

st

F


	
[image: image133.wmf]{

}

(

)

{

}

(

)

xsyt

xy

³<

-cc


	
[image: image134.wmf](

)

(

)

3

,,

,

sst

st

F


	
[image: image135.wmf](

)

{

}

(

)

;

yt

xsy

<

dc



	
[image: image136.wmf](

)

(

)

3

,,

,

stt

st

F


	
[image: image137.wmf]{

}

(

)

(

)

;

xs

xyt

³

-cd


	
[image: image138.wmf](

)

(

)

4

,,,

,

sstt

st

F


	
[image: image139.wmf](

)

(

)

;;

xsyt

dd




Отметим, что в этой таблице присутствуют также платежные функции рассмотренных ранее и заданных формулами (8.6) и (8.7) основных (первой и второй) производных α-опционов. Однако обозначения для них, как мы условливались выше, иные. Напомним, что, например, для опциона C(s, t) первыми и вторыми производными являются соответственно инструменты 
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Из информации, представленной в табл. 1, можно получить дополнительные соотношения для граничных значений промежуточных производных α-опционов. Имеем 
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Напомним, что N – нулевой инструмент (с тождественно равной нулю платежной функцией). 

2.3. Дополнительные формулы паритета
двумерных α-опционов 

Используя представления платежных функций для смешанных производных двумерных опционов, приведенные в табл. 1, можно установить справедливость ряда дополнительных формул паритета для двумерных α-опционов. Они представлены в табл. 2.

Табл. 2. Формулы паритета для двумерных α-опционов 
	#
	Формула паритета
	Платежная 
функция
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Комбинируя их различными способами, можно получать и другие формулы паритета и соответствующие им платежные функции.
3. Представления портфелей однотипных
двумерных α-опционов 
В данном разделе для произвольного инструмента G с платежной функцией g(x,y) даются два типа представлений портфеля: (1) в терминах первой производной двумерных α-опционов (аналога спрэдов на дискретном по страйкам рынке) и (2) в терминах самих двумерных α-опционов. Фактически здесь речь идет о получении двумерного аналога представлений портфелей опционов, рассмотренных нами в гл. 3. 
При выводе представлений для произвольного портфеля двумерных опционов G с платежной функцией g(x,y) мы исходим из общего представления (8.1). Ему соответствует представление для платежных функций 
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Основной метод исследования, используемый нами далее, состоит в интегрировании по частям. Сначала проведем некоторую вспомогательную работу. 
3.1. Вспомогательная техника: двумерное и двукратное интегрирование по частям
Рассмотрим интеграл 
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 LISTNUM maket \l 4 
где a(x, y) – ограниченная и дважды дифференцируемая по каждой из переменных функция. При этом мы допускаем, чтобы для некоторых пар (s, t), s(X, t(Y, выполнялось равенство в терминах обобщенных функций 
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Интегрируя (8.34) по частям по каждой переменной по разу, получаем представление 
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 LISTNUM maket \l 4 
Это выражение J1 мы будем использовать для получения представлений портфеля в терминах первой производной двумерных α-опционов (такие портфели будем обозначать, например, G(C'(), и, возможно, их одномерных компонент. 
В интегралах в правой части равенства можно снова воспользоваться однократным интегрированием по частям, при этом в последнем интеграле потребуется интегрирование по двум переменным, а в остальных – по одной. В результате получаем выражение
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 LISTNUM maket \l 4 
Выражение J2 мы будем использовать для получения представлений портфеля в терминах собственно двумерных α-опционов и, возможно, их одномерных компонент. 
3.2. Представления двумерных портфелей в терминах производных α-опционов

Здесь приводим представления портфелей для произвольного инструмента G с платежной функцией g(x, y) последовательно в терминах первой производной всех двумерных α-опционов, т.е. опционов C', S', P' и F'. Для этого используется выражение интеграла J1, а в качестве a(x, y) нам следует выбрать функцию двух переменных, удовлетворяющую условию (8.35). Именно при таком выборе интеграл J1 оказывается равным платежной функции g(x, y) интересующего нас инструмента G. Переходя от платежных функций к инструментам двумерного рынка, мы получаем различного рода представления портфелей, реплицирующих искомый инструмент, с возможным включением одномерных коллов или путов. 
Для получения представления в терминах C' осуществим замену a → C в (8.36), т.е. проведем замены четырех типов: 
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Фактически все эти замены эквивалентны логичной в нашей теоретической схеме и соответствующей (8.35) замене 
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В полученное после замены выражение подставляем необходимые граничные значения и, воспользовавшись формулами (8.27) и (8.33) для граничных значений опционов и формулами паритета из табл. 2, упрощаем выражение. В результате получаем искомое представление двумерного портфеля в терминах производных α-опционов C'(x, y):
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 LISTNUM maket \l 4 
Заметим, что вследствие равенств (8.20) это выражение можно было записать, казалось бы, в более простом виде, заменяя, например, второе и третье слагаемые соответственно слагаемыми 
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Однако этого мы делать не станем, памятуя о том, что такое преобразование представления не очень продуктивно, поскольку при переходе от инструментов (и, стало быть, доходов) к ценам становится, вообще говоря, недопустимым (ср. (8.21)).
Далее последовательно проводя замены a → S, a → P, a → F, аналогично находим соответственно 

[image: image214.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

2111

12

22,

,,,

,,,,;

x

yxy

gxygxyxydx

gxyxydygxyxydxdy

¢¢

=+

¢¢

-+

ò

òòò

GSUS

SS

X

YXY

 
 LISTNUM maket \l 4 

[image: image215.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

2222

12

22,

,,,

,,,,;

x

yxy

gxygxyxydx

gxyxydygxyxydxdy

¢¢

=-

¢¢

-+

ò

òòò

GPUP

PP

X

YXY

 
 LISTNUM maket \l 4 

[image: image216.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

1222

12

11,

,,,

,,,,.

x

yxy

gxygxyxydx

gxyxydygxyxydxdy

¢¢

=-

¢¢

++

ò

òòò

GFUF

FF

X

YXY

 
 LISTNUM maket \l 4 
3.3. Представления двумерных портфелей в терминах собственно α-опционов

Теперь последовательно получим представления портфеля G с платежной функцией g(x, y) в терминах собственно опционов C, S, P и F и их одномерных компонент. На этот раз будем использовать формулу (8.37) для J2 с той же функцией a(x, y). 
Начнем с опциона C и в выражении для J2 проведем ту же замену a → C. После этого в результат замены подставляются необходимые граничные значения, и с помощью формул (8.26) для граничных значений опционов и формул паритета из табл. 2, производятся упрощения выражения (при этом сначала удаляются слагаемые, в которых в качестве аргументов фигурируют x2 или y2). В результате имеем
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Далее, последовательно проводя замены a → S, a → P, a → F, аналогично находим (при этом сначала удаляются слагаемые, в которых в качестве аргументов фигурируют x1 или y2, x1 или y1, x2 или y1 соответственно) 
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4. Смешанные представления двумерных портфелей

Перейдем к формированию смешанных представлений двумерных портфелей, в которых участвуют одновременно все четыре α-опциона. При этом будем предполагать наличие (условного) центра рынка и строить естественные (в терминологии гл. 3) представления портфелей, которые в правом верхнем по отношению к центру рынка квадранте координатной плоскости X(Y образованы α-опционами C, левом верхнем – S, левом нижнем – P и правом нижнем – F. (Присутствие на рынке в указанных квадрантах соответствующих α-опционов можно считать определением центра рынка; разумеется, его единственность не предполагается.) 
Введем дополнительно обозначения X1 = [x1, xc), X2 = [xc, x2), Y1 = [y1, yc), Y2 = [yc, y2), где (xc, yc) – центр рынка. Снова рассмотрим интеграл (8.34), но на этот раз его представим в виде суммы четырех интегралов
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каждый из которых берется по своему квадранту. Затем каждое интегральное слагаемое трансформируется интегрированием по частям по одному разу по каждой переменной. В результате получается представление J1 как четырехкратный аналог представления (8.36). Если проинтегрировать по частям еще по разу, то получается и представление J2 как четырехкратный аналог представления (8.37). Оба эти выражения вследствие своей громоздкости мы здесь не выписываем, хотя общая идея, думается, понятна. Ее реализация проводится в двух последующих подразделах. 
4.1. Смешанные представления двумерных портфелей
в терминах "производных" α-опционов

Трансформации, применяемые в разд. 3, полностью переносятся и на данный случай. Для получения естественного смешанного представления в терминах первой производной α-опционов в сумме (8.46) первое интегральное слагаемое следует преобразовать в соответствии с правилом, заданным выражением (8.38), второе – (8.39), третье – (8.40), четвертое – (8.41). Останется только в этих выражениях соответствующие пары аргументов (x1, y1), (x2, y1), (x2, y2), (x1, y2) заменить парой (xc, yc). В результате получаем
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Для упрощения полученного выражения следует воспользоваться представленными в табл. 2 формулами паритета опционов (строки 3, 8, 13 и 18): 
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очевидным следствием которых являются равенства
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Если использовать эти равенства, а также теорему паритета для первой производной α-опционов (8.25), представление (8.47) портфеля приобретает окончательный вид 
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4.2. Смешанные представления двумерных портфелей
в терминах собственно α-опционов

Для получения естественного смешанного представления в терминах собственно α-опционов снова, исходя из выражения (8.46), первое интегральное слагаемое в нем следует преобразовать в соответствии с правилом, заданным на этот раз выражением (8.42), второе – (8.43), третье – (8.44), четвертое – (8.45). Остается в этих выражениях соответствующие пары аргументов (x1, y1), (x2, y1), (x2, y2), (x1, y2) заменить парой (xc, yc). В результате получаем
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Из полученного представления выделим две части, которые допускают упрощение. Представим этот портфель в виде суммы трех портфелей: 
G = G1 + G2 + G3, 
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Остальные слагаемые отнесем к портфелю G3. Используя формулу паритета (8.25), получаем
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Если применить и формулу паритета (8.23), то представление инструмента приобретает вид 
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Последнее выражение выглядит более лаконичным, но в отношении удобства работы с портфелями оба выражения выглядят вполне равноправными, и выбор из них может зависеть от того, какие именно инструменты присутствуют на рынке и каков механизм их оценивания. 
Также
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что с помощью (8.2) трансформируется в соотношение
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Объединяя портфели G1 и G2 с несокращаемой частью G3, получаем окончательно
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� Определение α-опционов для многомерного рынка по форме весьма напоминает определение α-опционов для многопериодного рынка, рассмотренного автором в [28], хотя по существу они отличаются. 
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