ГЛАВА 9. Базисные баттерфляи на
двумерных опционных рынках
В предыдущей главе проводилось исследование теоретического многомерного рынка, основанного на нескольких базовых активах. В ней, следуя логике гл. 2, вводился многомерный δ-рынок и определялись α-опционы – многомерные аналоги обычных одномерных коллов и путов. Исходя из них строились их первая и вторая производные (в математико-аналитическом смысле) и выписывались разнообразные теоремы паритета. Отдельно рассматривался двумерный рынок, и для него по аналогии с одномерным рынком строились однотипные представления портфелей в терминах опционов разного типа, а также смешанные представления при наличии так называемого центра рынка. 
Данная глава посвящена построению дискретной версии многомерного рынка. Строится сценарный рынок и дискретный по страйкам рынок α-опционов как дискретные аналоги многомерных теоретических δ- и α-рынков соответственно. При этом основное внимание уделяется двумерному рынку. По аналогии с гл. 6, в которой теоретические конструкции гл. 2 адаптировались к дискретному одномерному рынку, нам потребуется построить базис из двумерных баттерфляев. Затем этот базис используется при построении оптимального по CC-VaR портфеля двумерных опционов.
1. Многомерные дискретные рынки 
Как и в одномерном случае, рассматриваются две схемы дискретизации теоретической континуальной модели. Первая из них осуществляет переход от континуального δ–рынка к сценарному введением сценарного базиса. При этом для каждого базового актива определяется равномерное разбиение множества его цен на конечное число сценариев. Вторая схема строит дискретный по страйкам рынок опционов на основе привязанного к сценариям базиса из многомерных простейших нормированных баттерфляев. Изложение во многом повторяет рассуждения гл. 6, но его центр тяжести переносится на формирование базисов.
1.1. Многомерный сценарный рынок и его
базисные инструменты 

Согласно гл. 8,  X = ∏ i(N Xi,  Xi = [ai, bi) ( (,  i(N = {1,2,…,n}. Для каждого базового актива с i(N сценарии Si,j(Xi определяются равномерным разбиением множества Xi на mi интервалов, при этом 
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Здесь hi, i(N, – длина сценария для i-го актива, h = {hi, i(N}. Зададим n-мерные сценарии как прямое произведение n одномерных сценариев соотношением
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Все они образуют n-мерные параллелепипеды и равны между собой. 
На сценарном рынке базисными инструментами служат дискретные аналоги инструментов D(s) на δ-рынке – индикаторы соответствующих сценариев 
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Их платежной функцией служат характеристические функции
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Стоимость этих инструментов задает рынок, и поэтому принимается, что задан неотрицательный вектор (индекс S подчеркивает сценарное происхождение вектора и пригодится нам в дальнейшем)
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В иллюстративных примерах в исследовательских целях мы будем задавать рыночные цены, как и в теоретической континуальной схеме, в форме плотности c(x), x(X. В таком случае компоненты вектора cS, являющиеся рыночными ценами n-мерных сценарных базисных инструментов, получаются по формулам 


[image: image14.wmf](

)

(

)

(

)

1212

,,,

12

,,,,,,

nn

lll

n

S

llllll

S

ccdcd

==c

òò

K

KK

xxxxx

X

.
Вероятностный прогноз инвестора задается в форме плотности p(x). Вероятности сценариев получаются интегрированием внутри каждого сценария. Имеем 
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Очевидно, 
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(переменная x в этом соотношении интерпретируется как случайный вектор с плотностью p(x)). 

Поэтому вероятность сценария 
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 совпадает со средним доходом от инструмента 
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, li(Li, i(N. Эти вероятности можно также интерпретировать и как справедливые с точки зрения инвестора и соответствующие его собственному прогнозу цены этих инструментов – индикаторов сценариев. 
1.2. Дискретный (-рынок и многомерные
базисные баттерфляи 

Вторая схема дискретизации многомерного теоретического рынка оперирует инструментами дискретного по страйкам α-рынка. В приложении к многомерному опционному рынку особое значение приобретают векторные страйки для n-мерных опционов 
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образованные координатными страйками – центрами одномерных сценариев (9.1): 
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Множество всех n-мерных векторных страйков обозначим S. Принимается также, что 
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но эти параметры страйками не являются. 

Величины hi, введенные формулой (9.1), равны также расстояниям между соседними страйками для i-го базового актива, i(N. 

Очевидным образом из множества S векторных страйков выделяется подмножество граничных страйков Γ(S), остальные страйки называются внутренними страйками. 

В попытке распространить метод CC-VaR на такой рынок, мы, как и в одномерном случае, должны сконструировать базис из простейших инструментов, каковыми являяются многомерные простейшие баттерфляи – опционный аналог многомерных сценарных инструментов. Как и в одномерном случае, такие баттерфляи должны по возможности наиболее точно аппроксимировать базисные сценарные инструменты с подходяще подобранными сценариями. Для этого нам следует ориентироваться на соотношения, устанавливающие взаимосвязь сценариев со страйками, являющимися их серединами. 
Основные требования к такому выбору: 
· (n+1)-мерный объем, ограниченный n-мерной поверхностью платежной функции каждого баттерфляя, совпадает с объемом 
n-мерного соответствующего сценарного параллелепипеда; 

· средний доход от каждого такого баттерфляя наилучшим образом (среди прочих баттерфляев и, тем более, иных простейших инструментов, котирующихся на данный момент на рынках) аппроксимирует вероятность попадания вектора цен базовых активов в соответствующий параллелепипед.    □
Напомним, что в одномерном случае в качестве базисных инструментов для внутренних страйков использовались простейшие нормированные баттерфляи, а для граничных – спрэды (усеченные баттерфляи), причем спрэд медведя для крайнего слева страйка и спрэд быка – для крайнего справа. Выбор таких баттерфляев и спрэдов не единствен: в силу теоремы паритета пут-колл их можно строить из путов либо из коллов, либо из тех и других (это касается баттерфляев). Эти конструкции одномерного рынка в следующем разделе используются при построении двумерного базиса, и для этого вводятся генераторы двумерных базисных инструментов, тесно связанные с платежными функциями одномерных инструментов. 
Базисными инструментами дискретного α-рынка, как и в одномерном случае, мы выбираем многомерные полные баттерфляи и многомерные усеченные баттерфляи, являющиеся спрэдом по части измерений и баттерфляем – по остальным. Например, полные спрэды (вершинные) будут спрэдами по всем измерениям. 
Для представления многомерных базисных (нормированных простейших) баттерфляев B(s;α) для произвольного α, где s = {si, i(N}, можно дать рекуррентную процедуру. 
Введем n векторов приращений 
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Тогда, если s , s ± vi (S,  i(N,  т.е. s – внутренний страйк, то последовательно определяются инструменты Zi(s), i(N ({0}:
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И, наконец, искомый баттерфляй получается нормировкой: 
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Как и в одномерном случае, их платежные функции не зависят от α. (Но это не относится к реальным ценам!) 
Если s(Γ(S) – граничный страйк, вместо второй разности используется допустимая первая (или "усеченная" вторая). Так, если для некоторого i ( N, s + vi (S или s – vi (S, то i-ю итерацию процедуры в (9.2) следует заменить трансформацией соответственно
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или 
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где η(α) равно нулю или единице в зависимости от типа α-опциона. 
Если при образовании спрэда маржевый инструмент не используется, η(α) = 0, если – используется, η(α) = 1. В силу громоздкости конструкций, возникающих здесь в случае произвольной размерности n, мы не конкретизируем вида функции η(α), но детали описания будут даны далее для двумерного рынка.
Представление для полных баттерфляев можно записать в виде конечной формулы. Пусть E = {–1,+1}. Тогда для внутренних страйков s(Γ(S) представление многомерного базисного баттерфляя получается, если его платежную функцию записать посредством 
n-кратного произведения одномерных генераторов нормированных простейших баттерфляев в виде 
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В результате имеем (например, используя метод математической индукции)
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Для s(Γ(S) в случае произвольного n мы здесь формулы не приводим, но для n = 2 полный базис дается ниже.
2. Двумерные дискретные рынки опционов
Далее мы ограничиваемся двумерными рынками, рассматриваем все типы двумерных α-опционов, изучаем дискретную версию α-рынка и конструируем двумерные нормированные простейшие баттерфляи. Они являются двумерным обобщением одномерных базисных баттерфляев, а также опционным аналогом двумерных сценарных базисных инструментов. Даются различные представления этих баттерфляев в зависимости от типов используемых α-опционов. 
Все конструкции, введенные для общего многомерного случая, здесь сохраняют свою силу, но для удобства рассматриваем несколько иную, отличную от общего случая, систему обозначений. Так, цены двух базовых активов обозначаются соответственно x и y, страйки опционов – s и t, притом x,s(X = [a1, b1),  y,t(Y = [a2, b2).
2.1. Теоретический двумерный α-рынок
На двумерном α-рынке существуют опционы четырех типов соответственно возможным значениям α: (–1,–1), (–1,+1), (+1,–1), (+1,+1). Помимо общих обозначений мы будем для простоты записи использовать и специальные: P (с компонентами пут-пут), S (пут-колл), F (колл-пут), C (колл-колл). Соответствие между обозначениями дается формулами: 
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Эти равенства означают, фактически, правила получения двумерных опционов (и их платежных функций) в результате перемножения одномерных компонентных опционов (их платежных функций), но существенно, что это же правило не распространяется на их цены, т.е., например, вообще говоря, 
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Такие неравенства говорят о наличии корреляции в ценах базовых активов, образующих рынок. Подобная корреляция не позволяет задачу инвестирования на рынке двух базовых активов рассматривать как две взаимно независимые задачи инвестирования на рынках этих активов по отдельности. 
Теоремы паритета для опционов и их цен даются соответственно соотношениями
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а для производных первого порядка с их ценами –
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2.2. Двумерный сценарный рынок и его
базисные инструменты

Повторим наиболее важные обозначения и формулы для сценарной схемы дискретизации в новых обозначениях. Положим I = {1,2,…,n1}, J = {1,2,…,n2}. На множествах X и Y сценарии определяются их равномерным разбиением на n1 и n2 интервалов соответственно формулами 
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Двумерными сценариями будут прямые произведения всех пар одномерных сценариев 
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Каждый из них образует прямоугольник, и все они равны между собой. В приложении к двумерному опционному рынку особое значение приобретают центры сценариев 
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Каждая пара (si, tj) является векторным страйком двумерного опциона, далее мы каждый такой страйк будем упрощенно обозначать также парой индексов (i, j). Дополнительно принимается 
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но эти параметры страйками не являются. 
Очевидным образом определяются множества граничных и внутренних страйков. Наконец, h1 и h2 – расстояния между соседними страйками для первого и второго активов соответственно.

При введении сценарного рынка имеется в виду, что на нем базисными инструментами служат дискретные аналоги инструментов D(s) δ-рынка, т.е. индикаторы соответствующих сценариев 
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Платежной функцией индикаторов служат характеристические функции 
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Стоимости индикаторов должен задавать рынок, и потому принимается, что задан неотрицательный вектор (верхний индекс S подчеркивает сценарное происхождение вектора)
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В иллюстративных примерах и в исследовательских целях мы будем задавать рыночные цены в форме плотности c(x, y), x(X, y(Y. В этом случае компоненты вектора cS, являющиеся ценами n-мерных сценарных базисных инструментов, получаются по формулам 
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Вероятностный прогноз инвестора задается в форме плотности p(x, y). Вероятности сценариев получаются интегрированием внутри каждого сценария. Имеем 
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Очевидно, 
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где E – знак математического ожидания, а пара переменных (x, y) интерпретируется как случайный вектор с плотностью p(x, y). Поэтому вероятность сценария Si ( Tj совпадает со средним доходом от инструмента Dij, i(I, j(J. 
Построение оптимального портфеля для сценарного рынка основывается на сравнении полученных векторов pS и cS, при этом их следует интерпретировать как одномерные с использованием лексикографического порядка. В качестве метода построения по аналогии применяется рассмотренная в гл. 6 адаптация к дискретному сценарному рынку алгоритма построения оптимального портфеля инвестора на теоретическом δ-рынке (или рынке опционов) для CC-VaR. 
2.3. Базисные баттерфляи на двумерном α-рынке
и их генераторы 
Двумерными базисными инструментами дискретного α-рынка для внутренних страйков являются полные баттерфляи, для граничных – усеченные. При этом вершинные баттерфляи представляют собой полные спрэды, т.е. спрэды по обоим измерениям, а реберные баттерфляи являются спрэдом по одному измерению и баттерфляем – по другому (баттерспрэдами). 

Все двумерные базисные баттерфляи получаются с помощью представлений своих двумерных платежных функций в форме произведения генераторов базисных баттерфляев. Каждый генератор – это одномерная платежная функция спрэда или баттерфляя специального задания в зависимости от того, на основе каких инструментов – коллов или путов – генератор строится и для формирования какого двумерного баттерфляя он предназначается. 
Ключевым в этом определении является выражение "специальное задание". Дело в том, что в соответствии с теоремой паритета пут-колл разные комбинации из путов и коллов – и потому разные задания (представления) – могут иметь тождественные платежные функции. И поскольку мы желаем получать разные варианты представлений для базисных баттерфляев, нам не следует подменять одно задание другим – иным по форме, но тождественным по сути, – тем самым сохраняя дифференциацию заданий для генераторов. 
Перед формированием списка всех генераторов напомним: 
· каждый одномерный простейший спрэд – это разность двух однотипных опционов с соседними страйками; 
· каждый длинный баттерфляй представляет собой сумму двух спрэдов – спрэда быка (левое крыло) и спрэда медведя (правое крыло); каждый из этих спрэдов образуется либо из двух коллов, либо из двух путов; 
· базисным инструментом для крайних страйков служат нормированные простейшие спрэды, причем для левого – спрэд медведя (из коллов или из путов), для правого – спрэд быка (из коллов или из путов);

· базисным инструментом для внутренних страйков служит нормированный простейший баттерфляй – либо только из коллов, либо только из путов, либо из тех и других.    □
В последних двух пунктах обязателен учет минимальных маржевых требований, делающих платежную функцию базисного инструмента неотрицательной. 

Во всем предлагаемом ниже перечне генераторов для упрощения их записи базисному страйку условно соответствует точка x = 0. Первый индекс в обозначении генераторов γ принимает значение "c" для коллов, "p" – для путов, "m" – для сочетания коллов и путов, второй индекс принимает значение "l" для крайнего левого спрэда (медведя), "r" – для крайнего правого спрэда (быка), "b" – для баттерфляя.
Платежные функции колл-спрэда "медведя" и колл-спрэда "быка" определяют соответственно генераторы 
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 LISTNUM maket \l 4 
Первый из них применяется для крайнего слева страйка, второй – для крайнего справа, и это находит отражение в индексах обозначения генераторов. 
Платежная функция колл-баттерфляя определяет генератор
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Платежные функции пут-спрэда медведя и пут-спрэда быка определяют соответственно генераторы 
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 LISTNUM maket \l 4 
Первый из них применяется для крайнего левого страйка, второй – для крайнего правого. 

Платежная функция пут-баттерфляя определяет генератор
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Платежная функция смешанного баттерфляя определяет генератор 
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 LISTNUM maket \l 4 
Всего мы используем в качестве генераторов три из четырех возможных видов длинных баттерфляев. Баттерфляй с колл-спрэдом быка (левое крыло) и пут-спрэдом медведя (правое крыло) для наших целей не подходит (см., например, [29]) и в перечне отсутствует. Легко проверяются следующие свойства генераторов: 

· интеграл от каждого генератора на сценарии, т.е., от –h до +h, равен единице; 

· γcl(x) ≡ γpl(x),   γcr(x) ≡ γpr(x),   γcb(x) ≡ γpb(x) ≡ γmb(x),  x(X. 

3. Варианты базиса из двумерных баттерфляев 

Из рассмотренных в предыдущем разделе генераторов можно строить разные системы базисных баттерфляев, которые могли бы служить базисом при построении оптимальных портфелей. Мы рассмотрим базисы из C-, F-, S- и P-баттерфляев, образованные соответственно α-опционами C, F, S и P, и из смешанных баттерфляев, образованные всеми четырьмя типами двумерных α-опционов. В получаемых далее представлениях базисных баттерфляев помимо упомянутых двумерных опционов по необходимости участвуют также обычные одномерные опционы колл и пут для обеих базовых бумаг. 
Здесь для упрощения записи аргументов для двумерных опционов будем ограничиваться индексами и использовать для страйка (i, j) обозначения Ci,j, Fi,j, Si,j, Pi,j, i(I, j(J. При этом для одномерных опционов колл и пут по каждому активу будут применяться два эквивалентных варианта обозначений: 
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Обозначения в левой части равенств используются как более наглядные в большей части работы, а в правой – по техническим соображениям – лишь в заключительном разделе работы. 

3.1. Базис из C-баттерфляев 
Базисные C-баттерфляи – это нормированные простейшие баттерфляи, образованные α-опционами C. Такие опционы по обеим осям ведут себя как одномерные коллы, что необходимо учитывать при назначении генераторов. 

Для внутренних страйков платежная функция C-баттерфляя задается произведением двух экземпляров генераторов (9.5) с переменными x и y. Его применение дает платежную функцию в виде 
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Раскрывая скобки, легко убеждаемся, что для всех  i = 2..n1–1, j = 2..n2–1  имеет место представление 
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Перейдем к граничным страйкам. Сначала находятся вершинные C-баттерфляи. Для страйка (1,1) применяется произведение двух экземпляров генераторов (9.3) с заменой во вторых компонентах пар x→y, и потому платежная функция баттерфляя равна 
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Раскрытие скобок в этом произведении позволяет удостовериться, что представление искомого баттерфляя должно иметь вид 
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 LISTNUM maket \l 4 
Здесь единичный инструмент U играет роль минимального маржевого инструмента M, обеспечивающего неотрицательность платежной функции левых спрэдов по обоим измерениям, а вместе с тем и инструмента B1,1 в целом. 
Аналогично получаются представления для остальных вершин. Применяя парные произведения генераторов (9.3) и (9.4), (9.4) и (9.3), (9.4) и (9.4) с заменой во вторых компонентах пар x→y, соответственно находим
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Как можно заметить, из четырех полученных представлений вершинных баттерфляев качественно различаются между собой три, и лишь для страйков (1, n2) и (n1, 1) представления получаются простой заменой индексов и переменных.
Базисные реберные баттерфляи получаются применением парных произведений генераторов (9.3) и (9.5), (9.5) и (9.3), (9.4) и (9.5), (9.5) и (9.4) с заменой во вторых компонентах пар x→y. Соответственно находим представления (i = 2..n1–1,  j = 2..n2–1)
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Из четырех представлений реберных баттерфляев качественно различными можно считать только два, например, для страйков (1, j) и (n1, j), другие два представления получаются из них простой заменой индексов и переменных.
Таким образом, всего насчитываются 6 существенно различающихся вариантов C-баттерфляев: 1 внутренний, 3 вершинных и 2 реберных. 

Должно выполняться равенство, которое можно использовать для проверки правильности построения базиса: 
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На рис. 1-3 приводятся соответственно внутренний, вершинный и реберный баттерфляи для случая n1 = 6, n2 = 5. Именно такая дискретизация проводится в иллюстративном примере, рассматриваемом далее в разд. 4. По этим рисункам можно составить представление о структуре всего базиса, в котором будет строиться оптимальный портфель. 
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Рис. 1. Платежная функция базисного баттерфляя B2,2
для внутреннего страйка
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Рис. 2. Платежная функция базисного баттерфляя B1,5
для вершинного страйка
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Рис. 3. Платежная функция базисного баттерфляя B2,5
для реберного страйка

3.2. Базис из S-баттерфляев 

Базисные S-баттерфляи – это нормированные простейшие баттерфляи, образованные α-опционами S. Такие опционы по оси x ведут себя как одномерные путы, по оси y – как коллы, и это необходимо учитывать при назначении генераторов. 

Для внутренних страйков платежная функция S-баттерфляя определяется произведением генераторов (9.8) и (9.5) соответственно с переменными x и y. Имеем 
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Хотя данная функция двух переменных отличается по виду от функции (9.10), но на самом деле она ей тождественна. После перемножения получаем, что для всех  i = 2..n1–1, j = 2..n2–1  имеет место 
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Как видим, для внутренних страйков S-представление идентично C-представлению. Переходим к граничным страйкам. Сначала находим вершинные S-баттерфляи. В частности, для страйка (n1, 1) платежная функция баттерфляя использованием генераторов (9.7) и (9.3) с аргументами x и y соответственно получается равной (эта вершина – аналог страйка (1,1) для C-баттерфляя)
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а представление самого баттерфляя – 
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 LISTNUM maket \l 4 
Отметим отличие этого представления от представления (9.12), хотя платежные функции соответствующих баттерфляев тождественны. Кроме того, следует обратить внимание на присутствие в представлении помимо двумерного опциона S также одномерных опционов на оба базовых актива, при этом имеют место тождества
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Аналогично получаются представления для остальных вершин. Применяя парные произведения генераторов (9.6) и (9.3), (9.7) и (9.4), (9.6) и (9.4) с заменой во вторых компонентах пар x→y, соответственно находим 
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)

22222

12

1

1,1,2,11,12,1

nnnnn

hh

---

=--+

BSSSS

. 
 LISTNUM maket \l 4 
Базисные реберные S-баттерфляи получаются применением парных произведений генераторов (9.6) и (9.5), (9.8) и (9.4), (9.8) и (9.3), (9.7) и (9.5) с заменой во вторых компонентах пар x→y. Соответственно находим (i = 2..n1–1,  j = 2..n2–1):
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3.3. Базис из P-баттерфляев 

Базисные P-баттерфляи– это нормированные простейшие баттерфляи, образованные α-опционами P. Такие опционы по обеим осям ведут себя как одномерные путы. Мы здесь не будем повторять для P-баттерфляев логику вывода представлений, продемонстрированную в предыдущих двух подразделах для C- и S-баттерфляев, а ограничимся лишь выписыванием окончательных представлений для всех базисных баттерфляев. 

Для внутренних страйков (i,j), i = 2..n1–1, j = 2..n2–1: 
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Для вершинных страйков: 
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Для реберных страйков: 
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3.4. Базис из F-баттерфляев 

Базисные F-баттерфляи – это нормированные простейшие баттерфляи, образованные α-опционами F. Такие опционы по оси x ведут себя как одномерные коллы, по оси y – как путы. Здесь опять же логика вывода представлений базисных баттерляев остается прежней, и мы ограничиваемся лишь выписыванием для них окончательных представлений. 
Для внутренних страйков (i,j), i = 2..n1–1, j = 2..n2–1: 
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Для  вершинных страйков:
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Для реберных страйков:
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3.5. Смешанный базис при наличии центра рынка
В предыдущих разделах были даны представления базисных баттерфляев, на основе α-опционов произвольного одного типа. Однако теоретически каждый базисный баттерфляй можно строить из опционов всех типов. Поэтому комбинаций представлений для всего множества страйков может быть очень много. Мы ограничимся лишь некоторой конструкцией, естественной для одномерного рынка, и мы перенесем ее на двумерный рынок. Мы будем рассматривать базисные смешанные по обоим измерениям полные баттерфляи, а также смешанные по одному измерению полные CF-, FP-, PS- и SC-баттерфляи. 
Предполагается, что во множестве двумерных страйков выделяется внутренний страйк, который назовем центром рынка, или просто центральным. Он делит естественным образом всю область пар цен обоих базовых активов (X(Y) на четыре квадранта. В первом квадранте используются опционы C, во втором – S, в третьем – P и в четвертом – F. Кроме того, принимается, что на рынке все такие опционы со страйками в соответствующих квадрантах и на их границах имеются (это свойство можно считать определением центра рынка). На границах квадрантов используются пары типов опционов, относящихся к граничащим между собой квадрантам, и только в самом центре – все четыре типа. Всего в построении используются 9 разных типов смешанных баттерфляев. 
Схематично вводимые понятия и конструкции изображены на рис. 4. На нем квадранты друг от друга отделены сплошными линиями, страйки – центры сценариев – располагаются на пересечениях пунктирных линий, а центр рынка отмечен буллитом. 

[image: image110]
Рис. 4. Схема применения опционов разных типов
в смешанном представлении
Сначала отметим, что для ряда страйков применяются представления с одним типом опциона, уже полученными нами выше. Это относится как к внутренним по отношению к каждому рассматриваемому квадранту страйков, так и к внешним граничным страйкам, т.е с исключением лишь пограничных с иными квадрантами страйков. В первом квадранте для внутренних страйков используется представление (9.11), для внешних граничных – представления (9.13), (9.14) и (9.15) в зависимости от их положения, во втором – соответственно (9.16), (9.18), (9.19) и (9.20), в третьем – (9.21), (9.23), (9.24) и (9.25), в четвертом – (9.26), (9.28), (9.29) и (9.30).
Теперь обратимся к остальным страйкам, для которых используются смешанные представления. Обозначим центральный страйк (ic, jc). Во всех формулах данного раздела учитывается справедливость тождеств 
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Заметим, что в связи с этими тождествами в окончательных представлениях для входящих в портфели компонентных одномерных опционов мы, как правило, используем обозначения привычных коллов и путов. 

Для получения представления центрального баттерфляя используется произведение одномерных генераторов (9.9) с заменой во вторых компонентах пар x→y, именно 
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После раскрытия скобок с учетом соотношений (9.11), (9.17), (9.22) и (9.27) и заменой в них подходящего вершинного страйка центральным получаем искомое представление
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Смешение по одному измерению для граничных страйков порождает усеченные баттерфляи. Применяя парные произведения генераторов (9.4) и (9.9), (9.9) и (9.6), (9.6) и (9.9), (9.9) и (9.4) с заменой во вторых компонентах пар x→y, соответственно находим генераторы и порождаемые ими представления: 
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Смешение по одному измерению для внутренних страйков порождает полные смешанные баттерфляи. Применяя парные произведения генераторов (9.8) и (9.9), (9.5) и (9.9), (9.8) и (9.9), (9.9) и (9.5) с заменой во вторых компонентах пар x→y, определяем соответственно генераторы и порождаемые ими представления: 
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Подводя итог текущему разд. 3, в котором были получены представления базисных баттерфляев в терминах собственно двумерных α-опционов сделаем

Замечание. Очевидно, что каждый двумерный баттерфляй, как и его одномерный прототип, можно записать, используя не сами опционы, а их спрэды, причем это можно сделать как на начальной стадии в рамках задания генераторов, так и по окончании всего процесса получения представлений баттерфляев, подходяще группируя в них слагаемые. Представления в терминах спрэдов соответствуют теоретическим континуальным представлениям в терминах первой производной α-опционов (см. гл. 8) и имеют вполне определенный практический смысл. Процедура трансформации представлений достаточно понятна, и, чтобы не загромождать изложение дополнительными конструкциями, мы ее проводить не будем.    □
4. Иллюстративный пример
Положим для удобства X = Y = [–1, 1); отрицательные цены базовых активов не должны смущать читателя, так как простым линейным преобразованием область значений цен X(Y переводится в любой другой прямоугольник. Далее принимаем, что x,s(X; y,t(Y. 
4.1. Вычисление цен α-опционов
При построении на реальном рынке оптимального портфеля, например из коллов, цены базисных инструментов надлежит формировать на основе данных по рыночным ценам самих коллов. Однако в предлагаемом примере для проверки работоспособности всех блоков модели, а также с целью получения правдоподобных рыночных цен, изначально задается ценовая двумерная плотность c(x, y). Она может быть произвольной (как и прогнозная плотность вероятности p(x, y)), достаточно лишь обеспечить ее неотрицательность (и, по желанию, равенство единице интеграла от нее по всему пространству). Учитывая это, положим, например, 

p(x, y) = 13/36 – x2/6 – y2/6, 
c(x, y) = 37/120 – (x + 1/2)2/6 – (y – 1/2)2/6. 

Легко проверяется, что обе эти функции обладают свойствами плотности вероятности. С помощью второй из них последовательно находятся функции стоимости двумерных опционов C, S, P, F и одномерных опционов Cx, Cy, Px, Py в зависимости от страйка:


[image: image130.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22

22

1

480

,,

11284,

xsyt

stxsytcxydxdy

stsst

³³

=--=

=-----

òò

C



[image: image131.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22

22

1

480

,,

1136,

xsyt

stsxytcxydxdy

stst

<³

=--=

=+---

òò

S



[image: image132.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22

22

1

480

,,

11284,

xsyt

stsxtycxydxdy

ststt

³<

=--=

=++-+-

òò

P



[image: image133.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22

22

1

480

,,

112044,

xsyt

stxstycxydxdy

stsstt

³<

=--=

=-+--+-

òò

F



[image: image134.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

1

120

,1254

x

xsy

sxscxydxdysss

³Î

=-=---

òò

C

Y

,

[image: image135.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

1

120

,133

y

ytx

tytcxydxdytt

³Î

=-=--

òò

C

X

,


[image: image136.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

1

120

,133

x

xsy

ssxcxydxdyss

<Î

=-=+-

òò

P

Y

,


[image: image137.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

1

120

,1254

y

ytx

ttycxydxdyttt

<Î

=-=++-

òò

P

X

.
Далее в модели рынка проводится дискретизация и применяется алгоритм построения оптимального портфеля для сценарного рынка, притом в варианте #BsB гл. 7. Результаты используются для построения оптимального опционного портфеля. В качестве иллюстрации строятся портфели трех типов: приводятся C-представление, F-представление, а также смешанное представление в терминах опционов двумерного рынка сразу всех четырех типов. Функция рисковых предпочтений инвестора ((ε) = ε2, ε([0,1]. Дискретизация осуществляется выбором n1 = 6, n2 = 5. 
4.2. Веса базисных баттерфляев
в оптимальном портфеле
Сначала по формулам разд. 4.1 для выбранной решетки двумерных страйков рассчитываются значения стоимостей опционов всех четырех типов. Затем полученные данные следует трансформировать в стоимости базисных баттерфляев. Поскольку для произвольного фиксированного векторного страйка платежные функции базисных баттерфляев всех типов тождественны, то, вообще говоря, все равно, какого типа баттерфляи следует использовать. Используя, например, формулы для C-представления баттерфляев из разд. 3.1, находим цены всех базисных баттерфляев. Имеем (все числовые матричные характеристики даются в одномерном виде в лексикографическом порядке)

cB = {0.0292284, 0.0347617, 0.0384951, 0.0400951, 0.0396728, 0.0298765, 0.0354099, 0.0391432, 0.0407432, 0.0403210, 0.0291358, 0.0346691, 0.0384025, 0.0400025, 0.0395802, 0.0269136, 0.0324469, 0.0361802, 0.0377802, 0.0373580, 0.0232099, 0.0287432, 0.0324765, 0.0340765, 0.0336543, 0.0183025, 0.0238358, 0.0275691, 0.0291691, 0.0287469}.
Кстати, для проверки правильности формирования всех представлений для базисных баттерфляев, приведенных в разд. 3, нелишне было бы повторить расчеты и для прочих представлений и убедиться в совпадении результатов. 

Предложенный способ расчета цен базисных баттерфляев является естественным для реального рынка, во всяком случае, в отсутствие на рынке инструментов типа "индикаторов" сценариев. Тем не менее в теоретической схеме можно было бы предложить иной, более простой, способ расчета, состоящий в интегрировании плотности c(x, y) в пределах каждого двумерного сценария. Такой способ также рассматривался при анализе алгоритма в гл. 7, где соответствующий вектор цен обозначался cS. Здесь мы такого расчета не проводим. 
С подобной дилеммой мы сталкиваемся и при работе с прогнозной плотностью p(x,y). Но здесь оба способа логически оправданы, так как эта плотность – творение инвестора. Она используется с целью последующего сравнения для каждого базисного баттерфляя их рыночных цен с ценами, справедливыми с точки зрения инвестора. Поэтому вычисляются оба вектора pS и pB. Первый из них определяет прогнозные вероятности, получаемые интегрированием плотности p(x,y) в пределах каждого двумерного сценария. Упорядочивая их лексикографически, определяем одномерный вектор 
pS = {0.0179918, 0.0286584, 0.0322140, 0.0286584, 0.0179918, 0.0278683, 0.0385350, 0.0420905, 0.0385350, 0.0278683, 0.0328066, 0.0434733, 0.0470288, 0.0434733, 0.0328066, 0.0328066, 0.0434733, 0.0470288, 0.0434733, 0.0328066, 0.0278683, 0.0385350, 0.0420905, 0.0385350, 0.0278683, 0.0179918, 0.0286584, 0.0322140, 0.0286584, 0.0179918}. 
Второй вектор pB определяет справедливые для инвестора цены базисных баттерфляев, которые в гл. 7 мы называли еще суррогатными вероятностями сценариев. Для их вычисления следует повторить расчеты цен базисных баттерфляев из разд. 3.1 с использованием формул для цен опционов из разд. 4.1, но на этот раз для плотности p(x,y). В результате получается несколько отличный от pS вектор

pB = {0.0188477, 0.0287737, 0.0323292, 0.0287737, 0.0188477, 0.028107, 0.0380329, 0.0415885, 0.0380329, 0.028107, 0.0330453, 0.0429712, 0.0465267, 0.0429712, 0.0330453, 0.0330453, 0.0429712, 0.0465267, 0.0429712, 0.0330453, 0.028107, 0.0380329, 0.0415885, 0.0380329, 0.028107, 0.0188477, 0.0287737, 0.0323292, 0.0287737, 0.0188477}.
В той же гл. 7 делается вывод о том, что наиболее адекватным задаче вариантом алгоритма следует принять вариант #BsB, в котором упорядочение сценариев (базисных баттерфляев) осуществляется сравнением векторов pB и cB, а назначение вероятностей сценариям проводит посредством вектора pS. Именно этот вариант мы используем далее, и для этого мы провели все нужные расчеты. 
Используя алгоритм построения оптимального портфеля, находим вектор ξ, указывающий позиции компонент вектора ρ = p/c при их упорядочении по величине. Имеем соответственно
ξ = {5, 1, 30, 10, 4, 2, 15, 25, 3, 20, 9, 6, 29, 26, 8, 7, 14, 24, 11, 19, 28, 27, 21, 13, 16, 12, 23, 18, 22, 17}.
Возвращаясь к алгоритму с использованием CC-VaR, определяем веса базисных баттерфляев в оптимальном портфеле (которые не зависят от типа представления) и образуем из них вектор 
g = {0.00129482, 0.0193656, 0.0538469, 0.0122107, 0.000323704, 0.109733, 0.210254, 0.1764, 0.0920461, 0.00669838, 0.32873, 0.68703, 0.566396, 0.252012, 0.0295727, 0.616852, 1.0, 0.842709, 0.380471, 0.0701487, 0.49782, 0.914943, 0.758576, 0.292187, 0.0399342, 0.142816, 0.459271, 0.421249, 0.129541, 0.00291333}.
В терминах базисных баттерфляев оптимальный портфель должен иметь вид 
G = GB = (i(I,j(J gijBi,j.
 LISTNUM maket \l 4 
Наиболее важными числовыми характеристиками этого портфеля являются инвестиционная сумма, средний доход и средняя доходность. Имеем соответственно
A = 0.290693,  R = 0.352884,  y = 0.213939. 
4.3. C-, F- и смешанное представления
оптимального портфеля 
Теперь в зависимости от того, какого типа представление мы желаем иметь, нужно трансформировать представление портфеля (9.31), заменяя в нем обозначения базисных баттерфляев их заданием в терминах подходящих опционов. Подставляя в это соотношение выражения для базисных C-баттерфляев из разд. 3.1 и приводя подобные члены, получаем представление GC оптимального портфеля G в терминах собственно опционов C и его одномерных компонент Cx и Cy. В результате в варианте #BsB имеем портфель
GC = 0.00129482 U + 0.618381 C1,1 – 1.1309 C1,2 + 0.192134 C1,3 – 0.230572 C1,4 + 0.550955 C1,5 + 1.31495 C2,1 – 1.45328 C2,2 – 1.26651 C2,3 + 0.927604 C2,4 + 0.477234 C2,5 – 1.74697 C3,1 + 2.12289 C3,2 + 0.240391 C3,3 – 0.247238 C3,4 – 0.369071 C3,5 + 0.0684481 C4,1 + 0.213412 C4,2 + 0.795916 C4,3 + 0.0168603 C4,4 – 1.09464 C4,5 – 1.00982 C5,1 + 1.89047 C5,2 + 0.460589 C5,3 – 0.834573 C5,4 – 0.506671 C5,5 + 0.755007 C6,1 – 1.64259 C6,2 – 0.422523 C6,3 + 0.367919 C6,4 + 0.94219 C6,5 + 0.325314 C1,· + 0.331678 C2,· + 0.207374 C3,· – 1.22146 C4,· – 0.707919 C5,· + 1.06501 C6,· + 0.0451771 C·,1 + 0.0410261 C·,2 – 0.190294 C·,3 + 0.074373 C·,4 + 0.0297175 C·,5.
Подставляя в то же соотношение (9.31) выражения для базисных F-баттерфляев из разд. 3.4 и приводя подобные члены, получаем представление GF оптимального портфеля G в терминах собственно опционов F и его одномерных компонент F x и F y. В результате в варианте #BsB имеем портфель
GF =  0.000323704 U + 1.1119 F1,1 – 1.93761 F1,2 + 0.637968 F1,3 – 0.495872 F1,4 + 0.683605 F1,5 + 0.648179 F2,1 + 0.218282 F2,2 – 3.19406 F2,3 + 2.47241 F2,4 – 0.144813 F2,5 – 1.92342 F3,1 + 1.7962 F3,2 + 2.1911 F3,3 – 2.54095 F3,4 + 0.477073 F3,5 + 1.38265 F4,1 – 2.49407 F4,2 + 1.80581 F4,3 + 0.392654 F4,4 – 1.08705 F4,5 – 2.62027 F5,1 + 5.05454 F5,2 – 1.64117 F5,3 + 0.442252 F5,4 – 1.23535 F5,5 + 1.40096 F6,1 – 2.63735 F6,2 + 0.200356 F6,3 – 0.270493 F6,4 + 1.30653 F6,5 + 0.019124 F1,· + 0.0805834 F2,· – 0.00906392 F3,∙ – 0.217394 F4,∙ + 0.0517943 F5,∙ + 0.0749559 F6,∙ + 0.0451771 F∙,1 + 0.0410261 F·,2 – 0.190294 F·,3 + 0.074373 F·,4 + 0.0297175 F·,5. 

Представления GS и GP получаются аналогичным образом и нами здесь не выписываются. Смешанное представление оптимального портфеля с центральным страйком (3,3) в терминах собственно α-опционов C, S, P, F и опционов Cx, Cy, Px, Py  имеет вид 

GM = 0.616852 U – 0.451454 C3,3 – 0.564412 C3,4 + 1.01587 C3,5 + 0.694391 C4,3 + 0.392654 C4,4 – 1.08705 C4,5 + 0.793098 C5,3 + 0.442252 C5,4 – 1.23535 C5,5 – 1.03604 C6,3 – 0.270493 C6,4 + 1.30653 C6,5 + 0.677571 C3,∙ – 0.929968 C4,∙ – 0.759585 C5,∙ + 1.01198 C6,∙ – 1.00511 C∙,3 + 0.567928 C∙,4 + 0.437183 C∙,5 – 0.163338 F3,1 + 0.0768748 F3,2 + 0.0864635 F3,3 + 1.38265 F4,1 – 2.49407 F4,2 + 1.11142 F4,3 – 2.62027 F5,1 + 5.05454 F5,2 – 2.43427 F5,3 + 1.40096 F6,1 – 2.63735 F6,2 + 1.23639 F6,3 + 1.1119 P1,1 – 1.93761 P1,2 + 0.825702 P1,3 + 0.648179 P2,1 + 0.218282 P2,2 – 0.866461 P2,3 – 1.76008 P3,1 + 1.71932 P3,2 + 0.0407597 P3,3 + 0.367659 P1,∙ + 0.953696 P2,∙ – 1.32136 P3,∙ + 1.00251 P∙,1 – 1.17795 P∙,2 + 0.175444 P∙,3 – 0.187733 S1,3 – 0.495872 S1,4 + 0.683605 S1,5 – 2.3276 S2,3 + 2.47241 S2,4 – 0.144813 S2,5 + 2.51533 S3,3 – 1.97654 S3,4 – 0.538792 S3,5.
Разумеется, в одном и том же варианте #BsB все портфели GC, GS, GP, GF и GM должны иметь единую платежную функцию, и в этом убеждаемся, проделывая вычислительные эксперименты. График платежной функции представлен на рис. 5. Заметим, что портфели в иных вариантах (например, #SB) в данном примере имеет несколько иные платежные функции, но по внешнему виду графика заметить это не представляется возможным.
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Рис. 5. Платежная функция оптимального двумерного портфеля
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