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Пре ди сло вие

ХХ век был ве ком ка ну нов и пред зна ме но ва ний.
В на ча ле века клас си че ская фи зи ка была на ка ну не ре ля ти -

ви ст ской и кван то вой ре во лю ции. Кон цеп ция мак ро ско пи че -
ско го де тер ми низ ма ус ту пи ла место кон цеп ции мик ро ско пи че -
ской не оп ре де лен но сти, ко то рая ка че ст вен но из ме ни ла ра цио -
на ли сти че ское ми ро воз зре ние. Идею пре до пре де лен но сти гар -
мо нии и сим мет рии в при ро де и духе сме ни ла идея ис ход но го
хао са, из ко то ро го не ли ней ные взаи мо дей ст вия вы страи ва ют
ква зи по ря док.

В се ре ди не века че ло ве че ст во было на по ро ге при зна ния того,
что ов ла де ло си ла ми при ро ды на соб ст вен ную по ги бель. Идею не -
ис чер пае мо сти ре сур сов Зем ли сме ни ла идея от вет ст вен но сти про -
грес са за судь бу че ло ве че ст ва. В кон це века на стал ка нун осоз на -
ния, что тех но ло ги че ские но во вве де ния мо гут по гу бить со ци аль ную 
при ро ду лю дей. Спо соб ность мыс лить и со пе ре жи вать вы де ли ла
лю дей из жи вой при ро ды. Ин фор ма ци он ные тех но ло гии по зво ля ют 
под ме нить мыш ле ние по треб ле ни ем ин фор ма ции, пред ло жен ной
по са мым вы со ким стан дар там мас со во го про из вод ст ва. По тре би те -
ля ми ин фор ма ции мож но ма ни пу ли ро вать точ но так же, как по тре -
би те ля ми то ва ров, ос тав ляя им ощу ще ние пол ной сво бо ды вы бо ра
и ли шая их чув ст ва со ци аль ной от вет ст вен но сти.

Две ми ро вые вой ны были пред зна ме но ва ни ем того, как идеи,
ов ла дев шие мас са ми, за пус ка ют ме ха низ мы вза им но го унич то же -
ния в гло баль ных мас шта бах. В кон це ХХ века эко но ми че ский раз -
рыв ме ж ду стра на ми мира пе ре рос в тех но ло ги че ский раз рыв, ко то -
рый дос тиг мас шта ба ци ви ли за ци он но го раз ло ма. Раз лом чре ват
на пря же ния ми гло баль но го мас шта ба, ко то рые раз ре ша ют ся ми ро -
вы ми кон флик та ми.

Нау ка ак тив но влия ла на пе ре ме ны ХХ века, а пе ре ме ны от ра -
зи лись на от но ше нии об ще ст ва к нау ке. Од на ко ред ко по доб но го
рода пе ре ме ны так ярко от ра жа ют ся в ин ди ви ду аль ной судь бе
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уче но го, как от ра зи лись они в жиз ни и на уч ном твор че ст ве Ни ки -
ты Ни ко лае ви ча Мои сее ва. По это му чи та те лям бу дет ин те рес но
про сле дить эво лю цию на уч ных при стра стий, под хо дов к за да чам,
взгля дов за ме ча тель но го рос сий ско го уче но го. Мы на де ем ся, что
пред ла гае мое со б ра ние из бран ных тру дов Н.Н. Мои сее ва дает дос -
та точ но ма те риа ла для это го. От би рая ра бо ты, мы ста ра лись по ка -
зать, как из кон крет но го, со дер жа тель но го на уч но го опы та ро ж да -
лось ми ро воз зре ние и фи ло соф ские взгля ды уче но го.

* * *
Ни ки та Ни ко лае вич Мои се ев ро дил ся 23 ав гу ста 1917 года в

Мо ск ве. Его отец, Ни ко лай Сер гее вич, окон чил юри ди че ский фа -
куль тет Мо с ков ско го уни вер си те та и был ос тав лен при уни вер си -
те те «для под го тов ки к про фес сор ско му зва нию». Од на ко в 1918 г. 
он был уво лен из уни вер си те та, и его на уч ная карь ера не со стоя -
лась, во мно гом по вине то гдаш не го нар ко ма про све ще ния
А.В. Лу на чар ско го. Мать, Еле на Ни ко ла ев на, была при ем ной до -
че рью Ни ко лая Кар ло ви ча фон Мекк, сына На де ж ды Фи ла ре тов -
ны фон Мекк, из вест ной по той роли, ко то рую она сыг ра ла в
жиз ни на ше го ве ли ко го ком по зи то ра П.И. Чай ков ско го. Мать Ни -
ки ты Ни ко лае ви ча рано умер ла, и боль шую часть жиз ни он про -
жил с ма че хой, Мар га ри той Ва силь ев ной, о ко то рой за бо тил ся до
по след них дней ее жиз ни.

Дет ст во Ни ки та Ни ко лае вич про вел на Сход не, под Мо ск вой, в
доме деда Сер гея Ва силь е ви ча Мои сее ва, ко то рый был ин же не -
ром-пу тей цем, до слу жил ся до ге не раль ско го чина, и при со вет ской
вла сти за ни мал вы со кий пост в нар ко ма те же лез ных до рог. Это была 
жизнь рус ской ин тел ли гент ной се мьи, в ко то рой ин те ре со ва лись
мно гим, в том чис ле по ли ти кой, ли те ра ту рой, го во ри ли о судь бах
Рос сии. Не при ни мая боль ше визм, они на дея лись на воз ро ж де ние
Рос сии по сле нэпа. Су ж де ния деда и отца, по при зна нию Ни ки ты
Ни ко лае ви ча, во мно гом оп ре де ли ли его взгля ды на всю жизнь. «Дед 
и отец — они были ис крен ни ми рус ски ми пат рио та ми в са мом ци -
ви ли зо ван ном по ни ма нии это го сло ва», — вспо ми нал он.

Од на ко при всту п ле нии в са мо стоя тель ную жизнь со ци аль ное
про ис хо ж де ние сде ла ло Ни ки ту Ни ко лае ви ча из го ем. Его не при -
ня ли в Мо с ков ский уни вер си тет, хотя всту пи тель ные эк за ме ны
были сда ны ус пеш но. Толь ко вме ша тель ст во И.М. Гель фан да и
сча ст ли вый слу чай по мог ли ему стать сту ден том МГУ.
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На стар ших кур сах Н.Н. Мои се ев спе циа ли зи ро вал ся по тео рии 
функ ций дей ст ви тель но го пе ре мен но го, но не ус пел окон чить уни -
вер си тет, как на ча лась Ве ли кая Оте че ст вен ная вой на. Он был на -
прав лен учить ся в Во ен но-воз душ ную ака де мию им. Н.Е. Жу ков -
ско го, окон чил ее в мае 1942 г. и в зва нии лей те нан та уе хал на
Вол хов ский фронт стар шим тех ни ком по воо ру же нию са мо ле тов.
За кон чил вой ну бое вым офи це ром, на гра ж ден ным ор де на ми и
ме да ля ми.

На уч ную дея тель ность Ни ки та Ни ко лае вич на чал в авиа ци он -
ном пол ку. Слу чай но ему по па лась не мец кая кни га по внеш ней
бал ли сти ке ра кет ных сна ря дов. Про чи тав ее, Мои се ев су ще ст вен но 
уп ро стил из ло жен ный в кни ге ме тод, на пи сал 10-стра нич ный трак -
тат и от пра вил про фес со ру Ю.А. По бе до нос це ву, у ко то ро го учил ся 
в ака де мии Жу ков ско го в 1942 г. От ве том был при каз, ко то рым ка -
пи тан Мои се ев от ко ман ди ро вы вал ся на ка фед ру ре ак тив но го воо -
ру же ния са мо ле тов ака де мии Жу ков ско го.

Ка фед ру воз глав лял про фес сор Дмит рий Алек сан д ро вич Вент -
цель. Его Ни ки та Ни ко лае вич счи тал од ним из сво их учи те лей:
«Бла го да ря об ще нию с Дмит ри ем Алек сан д ро ви чем я по нем но гу
на чал по ни мать пре лесть при клад ной нау ки и за дач, воз ни каю щих
в ин же нер ной прак ти ке, ко то рые тре бу ют и ост ро умия и изо бре та -
тель но сти не мень ше, чем лю бые вы со кие ма те рии. И по сте пен но
осоз нал, что нау ка еди на, если она дей ст ви тель но НАУКА. Нет
наук пер во го и вто ро го сор та. Они де лят ся по со всем дру гим прин -
ци пам: есть на стоя щая, глу бо кая нау ка и есть спе ку ля ции на нау ке. 
Дру го го раз де ле ния с тех пор я не при знаю».

Ра бо тая на ка фед ре, Н.Н. Мои се ев пред ло жил про стой ори ги -
наль ный ме тод рас че та рас сеи ва ния не управ ляе мых ра кет ных сна -
ря дов, и эти ре зуль та ты ста ли ос но вой его кан ди дат ской дис сер та -
ции по техни чес ким нау кам. За два-три года Н.Н. Мои се ев стал из -
вест ным спе циа ли стом в об лас ти ди на ми ки управ ляе мых ра кет и в
1949 г. ушел из ар мии. Он был при нят на ра бо ту в ве ду щий ра кет -
ный НИИ и на ка фед ру МВТУ им. Н.Э. Бау ма на, вы сту пал с док -
ла да ми, пуб ли ко вал ся, и уже пи сал кни гу, ко то рая долж на была
стать ос но вой док тор ской дис сер та ции. Но в 1949 г. его ма че ху
М.В. Мои сее ву, учи тель ни цу млад ших клас сов шко лы по сел ка
Сход ня, аре сто ва ли по об ви не нию «в уча стии в под го тов ке воо ру -
жен но го вос ста ния» и осу ди ли на 10 лет ла ге рей. Н.Н. Мои се ев
был ли шен до пус ка к сек рет ным ма те риа лам и уво лен с ра бо ты.
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Ре зуль та ты это го пе рио да его на уч ной дея тель но сти со дер жа лись в
за кры тых от че тах и не были опуб ли ко ва ны.

В 1950 г. Н.Н. Мои се ев пе ре ез жа ет в Рос тов-на-До ну и, мож но 
ска зать, за но во на чи на ет на уч ную жизнь в Рос тов ском уни вер си -
те те до цен том на ка фед ре тео ре ти че ской ме ха ни ки. Он на чи на ет
за ни мать ся гид ро ди на ми кой и по лу ча ет ре зуль та ты, ко то рые ста ли 
со дер жа ни ем его док тор ской дис сер та ции по фи зи ко-ма те ма ти че -
ским нау кам. В 1955 г. Ни ки та Ни ко лае вич ус пеш но за щи тил дис -
сер та цию на Уче ном со ве те Ма те ма ти че ско го ин сти ту та им.
В.А. Стек ло ва АН СССР.

В том же 1955 г. Н.Н. Мои се ев по лу ча ет пред ло же ние ака де ми -
ка М.А. Лав рен ть е ва за нять долж ность про фес со ра ка фед ры тео -
рии взры ва Мо с ков ско го фи зи ко-тех ни че ско го ин сти ту та и воз вра -
ща ет ся в Мо ск ву. С 1956 г. в те че ние трид цати лет он был свя зан с
Мо с ков ским фи зи ко-тех ни че ским ин сти ту том и Вы чис ли тель ным
цент ром АН СССР, куда в том же году при шел стар шим на уч ным
со труд ни ком в ла бо ра то рию А.А. Аб ра мо ва. В МФТИ Н.Н. Мои се -
ев был од ним из ини циа то ров соз да ния в 1969 г. фа куль те та управ -
ле ния и при клад ной ма те ма ти ки и стал его пер вым де ка ном. А в
ВЦ АН СССР су ще ст во ва ло бо лее пят на дца ти от де лов, соз дан ных
по ини циа ти ве и при уча стии Н.Н. Мои сее ва, ко гда в 1987 г. Ни -
ки та Ни ко лае вич вы шел в от став ку с по ста за мес ти те ля ди рек то ра
ВЦ АН СССР по нау ке.

* * *
В на уч ном на сле дии Н.Н. Мои сее ва лег ко про сле дить со че та ние

вы со кой ма те ма ти че ской куль туры и ост рой при клад ной на прав лен -
но сти. Уже в пер вых ра бо тах, ко то рые при нес ли ему на уч ный ав то -
ри тет и из вест ность, от ра зи лись глав ные осо бен но сти на уч но го
твор че ст ва Н.Н. Мои сее ва: пол ный ма те ма ти че ский ана лиз за да чи и
ин те рес к ин тер пре та ции ма те ма ти че ских фак тов, спо соб ность уви -
деть те фи зи че ские и тех ни че ские след ст вия, ко то рые эти фак ты
мог ли иметь. Во круг Ни ки ты Ни ко лае ви ча со бра лась боль шая груп -
па спо соб ных мо ло дых ис сле до ва те лей — сту ден тов и ас пи ран тов
МФТИ и МГУ им. М.В. Ло мо но со ва. У него было за ме ча тель ное чу -
тье на но вые ак ту аль ные за да чи. Он ви дел связь их с теми про бле -
ма ми, ко то рые были жиз нен но важ ны для стра ны. Осо бен но ярко
это про яви лось то гда, ко гда он ис кал об щие и чет кие по ста нов ки за -
дач, от ре ше ния ко то рых за ви сит на уч но-тех ни че ский и со ци аль ный 
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про гресс на шей стра ны или судь ба пла не ты в це лом. Он раз ра ба ты -
вал ме то до ло гию меж дис ци п ли нар ных ис сле до ва ний как под ход к
ре ше нию этих за дач, ис кал в ме то до ло гии место при клад ной ма те -
ма ти ки и ком пь ю тер ных тех но ло гий.

Ре зуль та ты дея тель но сти Н.Н. Мои сее ва по лу чи ли вы со кое на -
уч ное и об ще ст вен ное при зна ние. В 1966 г. он был из бран чле -
ном-кор рес пон ден том АН СССР, а в 1984 г. — дей ст ви тель ным
чле ном (ака де ми ком) АН СССР. Н.Н. Мои се ев был на гра ж ден
мно ги ми ор де на ми и ме да ля ми, ему была при су ж де на Го су дар ст -
вен ная пре мия СССР и пре мия Со ве та Ми ни ст ров СССР, был из -
бран чле ном ино стран ных ака де мий и на уч ных со об ществ, удо сто -
ен ме ж ду на род ных пре мий.

В на уч ной жиз ни Н.Н. Мои сее ва мож но вы де лить не сколь ко
пе рио дов, ко то рые оп ре де ля лись его на уч ны ми ин те ре са ми. В со от -
вет ст вии с этим пред ла гае мые чи та те лю «Из бран ные тру ды»
Н.Н. Мои сее ва раз де ле ны на че ты ре час ти.

В 1950-х и на ча ле 1960-х го дов ис сле до ва ния Н.Н. Мои сее ва
были по свя ще ны за да чам гид ро ди на ми ки и ме ха ни ки. Ра бо тая на
ка фед ре уни вер си те та в Рос то ве, он по до шел к за да чам о ко ле ба ни -
ях жид ко сти в ог ра ни чен ной по лос ти ака де ми че ски, изу чая со сту -
ден та ми клас си че ский труд Н.Е. Жу ков ско го о дви же нии твер до го
тела, по лость ко то ро го за пол не на жид ко стью. В это же вре мя
Н.Н. Мои се ев как ма те ма тик ис сле до вал спектр соб ст вен ных ко -
ле ба ний тя же лой иде аль ной жид ко сти в не под виж ном со су де. Ес те -
ст вен ным об ра зом он при шел к обоб ще нию за да чи Н.Е. Жу ков ско -
го — к по ста нов ке за да чи о дви же нии твер до го тела, по лость ко то -
ро го не пол но стью за пол не на тя же лой иде аль ной жид ко стью. В ли -
ней ной по ста нов ке сис те ма урав не ний дви же ния тела с жид ко стью
была вы пи са на в об щей опе ра тор ной фор ме. Н.Н. Мои се ев вы яс -
нил, что ли ней ный опе ра тор за да чи рас ще п ля ет ся на бес ко неч но -
мер ный по ло жи тель но оп ре де лен ный опе ра тор и ко неч но мер ный
опе ра тор, ко то рый не об ла да ет оп ре де лен ны ми свой ст ва ми. Да лее
он дей ст во вал как при клад ник, про шед ший шко лу Д.А. Вент це ля.
Он ус мот рел, что тело с ко леб лю щей ся жид ко стью мож но опи сать
как ме ха ни че скую сис те му с бес ко неч ным чис лом сте пе ней сво бо -
ды. За да ча гид ро ди на ми ки была от де ле на от за да чи ди на ми ки эк -
ви ва лент но го тела, с ко то рым свя за на бес ко неч ная сис те ма ма те ма -
ти че ских ма ят ни ков. Ди на ми че ские ха рак те ри сти ки жид ко сти с
«за мо ро жен ной» сво бод ной по верх но стью вы чис ля лись по ме то ду
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Н.Е. Жу ков ско го, а ко ле ба ния сво бод ной по верх но сти вы чис ля лись 
че рез ре ше ние за да чи о соб ст вен ных ко ле ба ни ях жид ко сти в не -
под виж ной по лос ти. Н.Н. Мои се ев до ка зал пол но ту глав ных ко ле -
ба ний сис те мы и обос но вал ва риа ци он ный ме тод для их вы чис ле -
ний. Это было ис чер пы ваю щим ре ше ни ем за да чи. Ва риа ци он ный
ме тод да вал воз мож ность эф фек тив но ис поль зо вать ЭВМ для вы -
чис ле ний ди на ми че ских ха рак те ри стик ме ха ни че ской сис те мы, эк -
ви ва лент ной телу, со дер жа ще му жид кость в по лос тях слож ной фор -
мы. В даль ней шем Н.Н. Мои се ев рас про стра нил эти ре зуль та ты на
за да чу о дви же нии уп ру го го тела с по ло стью, со дер жа щей ко леб лю -
щую ся иде аль ную жид кость.

Из тео рии, по стро ен ной Н.Н. Мои сее вым, сле до ва ло, что для
ус той чи во сти рав но ве сия твер до го тела, в по лос ти ко то ро го мо жет
ко ле бать ся жид кость, не об хо ди ма и дос та точ на ус той чи вость эк ви -
ва лент но го твер до го тела. Это был клас си че ский резуль тат, обоб -
щаю щий из вест ную клас си че скую тео ре му Н.Е. Жу ков ско го. Из
тео рии сле до ва ли и важ ные прак ти че ские ре зуль та ты. На ак тив ном
уча ст ке ра ке та с жид ким то п ли вом мо жет быть опи са на как твер дое 
(или, точ нее, уп ру гое) тело, в по лос тях ко то ро го ко леб лет ся жид -
кость. Урав не ния дви же ния та кой сис те мы не об хо ди мо знать, что -
бы ста би ли зи ро вать ее дви же ние. Так, на чав с ака де ми че ской по -
ста нов ки за да чи и вы пол нив пол ное ее ма те ма ти че ское ис сле до ва -
ние, Н.Н. Мои се ев по лу чил при клад ные ре зуль та ты, ко то рые были
ак ту аль ны для бур но раз ви вав шей ся в то вре мя ра кет ной тех ни ки.
Ме то ды рас че та ди на ми че ских ха рак те ри стик тела с жид ко стью,
ко то рые он пред ло жил, были спе ци аль но ори ен ти ро ва ны на при -
ме не ние ЭВМ в выс шей сте пе ни ак ту аль ной то гда об лас ти
при ло же ний.

Это —  ха рак тер ная осо бен ность всех ра бот Ни ки ты Ни ко лае ви -
ча, ко то рые он вы пол нил вме сте со свои ми уче ни ка ми в Вы чис ли -
тель ном цент ре АН СССР. Вни ма тель но сле дя за раз ви ти ем вы чис -
ли тель ной тех ни ки, он не ус та вал по вто рять: «Мы долж ны быть го -
то вы ис поль зо вать все воз мож но сти ЭВМ но во го по ко ле ния для ре -
ше ния за дач на род но хо зяй ст вен но го и го су дар ст вен но го зна че ния».

Ито гом ис сле до ва ний дви же ния тел с жид ко стью ста ла мо но -
гра фия «Ди на ми ка тела с по лос тя ми, со дер жа щи ми жид кость», на -
пи сан ная вме сте с В.В. Ру мян це вым и опуб ли ко ван ная в 1965 г.

За да чу о ко ле ба ни ях тя же лой иде аль ной жид ко сти в со су де
Н.Н. Мои се ев рас смот рел и в не ли ней ной по ста нов ке, при ме нив
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под ход, пред ло жен ный А. Пу ан ка ре. Он ис кал при бли жен ное ре -
ше ние за да чи в виде асим пто ти че ско го ряда по ма ло му па ра мет ру
(ам пли ту де вол ны) и по ка зал, что спектр соб ст вен ных ко ле ба ний
яв ля ет ся не дис крет ным, а ку соч но-не пре рыв ным, а ам пли ту да ко -
ле ба ний мо жет быть лю бой из кру га схо ди мо сти ряда. Рас смот рев
за да чу о вы ну ж ден ных ко ле ба ни ях жид ко сти в пе рио ди че ском поле 
мас со вых сил, по стро ил вбли зи ре зо нан са и вда ли от ре зо нан са
при бли жен ное асим пто ти че ское ре ше ние, вы ро ж даю щее ся в три ви -
аль ное ре ше ние.

Ос нов ные ре зуль та ты Н.Н. Мои сее ва в тео рии не ли ней ных
волн от но сят ся к ее клас си че ским раз де лам. При об щих пред по ло -
же ни ях им до ка за но су ще ст во ва ние волн на по верх но сти за вих рен -
ной жид ко сти. Он раз вил ме тод М.А. Лав рен ть е ва кон форм ных
ото бра же ний уз ких по лос и при ме нил его для асим пто ти че ско го
ана ли за це ло го ряда за дач о не ли ней ных вол нах на по верх но сти
жид ко сти.

Ис сле до ва ния за дач о не ли ней ных ко ле ба ни ях жид ко сти в на -
ча ле 1960-х го дов под ве ли Ни ки ту Ни ко лае ви ча к об щей про бле ме
не ли ней ных ко ле ба ний ме ха ни че ских сис тем. Им были раз ра бо та -
ны асим пто ти че ские ме то ды, ос но ван ные на про це ду рах ус ред не -
ния и раз де ле ния дви же ний. Асим пто ти че ская об ра бот ка за дач о
дви же нии кос ми че ских ап па ра тов дала воз мож ность по стро ить эко -
ном ные чис лен ные ме то ды ин тег ри ро ва ния урав не ний дви же ния.

Ис сле до ва ния не ли ней ных ко ле ба ний за вер ши лись в 1969 г.
мо но гра фи ей «Асим пто ти че ские ме то ды не ли ней ной ме ха ни ки».

На ча ло сле дую ще го эта па на уч ной жиз ни Ни ки ты Ни ко лае ви ча 
от ме че но рез кой сме ной на уч ных ин те ре сов. В на ча ле 1960-х го дов
он еще про дол жал за ни мать ся гид ро ди на ми кой и ме ха ни кой, ко гда 
всерь ез за ин те ре со вал ся тео ри ей оп ти маль но го управ ле ния ме ха ни -
че ским дви же ни ем, а за тем об щей тео ри ей управ ле ния слож ны ми
сис те ма ми. В то вре мя на пер вый план вы шли за да чи не ана ли за, а 
син те за сис тем. Пер вы ми из та ко го рода со дер жа тель ных за дач
были за да чи оп ти маль но го управ ле ния дви же ни ем кос ми че ских и
ле та тель ных ап па ра тов. Н.Н. Мои се ев сра зу по нял ак ту аль ность
этих за дач и оце нил пер спек ти вы раз ви тия это го на уч но го на прав -
ле ния. Сна ча ла вме сте со свои ми уче ни ка ми он ос ваи вал клас си че -
ский прин цип мак си му ма Пон тря ги на и ис кал эф фек тив ные чис -
лен ные ме то ды ре ше ния крае вых за дач, к ко то рым сво дил ся рас чет 
оп ти маль ных тра ек то рий. За тем воз ник ла за да ча об оп ти маль ной
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тра ек то рии кос ми че ско го ап па ра та в об лет ра диа ци он ных поя сов
Зем ли. Фор му ли ров ка за да чи со дер жа ла ог ра ни че ния на фа зо вые
пе ре мен ные ап па ра та, по этому к ней нель зя было при ме нить клас -
си че ский прин цип мак си му ма Пон тря ги на, и Ни ки та Ни ко лае вич
пред ло жил со вер шен но ори ги наль ный под ход к ре ше нию та ких за -
дач, ко то рый он на звал ме то дом пе ре бо ра в про стран ст ве со стоя -
ний. По су ще ст ву он от крыл но вое на прав ле ние в тео рии раз но ст -
ных ме то дов. Ме тод, пред ло жен ный Н.Н. Мои сее вым, ока зал ся
уни вер саль ным для ши ро ко го клас са за дач ме ха ни ки и дал на ча ло
но во му на прав ле нию ис сле до ва ний.

Ни ки та Ни ко лае вич Мои се ев сде лал очень мно го для раз ви тия
ме то дов оп ти ми за ции и тео рии управ ле ния в на шей стра не. С 1965 г.
он на чал про во дить Все со юз ные лет ние шко лы по ме то дам оп ти ми за -
ции и тео рии управ ле ния. Они со би ра лись раз в два года на Ук раи не, 
в Азер бай джа не, Мол да вии, Бе ло рус сии, Эс то нии, на Вол ге, на Ура -
ле, в Си би ри, и так про дол жа лось до 1989 г. Шко лы спо соб ст во ва ли
рос ту на уч ной мо ло де жи прак ти че ски во всех ре гио нах Со вет ско го
Сою за, очень мно гие уча ст ни ки школ Мои сее ва вы рос ли в ве ду щих
спе циа ли стов, из вест ных во всем мире. С тех пор во всех рес пуб ли ках 
быв ше го Со вет ско го Сою за со хра ня ет ся не фор маль ное на уч ное и ду -
хов ное един ст во, ко то рое на зы ва ет ся Шко лой Мои сее ва.

Соб ст вен ные ис сле до ва ния за дач оп ти ми за ции Ни ки та Ни ко -
лае вич за вер шил мо но гра фи ей «Чис лен ные ме то ды в тео рии оп ти -
маль ных сис тем», опуб ли ко ван ной в 1971 г.

Об ста нов ка на ча ла 1960-х го дов бу до ра жи ла умы. На ко нец по -
лу чи ли об ще ст вен ное при зна ние идеи и ме то ды оп ти маль но го
пла ни ро ва ния на род но го хо зяй ст ва, еще до вой ны пред ло жен ные
ака де ми ком Л.В. Кан то ро ви чем. От да вая им долж ное, в то же вре -
мя Ни ки та Ни ко лае вич, по жа луй, пер вым пре одо лел ил лю зии,
свя зан ные с оп ти ми за ци он ным под хо дом к управ ле нию на род ным 
хо зяй ст вом. Дело в том, что оп ти ми за ци он ные мо де ли ог ра ни чи -
ва лись толь ко про цеду рами пла ни ро ва ния хо зяй ст ва, в них не
учи ты ва лись ре аль ные ме ха низ мы ре гу ли ро ва ния про из вод ст ва и
об ра ще ния. Ка ж дый из субъ ек тов эко но ми ки име ет соб ст вен ные
ин те ре сы и даже в ус ло ви ях са мой же ст кой цен тра ли за ции ка ж -
дый об ла да ет ре сур сом (на при мер, до пол ни тель ной ин фор ма ци -
ей), что бы дей ст во вать в со от вет ст вии со свои ми ин те ре са ми. Ни -
ки та Ни ко лае вич очень бы ст ро это по чув ст во вал. В 1967 г. он
док ла ды вал о по ста нов ке за да чи пла ни ро ва ния, ос но ван ной на
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про грамм но-це ле вом ме то де. Пред ла гал, оп ре де ляя цели раз ви тия
и спо со бы их дос ти же ния, учи ты вать ог ра ни че ния, воз ни каю щие
из-за раз но об ра зия ин те ре сов лю дей, и толь ко по сле того как оп -
ре де ле ны спо со бы дей ст вий, оп ти ми зи ро вать рас пре де ле ние ог ра -
ни чен ных ре сур сов ме ж ду ра бо та ми, из ко то рых со сто ят спо со бы
дос ти же ния це лей, ис поль зуя для это го ре сур сы ЭВМ.

Так Н.Н. Мои сее вым впер вые была вы дви ну та идея со че та ния
не фор маль ных про цеду р и ма те ма ти че ских ме то дов в про бле ме
управ ле ния слож ны ми ор га ни за ци он ны ми, тех ни ко-эко но ми че ски -
ми и со ци аль но-эко но ми че ски ми сис те ма ми. По том она пе ре рас тет 
в об щую идею син те за гу ма ни тар но го и ес те ст вен но на уч но го зна -
ния. А в на ча ле 1970-х он пред ло жил тео рию ие рар хи че ских сис тем 
и ме тод ими та ци он но го мо де ли ро ва ния в ка че ст ве ин ст ру мен тов
изу че ния слож ных сис тем, в ко то рых люди од но вре мен но и субъ ек -
ты и объ ек ты управ ле ния.

Рас смат ри вая мно же ст вен ность ин те ре сов субъ ек тов в ус ло ви -
ях ор га ни за ци он ной и со ци аль ной ие рар хии и не из беж ную не пол -
ную ин фор ми ро ван ность субъ ек тов, Н.Н. Мои се ев по стро ил ин -
фор ма ци он ную тео рию ие рар хи че ских сис тем. Она ос но ва на на
мо де ли, ко то рая опи сы ва ет не то ж де ст вен ность це лей сис те мы и
от дель ных ее эле мен тов и при ня тие ре ше ний ка ж дым из них в ус -
ло ви ях не пол ной ин фор ми ро ван но сти. Ис поль зуя тео ре ти ко-иг ро -
вые кон ст рук ции, Н.Н. Мои се ев пред ло жил под ход к чис лен но му
ана ли зу и син те зу слож ных ие рар хи че ских сис тем управ ле ния.

Ме тод ими та ци он но го мо де ли ро ва ния опи рал ся на но вые воз -
мож но сти, ко то рые пре дос тав ля ли ЭВМ третье го по ко ле ния. Ими та -
ци он ное мо де ли ро ва ние со че та ло в себе ма те ма ти че ское опи са ние тех 
про цес сов в слож ной сис те ме, ко то рые под да ют ся фор ма ли за ции, и
не фор маль ные про цеду ры ими та ции опе ра то ра ми тех про цеду р при -
ня тия ре ше ний, ко то рые фор ма ли за ции не под да ют ся. Ин ст ру мен том 
ими та ци он но го мо де ли ро ва ния была диа ло го вая че ло ве ко-ма шин ная
сис те ма с про грамм ным обес пе че ни ем про ве де ния ими та ци он ных
экс пе ри мен тов и об ра бот ки их ре зуль та тов. Ме тод ими та ци он но го
мо де ли ро ва ния усо вер шен ст во вал тех но ло гию про ек ти ро ва ния слож -
ных сис тем, за ме няя на тур ные экс пе ри мен ты с сис те мой ими та ци он -
ны ми экс пе ри мен та ми с ее пол ной мо де лью на ЭВМ.

Ис сле до ва ния про блем управ ле ния слож ны ми сис те ма ми за вер -
ши лись мо но гра фи ей «Ма те ма ти че ские за да чи сис тем но го ана ли -
за», опуб ли ко ван ной в 1981 г.
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Н.Н. Мои се ев ак тив но про па ган ди ро вал свой под ход к про бле ме 
управ ле ния на род ным хо зяй ст вом, на стой чи во, хотя и без успеш но,
пы тал ся вне дрить свои идеи в соз на ние выс ше го го су дар ст вен но го
ру ко во дства. «…Все было тщет но, — вспо ми нал Ни ки та Ни ко лае -
вич, — по-ино му и быть не мог ло… На ша го су дар ст вен ная, по ли ти -
че ская и эко но ми че ская сис те ма была уни каль ным соз да ни ем При -
ро ды. Имен но При ро ды! Ее ни кто не соз да вал по ка ко му-то за ду -
ман но му пла ну. Она воз ник ла в резуль тате внут рен них при чин раз -
ви тия ор га ни за ции, тех из на чаль ных сти му лов, ко то рые в нее были
за ло же ны еще в про цес се ре во лю ции». Од на ко пре ж де чем Ни ки та
Ни ко лае вич при шел к це ло ст ной кон цеп ции раз ви тия слож ных сис -
тем, про шло не сколь ко лет ин тен сив ной ра бо ты над гло баль ной мо -
де лью био сфе ры. Это был по след ний пе ри од на уч ной жиз ни Ни ки -
ты Ни ко лае ви ча в Вы чис ли тель ном цент ре АН СССР.

О ки бер не ти че ском опи са нии эко ло го-эко но ми че ских сис тем
Н.Н. Мои се ев пи сал еще в 1977 г., при ме няя свою ин фор ма ци он ную
тео рию ие рар хи че ских сис тем. Про бле ма ми ма те ма ти че ско го мо де ли -
ро ва ния про цес сов в био сфе ре он на чал ин те ре со вать ся в кон це
1970-х и об су ж дал их с Н.В. Ти мо фее вым-Ре сов ским. В про цес се ра -
бо ты над мо де лью Н.Н. Мои се ев вос при нял уче ние В.И. Вер над ско -
го о ноо сфе ре и раз вил кон цеп цию ко эво лю ции че ло ве ка и при ро ды.
К тому вре ме ни уже были ши ро ко из вест ны ра бо ты Дж. Фор ре сте ра
и Д. Ме до уза по гло баль ной ди на ми ке. От прав ной точ кой ис сле до ва -
ний Ни ки ты Ни ко лае ви ча была кри ти ка этих ра бот. Он раз ра бо тал
про грам му, це лью ко то рой было соз да ние сис те мы мо де лей, опи сы -
ваю щих взаи мо дей ст вия про цес сов в био сфе ре и че ло ве че ской ак тив -
но сти. На пер вом эта пе была по строе на мо дель взаи мо дей ст вия про -
цес сов в ат мо сфе ре и в океа не, влияю щих на по го ду и кли мат. Ни ки -
та Ни ко лае вич ра бо тал над этой мо де лью вме сте со сво им уче ни ком
В.В. Алек сан д ро вым, ко то рый про во дил чис лен ное ис сле до ва ние мо -
де ли и вы чис ли тель ные экс пе ри мен ты с ней.

Ко гда аме ри кан ский ас тро ном К. Са ган опуб ли ко вал сце на рий
воз мож ных по след ст вий ядер ной вой ны ме ж ду США и СССР,
Н.Н. Мои се ев уже имел мо дель, на ко то рой мож но было про ве рить 
сце на рий Са га на и дать ко ли че ст вен ные оцен ки со стоя ния ат мо сфе -
ры и океа на. Рас че ты, про ве ден ные Алек сан д ро вым, об на ру жи ли
фе но мен «ядер ной зимы». Эта ра бо та при нес ла Ни ки те Ни ко лае ви чу 
ми ро вую из вест ность, но на ме чен ная про грам ма ос та лась не вы пол -
нен ной: тра ги че ски про пал В.В. Алек сан д ров, на ча лась пе ре строй ка, 
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и фи нан си ро ва ние на уч ных ис сле до ва ний со кра ща лось. Поз же Ни -
ки та Ни ко лае вич на пи сал: «Само по себе ис сле до ва ние фе но ме на
«ядер ной зи мы» бы ло бо лее чем вто ро сте пен ным со бы ти ем в той
боль шой ра бо те, ко то рую я за ду мал… Но имен но ис то рия «ядер ной
зимы», ко то рая сна ча ла меня осо бен но не ин те ре со ва ла, по лу чи ла
ши ро кую из вест ность и сде ла ла боль шую рек ла му все му на прав ле -
нию, ко то рое я на чал раз ви вать в Вы чис ли тель ном цент ре Ака де мии 
наук СССР. В то же вре мя на уч ные ре зуль та ты, ко то рые мне пред -
став ля лись наи бо лее ин те рес ны ми, так же как и об щее по ни ма ние
смыс ла про бле мы «че ло век — био сфе ра» или осо бен но стей са мо ор -
га ни за ции матери аль но го мира, ос та лись про сто не за ме чен ны ми, а
ве ро ят нее все го, и не по ня ты ми».

Ре зуль та ты ис сле до ва ний гло баль ных эко ло ги че ских про блем
были из ло же ны в мо но гра фии «Че ло век и био сфе ра», на пи сан ной
в 1985 г. вме сте с В.В. Алек сан д ро вым и А.М. Тар ко.

В 1987 г. Ни ки та Ни ко лае вич Мои се ев ушел в от став ку с по ста
за мес ти те ля ди рек то ра по нау ке Вы чис ли тель но го цент ра
АН СССР. По след ний пе ри од его жиз ни был свя зан с эко ло ги че -
ской ор га ни за ци ей Рос сий ский Зе ле ный Крест, Ме ж ду на род ным
эко ло го-по ли то ло ги че ским не за ви си мым уни вер си те том, Рос сий -
ским ко ми те том UNEP, пре зи ден том ко то рых он был до кон ца
сво ей жиз ни. По след ние годы его жиз ни были на пол не ны ин тен -
сив ной ин тел лек ту аль ной и ду хов ной ра бо той, ос мыс ли ва ни ем фи -
ло соф ских про блем ес те ст во зна ния, про блем син те за ес те ст вен ных
и гу ма ни тар ных наук, стра ст ной пуб ли ци сти кой, те мой ко то рой
были судь ба Рос сии и от вет ст вен ность ин тел ли ген ции.

Ис сле до ва ния про блем гло баль ной эко ло гии, ста биль но сти био -
сфе ры и ан тро по ген ных воз дей ст вий на про цес сы в ней при ве ли
Н.Н. Мои сее ва к кри ти че ско му ос мыс ле нию пред став ле ний о зна че -
нии при ро ды в раз ви тии об ще ст ва и о роли че ло ве че ст ва в про цес сах
пла не тар но го мас шта ба. Раз ви вая идеи А. Пу ан ка ре, Н. Бо ра,
В.И. Вер над ско го, он соз дал ори ги наль ную кон цеп цию, на зван ную
уни вер саль ным ра цио на лиз мом. В рам ках этой кон цеп ции Мои се ев
при шел к но во му по ни ма нию прин ци пов ко эво лю ции че ло ве ка и при -
ро ды и по нял не об хо ди мость но вых нрав ст вен ных им пе ра ти вов как ус -
ло вий со хра не ния че ло ве ка как био ло ги че ско го вида на пла не те.

Свою кон цеп цию Ни ки та Ни ко лае вич стро ил как ма те ма тик и
как фи ло соф. Он по стро ил и ис сле до вал ма те ма ти че скую мо дель ре -
гу ля тор ных свойств био ты и в то же вре мя на стой чи во ука зы вал на
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не об хо ди мость син те ти че ско го под хо да ес те ст вен ных и гу ма ни тар -
ных наук к про бле мам при ро ды и че ло ве че ст ва. В кон цеп ции уни -
вер саль но го ра цио на лиз ма он пред ло жил схе му ми ро во го про цес са
са мо ор га ни за ции, ко то рая со че та ла в себе под хо ды ес те ст во зна ния и 
фи ло со фии. Кон цеп ция по кои лась на эм пи ри че ских обоб ще ни ях и
пе ре ва ри ла в себе фун да мен таль ные дос ти же ния нау ки ХХ века. Ос -
нов ные ги по те зы о свя зан но сти всех эле мен тов Все лен ной, о мно -
же ст вен но сти пред став ле ний слож ной сис те мы, о слу чай но сти и не -
оп ре де лен но сти, ко то рые свой ст вен ны яв ле ни ям мира, об от бо ре и
т. д. яв ля ют ся фи ло соф ски ми ос мыс ле ния ми фун да мен таль ных по -
ло же ний со вре мен ных наук о не жи вой и жи вой при ро де. Ос но вы ва -
ясь на ис ход ных ги по те зах, Н.Н. Мои се ев пред ста вил об щую кар ти -
ну ко эво лю ции при ро ды и об ще ст ва. При ме няя об щие по ло же ния
уни вер саль но го эво лю цио низ ма к ана ли зу со вре мен но го ан тро по ге -
не за и ци ви ли за ци он ных раз ло мов, он не толь ко пре ду пре ж дал о ка -
та ст ро фах, гро зя щих тех но ген ной ци ви ли за ции, но вы яв лял их эво -
лю ци он ные и эко ло ги че ские ос но ва ния, на ме чал пути об ще ст вен но -
го раз ви тия, на ко то рых их мож но было бы из бе жать.

* * *
Ни ки та Ни ко лае вич Мои се ев был пат рио том Рос сии в са мом

ис тин ном, вы со ком смыс ле. С бо лью пе ре жи вал он смут ное вре мя, 
на став шее в Рос сии на ру бе же 1990-х годов. Но не толь ко. Он ак -
тив но пы тал ся про ти во сто ять по шло сти не до учек, объ я вив ших себя 
эли той на ше го об ще ст ва. Это на шло от ра же ние в его пуб ли ци сти -
ке, мно го чис лен ных пуб лич ных вы сту п ле ни ях. Он пи сал и го во рил
о един ст ве ес те ст вен но на уч но го и гу ма ни тар но го зна ния, о фор ми -
ро ва нии ми ро воз зре ния, о тра ди ци ях рос сий ской нау ки и роли
Учи те ля, о рус ской ин тел ли ген ции и о мес те Рос сии в мире.

Ни ки та Ни ко лае вич Мои се ев про жил дол гую, яр кую и не лег -
кую жизнь. В кон це ее сверк ну ла еще одна грань его та лан та: в
1994 г. он на пи сал кни гу «Как да ле ко до зав траш не го дня… Сво -
бод ные раз мыш ле ния. 1917-1993». Эта кни га о его судь бе и его ра -
бо те, ко то рые так тес но пе ре пле лись с судь бой его стра ны.

Он был ро ман ти ком и оп ти ми стом, не смот ря ни на что ве рил,
что сло во, об ра щен ное к лю дям, най дет от клик и даст пло ды.

А.А. Пет ров,
ака де мик РАН
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Дви же ние твер до го тела, имею ще го по лость,
час тич но за пол нен ную иде аль ной
ка пель ной жид ко стью

В сво ем из вест ном со чи не нии [1] Н.Е. Жу ков ский рас смот рел за да -
чу о дви же нии твер до го тела, имею ще го по лос ти, пол но стью за пол -
нен ные ка пель ной жид ко стью. Воз мож но обоб щить не ко то рые из
его ре зуль та тов на тот слу чай, ко гда жид кость име ет сво бод ную
по верх ность.

1. Для про сто ты по ла га ем, что твер дое тело (со суд) име ет одну
од но связ ную по лость про из воль ной фор мы. Дви же ния сис те мы со -
суд — жид кость око ло по ло же ния рав но ве сия счи та ем ма лы ми.
Пред по ла га ем, что век тор на пря жен но сти мас со вых сил по стоя нен
по на прав ле нию, а его ве ли чи на яв ля ет ся функ ци ей толь ко вре ме ни. 
То гда сво бод ная по верх ность жид ко сти в по ло же нии рав но ве сия
пред став ля ет со бой плос кость. Если дви же ние жид ко сти в на чаль -
ный мо мент по тен ци аль ное, то оно им бу дет и в лю бой мо мент вре -
ме ни. Внеш ние силы, дей ст вую щие на со суд, счи та ем та ки ми, что
вол ны, воз ни каю щие в жид ко сти, об ла да ют ма лы ми ам пли ту да ми.

Свя жем с твер дым те лом под виж ную сис те му ко ор ди нат xhz

так, что не воз му щен ная по верх ность жид ко сти сов па да ет с плос ко -
стью x hО1 . Да лее пред по ла га ем, что из мно же ст ва функ ций, гар мо -
ни че ских внут ри по лос ти и удов ле тво ряю щих ус ло вию

( )¶j x h z

¶

, ,

п
= 0

на по верх но сти той час ти по лос ти, ко то рая в по ло же нии рав но ве -
сия за ня та жид ко стью, мож но вы брать пол ное се мей ст во функ ций 
j i , ор то го наль ных на пло ской фи гу ре, яв ляю щей ся се че ни ем по -
лос ти не воз му щен ной по верх но стью жид ко сти.

Вве дем сле дую щие обо зна че ния: М — мас са сис те мы; v0 — ско -
рость точ ки О, свя зан ной с со су дом и сов па даю щей с цент ром
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тя же сти сис те мы, в по ло же нии рав но ве сия; v — ско рость дви же ния 
жид ко сти от но си тель но под виж ной сис те мы ко ор ди нат, дви жу щей -
ся по сту па тель но вме сте с точ кой O; Q — глав ный век тор внеш них
сил; t — часть по лос ти, за ня тая жид ко стью в по ло же нии рав но ве -
сия; ( )F x y z0 1, , =  — эл лип со ид инер ции со су да в точ ке О; 

( )F x y z1 1, , =  — эл лип со ид инер ции эк ви ва лент но го (в смыс ле Жу -
ков ско го) твер до го тела для со су да, имею ще го фор му объ е ма t,

( ) [ ]F i j
i j

i j1 1 2 3
1

3

w w w y y w w, ,
,

=
=

å ,

где w w w1 2 3, ,  — про ек ции мгно вен ной уг ло вой ско ро сти на под -
виж ные оси x, y, z, имею щие на ча ло в точ ке О;

[ ]u v u v d= Ñ Ñòr t( )  ;

y y y1 2 3, ,  — гар мо ни че ские функ ции, удов ле тво ряю щие гра нич -
ным ус ло ви ям: на гра ни цах жид ко сти в по ло же нии рав но ве сия
(гра ни цах объ е ма t)

¶y

¶
g b

¶y

¶
a g

¶y

¶
b a1 2 3

n
y z

n
z x

n
x y= - = - = -, , ;

a b g, ,  — на прав ляю щие ко си ну сы внут рен ней нор ма ли n°; L — глав -
ный мо мент внеш них сил; g(t) — век тор на пря жен но сти мас со вых
сил; g gx h,  — егo про ек ции на оси О1x и О1h; F Fx h,  — инер ци аль -
ные силы, рав ные по ве ли чи не и об рат ные по знаку про ек ци ям со -
от вет ст вую щих ус ко ре ний под виж но го на ча ла от сче та О на оси О1x

и О1h; r — ра ди ус-век тор от но си тель но под виж но го цент ра О.
В при ня тых пред по ло же ни ях спра вед ли ва сле дую щая тео ре ма:

Тео ре ма. Дви же ние сис те мы со суд — жид кость опи сы ва ет ся бес -
ко неч ной сис те мой ли ней ных диф фе рен ци аль ных, урав не ний:

1) урав не ние ко ли че ст ва дви же ния:

M
d

dt

df

dt
di

i
i

v
Q0

1

+ Ñ =òå
=

¥

r j t
t

; (1)

2) урав не ние мо мен тов:

d

dt

df

dt
di

i
i

G
r L+ ´ Ñ =òå

=

¥

r j t
t

( )
1

, (2)
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где

G = Ñ = Ñ + Ñ1
2 1 2 3

1
2 0 1 2 3

1
2 1 1 2 3Ф( , , ) ( , , ) ( , , )w w w w w w w w wF F ;

3) урав не ния для ко эф фи ци ен тов раз ло же ния в ряд Фу рье по тен -
циа ла ско ро стей:

d

dt g t

df

dt
a f

d

dt

F g b F g c

g
i

ik k

i i1

( )

( ) ( )

(

æ

è
ç

ö

ø
÷ - =

+ + +x x h h

tk )=

¥

å -
1

-
¢ + ¢ + ¢

+ + +
d

dt

d d d

g t
e e e

i i i

i i i

w w w
w w w

x h z

x h z
1 2 3

1 2 3( )
, (3)

где чис ла a b c d ei k i i i ik k
, , , ,  за ви сят толь ко от фор мы по лос ти и

вы бо ра функ ций j i .

Если век тор g(t) не за ви сит от вре ме ни, то сис те ма (1), (2)
(3) — сис те ма урав не ний с по сто ян ны ми ко эф фи ци ен та ми.

Урав не ние (2) мо жет быть при ве де но к виду

d

dy
L

G
®

= , (4)

где

G
®

= Ñ + Ñ1
2 1 2 3

1
2 1 2 3Ф Ф( , , )

~
( , , )w w w w w w ,

[ ]
~
Ф =

==

¥

åå2
1

3

1

f i i j
ji

j y .

Урав не ние (4) бу дем на зы вать обоб щен ным урав не ни ем Жу ков ско го.
2. В ка че ст ве при ме ра рас смот рим пло ские ко ле ба ния от кры то -

го со су да пря мо уголь ной фор мы под дей ст ви ем уп ру гой силы —
Mk X2 , где X — ра бо чее под жа тие пру жи ны.

В этом слу чае сис те ма урав не ний име ет вид:
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¢¢ + ¢ + =
+ +

=

¥

åX f k Xn n
n

a 2 1 2 1
0

2 0, (5)

¢¢ + + ¢¢¢ =
+ + + +

f f X bn n n n2 1 2 1
2

2 1 2 1 0s ,

где

a

p

p
2 1

1

2

2

1
2 1

2

1
n

n n

l
h

h
m

m

+
=

-
+æ

è
ç

ö

ø
÷

+
æ

è
çç

ö

ø
÷

( ) th

(2n +1)2
÷

,

s p p
2 1
2 2 1

2

2 1

2n

n

l
g

n

l
h

+
=

+ +æ

è
ç

ö

ø
÷th , (6)

b
l

nn
n

2 1 2
1

8

2 1+
= -

+
( )

( )p
,

h — глу би на жид ко сти, 2l — ши ри на со су да, m1 — мас са со су да,
m2 — мас са жид ко сти.

Урав не ние час тот име ет вид:

w w
a

w s
2 2 4 2 1 2 1

2
2 1
2

+ =
+

+ +

+

åk
b n n

n

. (7)

Рас пре де ле ние кор ней лег ко ис сле до вать гра фи че ски (рис. 1).
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Ряд b n n2 1 2 1+ +å a  схо дит ся, и если его сум ма мень ше или рав на
единице, то все кор ни урав не ния чис то мни мые. Это, од на ко, всег -
да име ет место. В са мом деле, оце ним ве ли чи ну

D
b n n

n

=
+

+ +

+

å 2 1 2 1

2 1
2 21

a

s w
.

Так как

D

n

l
h

h n
£

+æ

è
ç

ö

ø
÷

=å
th

+1)2

2 1

2

2

16
3

p

p(
,

то

D
n

£ =å
8 1

1
2p (2 +1)2

.

Де таль но му ис сле до ва нию это го ча ст но го при ме ра по свя ще на 
ста тья Л.Н. Сре тен ско го [2], в ко то рой он, под счи ты вая дав ле ние 
на стен ки дви жу ще го ся со су да, при хо дит к ана ло гич но му урав не -
нию час тот. Од на ко да лее он де ла ет вы вод о воз мож но сти раз ви -
ваю щих ся ко ле ба ний. По след нее, как нами по ка за но, не вер но.

Ряд 
b n n

n

2 1 2 1

2
2 1
2

+ +

+
+

å
a

w s
, как это вид но из (6), для лю бо го w s2

2 1
2¹ -

+n

схо дит ся как 
1

4n
. Бы ст рая схо ди мость это го ряда обу слов ли ва ет эф -

фек тив ность ме то да при ре ше нии при клад ных за дач.
Для оп ре де ле ния соб ст вен ных час тот мо жет ока зать ся по лез ной 

сле дую щая тео ре ма:

Тео ре ма. Сум ма Dп n n
= +

+ +
s w

2 1
2

2 1
2  стре мит ся к нулю с воз рас та -

ни ем чис ла п как ве ли чи на 
1

2п
.

Че рез w
2 1n+

 мы обо зна чи ли ко рень урав не ния час тот, удов ле тво -
ряю щий не ра вен ст ву - < <+ + +

s w s2 3
2

2 1
2

2 1
2

n n n
.

Ка ж дой из соб ст вен ных час тот wi  мо жет быть по став ле на в со -
от вет ст вие при ве ден ная мас са со су да ра вен ст вом
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M
K

i

i

=
w

2
.

В об щем слу чае Mi есть функ ция при ве ден ной воз вра щаю щей
силы K.

Ли те ра ту ра
1. Жу ков ский Н.Е. О дви же нии твер до го тела, имею ще го по лос ти, на -

пол нен ные од но род ной ка пель ной жид ко стью. Т. 3, с. 21. — М., 1936.

2. Сре тен ский Л.Н. Ко ле ба ния жид ко сти в под виж ном со су де./Изв. АН 

СССР, ОТН, № 10 (1951), 1483–1494.
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О ко ле ба ни ях тя же лой иде аль ной и не сжи мае мой
жид ко сти в со су де

1. Как из вест но, по тен циал ско ро стей ма лых дви же ний жид ко сти в
со су де ( )j x y z t, , ,  яв ля ет ся функ ци ей, гар мо ни че ской внут ри об -
лас ти t, ог ра ни чен ной стен ка ми со су да и плос ко стью z = 0 сво бод -
ной по верх но сти жид ко сти в по ло же нии рав но ве сия, и удов ле тво -
ряю щей гра нич ным ус ло ви ям:
на стен ках:

¶j

¶n
= 0; (1)

при  z = 0:

¶j

¶

¶ j

¶z g t
= -

1 2

2
, (2)

где g — ус ко ре ние силы тя же сти.
Сво бод ная по верх ность оп ре де ля ет ся в этом слу чае ус ло ви ем:

( )z
¶j

¶
x y t

g

x y t

t
, ,

( , , , )
= -

1 0
. (3)

2. Пусть ( ){ }jn x y z, ,  — сис те ма функ ций, гар мо ни че ских внут -
ри t, удов ле тво ряю щих ус ло вию (1) и об ра зую щих пол ную ор то -
нор ми ро ван ную сис те му функ ций на пло ской фи гу ре S, яв ляю щей -
ся се че ни ем по лос ти со су да плос ко стью z = 0.

То гда по тен циал j мож но ис кать в виде ряда:

j j= å f ti n
i

( )  . (4)

Обо зна чая че рез аnm ко эф фи ци ен ты Фу рье в раз ло же нии при
z = 0 функ ции ¶j ¶n z :
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¶j

¶
jn

nm m
mz

a x y= å ( , , )0 (5)

и ис поль зуя ус ло вия (2), по лу чим для оп ре де ле ния функ ций fn(t)
сле дую щую бес ко неч ную сис те му ли ней ных урав не ний:

¢¢ + =åf t g a f tn nm m
m

( ) ( ) 0,  n, m = 1, 2,… (6)

3. Пусть те перь функ ции { }y n x y( , )  об ра зу ют не ко то рую пол ную 
ор то нор ми ро ван ную на S сис те му. По ло жим

z y( , , ) ( ) ( , )x y t q t x yn n= å . (7)

То гда по тен циал j мож но вы ра зить фор му лой:

j x h z
¶j x h z

¶
s( , , , ) ( , , , , , )

( , , , )
x y z t H x y z

t

n
d= òò , (8)

где Н — функ ция Гри на за да чи Ней ма на, а ин те грал рас про стра нен 
на всю по верх ность, ог ра ни чи ваю щую объ ем t.

В силу (1) и (7) вы ра же ние (8) при ни ма ет вид:

j y( , , , ) ( ) ( , , )x y z t q t x y zn n
n

= ¢å ,

где

y x h y x h x hn n

S

H x y z d d= ò ( , , , , , ) ( , )0 .

Обо зна чая че рез bnm ко эф фи ци ен ты Фу рье в раз ло же нии

y yn nm m
m

x y b x y( , , ) ( , )0 = å , (9)

по лу чим из ус ло вия (3) сле дую щую бес ко неч ную сис те му урав не -
ний для оп ре де ле ния функ ций qn(t):

b q gqnm m n
m

¢¢ + =å 0  n m, , ,=1 2  … (10)

4. Соб ст вен ны ми час то та ми глав ных ко ле ба ний бу дут кор ни ха -
рак те ри сти че ских урав не ний (6) или (10), а для оп ре де ле ния глав -
ных ко ле ба ний в об щем слу чае нам надо раз ре шить одну из этих
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сис тем. Воз ни ка ет во прос: ка ким дол жен быть ба зис {jn} или {yn},
что бы сис те ма (6) или (10) рас па да лась на от дель ные урав не ния?
Как не труд но ви деть, та ким ба зи сом яв ля ет ся нор ми ро ван ная сис -
те ма соб ст вен ных функ ций ин те граль но го урав не ния:

y l x h y x h x hn n n

S

x y H x y d d( , ) ( , , , , , ) ( , )= ò 0 0 , (11)

так как в этом слу чае bnm nm
n

= d
l

1
, где dnm  — сим вол Кро нек е ра, и

сис те ма (10) при во дит ся к виду

¢¢ + =g g qn n nl 0. (12)

Ана ло гич но по ка зы ва ет ся, что anm nm n= d l  т. е. функ ции f tn ( )
удов ле тво ря ют той же сис те ме диф фе рен ци аль ных урав не ний (12).

5. Та ким об ра зом, мы при хо дим к сле дую щей тео ре ме:

Тео ре ма. Квад рат соб ст вен ных час тот сво бод ных ко ле ба ний жид -
ко сти в со су де ра вен про из ве де нию

s ln ng2 = ,

где ln — соб ст вен ные чис ла ин те граль но го урав не ния (11), а фор ма
сво бод ной по верх но сти, со от вет ст вую щая глав ным ко ле ба ни ям, оп ре -
де ля ет ся фор му лой

( )z l q yn n n n nA g t x y= +sin ( , ),

где Аn и qn  — про из воль ные по сто ян ные, а yn — соб ст вен ные функ ции
того же ин те граль но го урав не ния (11).

6. Вы чис лим энер гию сис те мы в пе ре мен ных qn(t).
Ки не ти че ская энер гия Т:

( )T d
q n

n

= Ñ =
¢

åò
r

j t
r

l
t

2 2

2
2

;

по тен циаль ная энер гия U:
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U
g

dx dy
g

q n

S

= = åò
r

z
r

2 2
2 2 .

Со став ляя функ цию Ла гран жа L = Т – U, мы убе ж да ем ся что
урав не ния (12) суть урав не ния Ла гран жа вто ро го рода ма лых дви -
же ний жид ко го кон ти нуу ма, если в ка че ст ве обоб щен ных ко ор ди -
нат возь мем счет ную сис те му функ ций { }q tn ( ) .
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За да ча о дви же нии твер до го тела, со дер жа ще го
жид кие мас сы, имею щие сво бод ную по верх ность

Н.Е. Жу ков ским была рас смот ре на в са мой об щей по ста нов ке
за да ча о дви же нии твер до го тела, по лос ти ко то ро го це ли ком на -
пол не ны не сжи мае мой жид ко стью [1]. Дан ная ра бо та по свя ще -
на ана ли зу слу чая дви же ния твер до го тела при час тич ном за -
пол не нии по лос ти. Бо лее об щая по ста нов ка за да чи за став ля ет
су зить класс рас смат ри вае мых дви же ний; мы ог ра ни чим ся ис -
сле до ва ни ем толь ко ма лых дви же ний око ло по ло же ния рав но ве -
сия, т. е. внеш ние силы, дей ст вую щие на со суд, бу дем счи тать
та ки ми, что вол ны, воз ни каю щие в жид ко сти, об ла да ют ма лы ми 
ам пли ту да ми.

Рас смат ри вае мая за да ча прин ци пи аль но от ли ча ет ся от за да чи
Жу ков ско го. Так, на при мер, в слу чае, изу чен ном Н.Е. Жу ков ским,
мож но вве сти по ня тие эк ви ва лент но го твер до го тела, т. е. та ко го
твер до го тела, дви же ние ко то ро го при дан ных внеш них си лах эк ви -
ва лент но дви же нию тела с жид ко стью. В на шем слу чае та ко го твер -
до го тела не су ще ст ву ет. Сис те ма со суд — жид кость при на ли чии
сво бод ной по верх но сти бу дет сис те мой с бес ко неч ным чис лом сте -
пе ней сво бо ды, а это при во дит к ка че ст вен но му от ли чию дви же ния 
со су да. Так, на при мер, ко ле ба ние фи зи че ско го ма ят ни ка всег да ус -
той чи во, как толь ко его цент р тя же сти ле жит ниже точ ки под ве са.
В изу чае мом слу чае по след нее уже мо жет быть не спра вед ли во.
Мож но ука зать еще ряд про стых при ме ров, ил лю ст ри рую щих это
ка че ст вен ное раз ли чие.

Мы со хра ня ем ос нов ные пред по ло же ния, при ня тые Н.Е. Жу ков -
ским: жид кость счи та ем иде аль ной и не сжи мае мой, дви же ние жид -
ко сти в по коя щем ся со су де — по тен ци аль ным. Та ко вым его мож но 
счи тать и в по сле дую щие мо мен ты вре ме ни от но си тель но лю бой
по сту па тель но дви жу щей ся сис те мы ко ор ди нат, если толь ко мас со -
вые силы, дей ст вую щие на жид кость, име ют си ло вую функ цию.
По след нее мы бу дем всег да пред по ла гать. Бо лее того, бу дем счи тать
век тор на пря жен но сти мас со вых сил по сто ян ным по на прав ле нию, а 
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его ве ли чи ну — функ ци ей толь ко вре ме ни. Та ким об ра зом, в ка че -
ст ве мас со вых сил рас смат ри ва ет ся либо сила тя же сти, либо сила
инер ции по сту па тель но го (па рал лель но го не ко то рой пря мой)
дви же ния.

Сле до ва тель но, в по ло же нии рав но ве сия сво бод ная по верх ность 
пред став ля ет со бой плос кость, пер пен ди ку ляр ную еди нич но му век -
то ру на пря жен но сти поля мас со вых сил g 0 .

В пер вых па ра гра фах ра бо ты ис сле ду ет ся об щий слу чай дви же -
ния жид ко сти в под виж ном и не под виж ном со су дах; за тем вы яс ня -
ет ся вид урав не ний мо мен тов и ко ли че ст ва дви же ния для слу чая
ма лых дви же ний со су да око ло по ло же ния рав но ве сия и вы во дит ся
сис те ма диф фе рен ци аль ных урав не ний дви же ния сис те мы со су да с
жид ко стью. В по след них па ра гра фах рас смат ри ва ют ся не сколь ко
спе ци аль ных слу ча ев, имею щих оп ре де лен ный ин те рес для при ло -
же ний. Кон кре ти за ция за дач по зво ля ет со зна чи тель ной пол но той
ис сле до вать дви же ние.

§ 1. Ма лые ко ле ба ния тя же лой жид ко сти в со су де*

1. Как из вест но, по тен циал ско ро стей ма лых дви же ний жид ко сти в
со су де j( , , ; )x y z t  яв ля ет ся функ ци ей, гар мо ни че ской внут ри об -
лас ти t, ог ра ни чен ной стен ка ми со су да и плос ко стью z = 0 сво бод -
ной по верх но сти в по ло же нии рав но ве сия и удов ле тво ряю щей сле -
дую щим гра нич ным ус ло ви ям:

на стен ках со су да 
¶j

¶n
= 0, (1.1)

на по верх но сти z = 0 
¶j

¶

¶ j

¶z g t
= -

1 2

2
 , (1.2)

где — g ус ко ре ние силы тя же сти.
Сво бод ная по верх ность оп ре де ля ет ся в этом слу чае ус ло ви ем

z
¶j

¶
( ; , )t x y

g t z

= -
æ

è
ç

ö

ø
÷

=

1

0

. (1.3)

2. Пусть { }jn x y z( , , )  — сис те ма функ ций, гар мо ни че ских внут -
ри t, удов ле тво ряю щих ус ло вию (1.1) и об ра зую щих пол ную ор то -
нор ми ро ван ную сис те му функ ций на пло ской фи гу ре S, яв ляю щей -
ся се че ни ем по лос ти со су да плос ко стью z = 0.

По тен ци ал j мож но ис кать в виде ряда
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j j( , , ; ) ( ) ( , , )x y z t f t x y zn n
n

= å .

Обо зна чая че рез апт ко эф фи ци ен ты Фу рье в раз ло же нии при 

z = 0 функ ции 
¶j

¶
n

z
:

¶j

¶
jn

nm m
mz

a= å (1.4)

и ис поль зуя ус ло вие (1.2), по лу чим для оп ре де ле ния функ ций fn

сле дую щую бес ко неч ную сис те му ли ней ных диф фе рен ци аль ных
урав не ний вто ро го по ряд ка:

¢¢+ =åf g a fn nm
m

0, n =1 2, ,K (1.5)

В об щем слу чае сис те ма (1.5) пред став ля ет со бой сис те му
со вме ст ных урав не ний. В том ча ст ном слу чае, ко гда функ ции 
jn x y z( , , ) мо гут быть пред став ле ны в виде

j a bn n nx y z x y z( , , ) ( , ) ( )= ,

сис те ма (1.5) рас па да ет ся на от дель ные урав не ния, так как в этом
слу чае

a
d

dz
nm nm

n

z

=
æ

è
ç

ö

ø
÷

=

d
b

0

,

где dnm  — сим вол Кро не ке ра, и мы сра зу по лу ча ем урав не ния глав -
ных ко ле ба ний

¢¢ =
æ

è
ç

ö

ø
÷

=

f g
d

dz
n

n

z

b

0

 fn = 0, n =1 2, ,K

3. Пусть функ ции { }y n x y( , )  об ра зу ют не ко то рую пол ную ор то -
нор ми ро ван ную на S сис те му. По ло жим

z y( ; , ) ( ) ( , )t x y q t x yn n
n

= å . (1.6)

То гда по тен циал j мож но вы ра зить сле дую щей фор му лой:

j x h z
¶j x h z)

¶
s

s

( , , ; ) ( , , ; , , )
( , ,

x y z t H x y z
n

d= ò , (1.7)
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где H — функ ция Гри на за да чи Ней ма на и ин те грал рас про стра нен
по по верх но сти s, ог ра ни чи ваю щей объ ем t.

В силу со от но ше ний (1.1) и (1.6), вы ра же ние (1.7) при ни ма ет вид

j y
s

( , , ; ) ( ) ( , , )x y z t q t x y zn n= ¢å , (1.8)

где

y x h y x h x hn n

S

x y z H x y z d d( , , ) ( , , ; , , ) ( , )= ò 0 . (1.8¢)

Обо зна чая че рез bnm ко эф фи ци ен ты Фу рье в раз ло же нии

y yn nm m
m

x y b x y( , , ) ( , )0 = å ,

по лу чим из ус ло вия (1.3) сле дую щую бес ко неч ную сис те му урав не -
ний для оп ре де ле ния функ ций qn(t):

b q gqnm m n
m

¢¢ + =å 0. (1.9)

4. Для оп ре де ле ния глав ных ко ле ба ний и соб ст вен ных час тот
нам надо раз ре шить одну из сис тем (1.5) или (1.9), ко то рые в об -
щем слу чае яв ля ют ся бес ко неч ны ми сис те ма ми со вме ст ных ли ней -
ных урав не ний. Если это воз мож но, то соб ст вен ны ми час то та ми
бу дут кор ни ха рак те ри сти че ских урав не ний (1.5) или (1.9).

Воз ни ка ет во прос: ка ким дол жен быть ба зис { }y n x y z( , , )  или 
{ }y n x y( , ) , что бы сис те ма (1.5) или (1.9) в об щем слу чае рас па да -
лась на от дель ные урав не ния? Как не труд но ус та но вить, та ким ба -
зи сом яв ля ет ся нор ми ро ван ная сис те ма соб ст вен ных функ ций ин -
те граль но го урав не ния

y l x h y x h x hn n n

S

x y H x y d d( , ) ( , , ; , , ) ( , )= ò 0 0 . (1.10)

В са мом деле, в этом слу чае

bnm nm
n

= d
l

1
, (1.11)

где dnm  — сим вол Кро не ке ра, и сис те ма (1.9) при во дит ся к виду

¢¢ + =q g qn n nl 0. (1.12)
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Да лее, по ло жим

y l jn n nx y x y( , ) ( , , ),= 0  ¢ =q fn n .

То гда в ли ней ном приближении то ж де ст во

d

dt z z

z ¶j

¶
=

æ

è
ç

ö

ø
÷

=0

при мет вид

f t x y f t
z

n n n n
n

znn

( ) ( , , ) ( )l j
¶j

¶
0

0

=
æ

è
ç

ö

ø
÷

=

åå ,

от ку да на хо дим, что

anm nm n= d l ,

т. е. функ ции f tn ( ) удов ле тво ря ют той же сис те ме диф фе рен ци аль -
ных урав не ний (1.12).

5. Та ким об ра зом, мы при хо дим к сле дую щей тео ре ме:

Тео ре ма. Квад рат соб ст вен ной час то ты сво бод ных ко ле ба ний,
жид ко сти в со су де sn

2  ра вен про из ве де нию

s ln ng2 = ,

где ln  — соб ст вен ные чис ла ин те граль но го урав не ния (1.10), а фор ма
сво бод ной по верх но сти, со от вет ст вую щая глав ным ко ле ба ни ям, оп ре -
де ля ет ся фор му лой

( )z l q yn n n n nx y t A g t x y( , ; ) sin ( , )= + ,

где Ап и qn — про из воль ные по сто ян ные и yn — соб ст вен ные функ ции
того же ин те граль но го урав не ния.

6. Вы чис лим энер гию жид ко сти в пе ре мен ных q tn ( ). Ки не ти че -
ская энер гия Т вы ра жа ет ся фор му лой

( )T d= Ñò
r

j t
t

2

2
.
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При ме няя тео ре му Гри на и ра вен ст во (1.6), при ве дем эту фор му лу
к виду

T
q n

nn

=
¢

å
r

l2

2

. (1.13)

Де лая за ме ну (1.6) в вы ра же нии по тен циаль ной энер гии U:

U
g

dx dy
S

= ò
r

z
2

2 ,

по лу чим:

U
g

q n
n

= å
r

2
2 . (1.14)

Со став ляя функ цию Ла гран жа L T U= - , мы убе ж да ем ся, что
урав не ния (1.12) суть урав не ния Ла гран жа вто ро го рода для ма лых
дви же ний жид ко сти, если в ка че ст ве обоб щен ных ко ор ди нат взять
счет ную сис те му функ ций qn(t).

При ме ча ние. Так как qn — ко эф фи ци ен ты раз ло же ния сво бод ной 
по верх но сти z( , ; )x y t  в ряд Фу рье, то для лю бо го мо мен та вре ме ни
ряд (1.14) схо дит ся. Имея в виду, что

( )q t A g tn n n n( ) sin= +l q ,

убе ж да ем ся так же в схо ди мо сти ряда (1.13).

7. Ре зуль та ты дан но го па ра гра фа лег ко рас про стра нить на тот
слу чай, ко гда со суд дви жет ся по сту па тель но с не ко то рым ус ко ре -
ни ем па рал лель но ли нии дей ст вия силы тя же сти (или в слу чае от -
сут ст вия при тя же ния —  па рал лель но не ко то рой пря мой).

Сис те ма урав не ний (1.12) бу дет при этом иметь вид

¢¢ + =q g t qn n nl ( ) 0 ( , , )n =1 2 K , (1.12¢)

где g(t) сле ду ет счи тать за дан ной функ ци ей вре ме ни. Так, на при -
мер, если мы бу дем изу чать ко ле ба ния тя же лой жид ко сти в со су де,
стоя щем на плат фор ме, виб ри рую щей по си ну сои даль но му за ко ну,
то сис те ма урав не ний (1.12¢) при мет вид
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¢¢ + + =q g a t qn n nl w( cos )0 0, (1.12²)

т. е. мы уви дим, что ка ж дая из пе ре мен ных qn удов ле тво ря ет урав -
не нию Ма тье. При оп ре де лен ных зна че ни ях а и w стоя чие вол ны
бу дут иметь уве ли чи ваю щую ся со вре ме нем ам пли ту ду.

Од на ко раз ви ваю щие ся ко ле ба ния в жид ко сти мо гут воз ник -
нуть и при мо но тон ном из ме не нии ус ко ре ния. Так, на при мер,
мож но по ка зать, что если ¢ £ <g t( ) e 0, где e — не ко то рая от ри ца тель -
ная по сто ян ная, то в со су де ко ле ба ния бу дут раз ви ваю щи ми ся.

В са мом деле, урав не ние

¢¢ + =q g t qn n nl ( ) 0

при по мо щи за ме ны не за ви си мо го пе ре мен но го

[ ]t = ò g t dt( )
1

2

0

t

мо жет быть при ве де но к виду

d q

d

d

d
g

dq

d
qn n

n n

2

2

1

2
0

t t t
l+ + =(ln ) .

Со став ляя вы ра же ние энер гии, от не сен ной к ко ор ди на те qn:

2
2

2V
dq

d
qn

n
n n=

æ

è
ç

ö

ø
÷ +

t
l ,

убе ж да ем ся, что если 
dg

dt
³ 0, то дви же ние ус той чи во, так как ¢ £Vn 0.

В про тив ном слу чае энер гия Vn, от не сен ная к ка ж дой из ко ор ди нат, 
бу дет уве ли чи вать ся.

Ха рак тер из ме не ния ам пли ту ды стоя чих волн в ряде слу ча ев
мож но оце нить ко ли че ст вен но, поль зу ясь из вест ны ми фор му ла ми
асим пто ти че ских пред став ле ний:

q t
A

g t
g t dtn

n
n n( )

( )
cos ( )= +

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷ò4

0

l q
t

,
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где Аn и qn — про из воль ные по сто ян ные, так как во мно гих прак -
ти че ски важ ных за да чах про из ве де ние ln g ве ли ко даже для ма лых
но ме ров п.

§ 2. Дви же ние жид ко сти в дви жу щем ся со су де
1. Свя жем с твердым те лом под виж ную сис те му ко ор ди нат x, h, z

так, что бы не воз му щен ная по верх ность жид ко сти сов па ла с плос -
ко стью xО1h. Обо зна чим че рез О точ ку, сов па даю щую в по ло же нии 
рав но ве сия с цент ром тя же сти сис те мы со суд — жид кость и не под -
виж ную от но си тель но со су да. Свя жем с точ кой О по сту па тель но
дви жу щую ся сис те му ко ор ди нат х, у, z, та кую, что в по ло же нии
рав но ве сия орты обе их сис тем кол ли не ар ны. Бу дем пред по ла гать,
что оси под виж ной сис те мы ко ор ди нат х, у, z, все вре мя па рал лель -
ны осям не ко то рой «не под виж ной» сис те мы от сче та X, Y, Z. 

Если пе ре нос ное дви же ние со су да — по сту па тель ное, то дви же -
ние жид ко сти от но си тель но со су да бу дет по тен ци аль ным, так как
силы инер ции, оп ре де ляю щие от но си тель ное дви же ние жид ко сти,
бу дут об ла дать си ло вой функ ци ей

U X Y Z( , , )x h z x h z= - ¢¢ - ¢¢ - ¢¢  ,

где X, Y, Z — ко ор ди на ты на ча ла под виж ной сис те мы от сче та.
Если пе ре нос ное дви же ние бу дет вра ща тель ным, то от но си тель -

ное дви же ние бу дет вих ре вым.
2. Рас смот рим сна ча ла дви же ние жид ко сти от но си тель но со су -

да, ко то рый дви жет ся по сту па тель но. Это за да ча эк ви ва лент на за -
да че о ко ле ба ни ях жид ко сти в не под виж ном со су де под дей ст ви ем
сил, имею щих по тен циал

V F F g t= + -x hx h z( )  .

Поль зу ясь ин те гра лом Коши, мож но пред ста вить урав не ние
сво бод ной по верх но сти в виде

z x h
¶j

¶
x h

z

x h( , ; )t
g t

F F= -
æ

è
ç

ö

ø
÷ + -

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

1

0

. (2.1)

Обо зна чая че рез { }j x hn ( , )  сис те му соб ст вен ных функ ций ин те -
граль но го урав не ния (1.10), а че рез ln — его соб ст вен ные чис ла,
по ло жим:

35



z x h j x h

j x h,
j x h

( , ; ) ( ) ( , ),

( , ) ( )
( ,

t q t

 ;  t q t

n n
n

n
n

=

= ¢

å

0
)
.

lnn
å

ü

ý
ï

þ
ï

(2.2)

Раз ла гая функ ции x и h в ряды Фу рье на S по соб ст вен ным
функ ци ям {jn}:

x b jx= å n n
n

,

h b jh= å n n
n

и срав ни вая ко эф фи ци ен ты при оди на ко вых функ ци ях в урав не нии 
(2.1), по лу чим сле дую щую бес ко неч ную сис те му урав не ний для оп -
ре де ле ния функ ций qn:

¢¢ + = +q g q F Fn n n n n n nl l b l bx x h h . (2.3)

Из урав не ний (2.3) вид но, что ре зо нанс ны ми яв ля ют ся час то ты
лишь тех ин дек сов n s ln ng2 = , для ко то рых один из ко эф фи ци ен -
тов bxn  или bhn  от ли чен от нуля. Так, на при мер, если со суд име ет
фор му па рал ле ле пи пе да, то

b bx h2 2 0n n= = ,*

т. е. ре зо нанс ны ми яв ля ют ся толь ко час то ты не чет ных ин дек сов, а
ам пли ту ды стоя чих волн чет ных ин дек сов не мо гут быть из ме не ны
дви же ни ем со су да в го ри зон таль ной плос ко сти.

3. В слу чае про из воль но дви жу ще го ся со су да от но си тель ное
дви же ние жид ко сти бу дет вих ре вым. По это му бу дем рас смат ри вать
дви же ние жид ко сти от но си тель но сис те мы ко ор ди нат х, у, z. Сле -
дуя Н.Е. Жу ков ско му, вы ра зим по тен циал это го дви же ния в ко ор -
ди на тах x, h, z:

j j x h z= ( , , ; )t .
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Эта функ ция на стен ках по лос ти долж на удов ле тво рять гра нич -
но му ус ло вию

¶j

¶n
vn= ,

где vп — нор маль ная со став ляю щая ско ро сти со от вет ст вую щей точ -
ки по верх но сти по лос ти от но си тель но сис те мы ко ор ди нат х, у, z. В 
силу пред по ло же ния о ма ло сти ко ле ба ний, ско рость час тиц жид ко -
сти при z = 0 бу дет рав на сум ме

v
d

dt
n +

z
.

По это му по тен циал ско ро стей мож но пред ста вить в виде

j x h z x h z; x h z ) x h z s
s

x h z( , , ; ) ( , , , , ( , , )t H v dn= ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ +ò

+ ¢ ¢
¢ ¢

¢ ¢ò H
d

dt
d d

S

( , , , , )
( ,

x h ; x h
z x h )

x h0 0 . (2.4)

Пер вое сла гае мое — не что иное как по тен циал Н.Е. Жу ков ско -
го [1]. Так как ско рость vn яв ля ет ся ли ней ной функ ци ей про ек ций
уг ло вой ско ро сти со су да w ,  w ,   wx h z , то пер вое сла гае мое мо жет
быть пред став ле но в виде

~( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( )j x h z; w y x h z w y x h z w yx x h h z z t t t t= + + ( , , )x h z .

Функ ции y ,  y ,   yx h z  мы бу дем на зы вать функ ция ми Жу ков ско го.
Н.Е. Жу ков ский по ка зал [1], что они яв ля ют ся гар мо ни че ски ми
внут ри t и удов ле тво ря ют на s сле дую щим гра нич ным ус ло ви ям:

¶y

¶
h h g z z b

¶y

¶
z z a x x g

¶y

¶

x

h

z

n

n

n

= - - -

= - - -

=

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

0 0

0 0

( ) ( ) ,x x b h h a- - -

ü

ý

ï
ï
ï

þ

ï
ï
ï0 0

(2.5)

где a, b, g — на прав ляю щие ко си ну сы внут рен ней нор ма ли, а 
x h z0 0 0, ,  — ко ор ди на ты точ ки О.
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Итак, по тен циал ско ро стей дви же ния жид ко сти от но си тель но
сис те мы от сче та х, у, z в слу чае про из воль но го дви же ния со су да
мо жет быть пред став лен вы ра же ни ем

j w y w y w y jx x h h z z= + + + ¢åq n n
n

,

где j x h zn ( , , ) оп ре де ля ют ся по фор му лам (1.8¢).
Для оп ре де ле ния функ ций qn(t) мы вос поль зу ем ся урав не ни ем

сво бод ной по верх но сти, ко то рое в этом слу чае бу дет иметь вид

z x h
¶j

¶
x h

z

x x h h( , ; ) [ ] [ ]t
g t

F g F g= -
æ

è
ç

ö

ø
÷ - + - +

ì
í
ï

îï

ü
ý

=

1

0

ï

þï
, (2.6)

где g x  и g h  — про ек ции ус ко ре ния силы тя же сти на оси О1x и О1h.
Оп ре де лим со став ляю щие век то ров F  и g . По ло же ние еди нич ных
век то ров x0 , h 0  и z 0  от но си тель но не под виж ной сис те мы ко ор ди -
нат оп ре де лим па ра мет ра ми q1, q2 и q3 (см. фиг. 1). Они ана ло гич -
ны уг лам сколь же ния, ата ки и кре на, вво ди мым обыч но в тео рии
са мо ле та. Пре неб ре гая ма лы ми вто ро го по ряд ка, по лу чим:

x q q

h q q

z q q

w

0 0
2

0
3

0

0 0
1

0
3

0

0 0
2

0
1

0

= - +

= - -

= + -

=

x z y

y z x

z x y

,

,

,

¢ + ¢ + ¢

ü

ý

ï
ï

þ

ï
ïq x q h q z1

0
2

0
3

0 ,

(2.7)

и, сле до ва тель но, с той же точ но стью

¢¢ = ¢¢X X X0 0x ,
¢¢ = ¢¢Y Y Y0 0h ,

т. е. F X F Yx h= - ¢¢ = - ¢¢, , и ана ло гич но

g g g gx hq q= = -2 1, .

Раз ла гая в ряды Фу рье функ ции
Жу ков ско го:
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y x h d jx x( , , )0 = å n n
n

,  y x h d jh h( , , )0 = å n n
n

,  y x h d jz z( , , )0 = å n n
n

,
(2.8)

из урав не ния (2.6) по лу чим сле дую щую бес ко неч ную сис те му урав -
не ний для оп ре де ле ния функ ций  qn(t):

¢¢ + + ¢¢ + ¢¢ - ¢¢ + ¢¢ +q q X Yn n n n n n n n n n ns l b l b q l d q l dx h x h
2

1 2

+ ¢¢ - + =q l d q l b q l bz x h3 1 2 0n n n n n ng g , n = 1, 2, … (2.9)

Ка ж дое из урав не ний этой сис те мы мо жет быть про ин тег ри ро ва но
не за ви си мо от дру гих.

§ 3. Ос нов ные урав не ния ди на ми ки сис те мы со суд  — жид кость
В этом па ра гра фе мы вы яс ним тот вид, ко то рый при ни ма ют ос нов -
ные тео ре мы ди на ми ки в при ме не нии к дан ной сис те ме в про ек ци -
ях на вы бран ные нами оси.

1. Ко ли че ст во дви же ния со су да с жид ко стью и урав не ние ко ли че -
ст ва дви же ния. Как мы ви де ли, дви же ние твер до го тела оп ре де ля ет
дви же ние за клю чен ной в нем жид ко сти. В свою оче редь, жид кость
ока зы ва ет дав ле ние на стен ки по лос ти, ко то рое за ви сит от ско ро -
стей час тиц жид ко сти и от фор мы сво бод ной по верх но сти. В об щем
слу чае глав ный век тор сил дав ле ния от ли чен от нуля, по этому дви -
же ние жид ко сти влия ет на дви же ние твер до го тела. Так как сво бод -
ная по верх ность жид ко сти оп ре де ля ет ся счет ным мно же ст вом ко эф -
фи ци ен тов Фу рье ее раз ло же ния, то сис те ма со суд — жид кость, если 
жид кость лишь час тич но его за пол ня ет, пред став ля ет со бой сис те му
со счет ным чис лом сте пе ней сво бо ды. Дви же ние твер до го тела, со -
дер жа ще го жид кие мас сы, мы бу дем пред став лять как сум му дви же -
ний, по сту па тель но го и вра ща тель но го во круг не ко то рой точ ки, не -
под виж ной от но си тель но со су да. Та кая точ ка зре ния, как мы это ви -
де ли, пол но стью при ме ни ма и к ис сле до ва нию жид ко сти в со су де.

Вве дем сле дую щие обо зна че ния:
m1 — мас са со су да,
m2 — мас са жид ко сти,

М = m1 + т2 — мас са сис те мы,
v0  — аб со лют ная ско рость точ ки О,
v  — ско рость час тиц от но си тель но сис те мы х, у, z.
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То гда ко ли че ст во дви же ния сис те мы мо жет быть пред став ле но в
сле дую щем виде:

K M v m v vdi i
i

= + + òå0 r t
t

, (3.1)

где сум ма å рас про стра не на на все час ти цы со су да. Так как 

m v m vi i
i

å = 1 1 , где v1  — от но си тель ная ско рость цент ра тя же сти

сосуда, то (3.1) мож но пе ре пи сать в виде

K M v m v d= + + Ñò0 1 1 r j t
t

~ .

Сла гае мое

r j t
t

Ñò ~ d

пред став ля ет со бой ко ли че ст во дви же ния, ко то рое име ла бы жид -
кость, если бы сво бод ную по верх ность мы за ме ни ли твер дой
крыш кой; по этому

r j t
t

Ñ =ò ~ d m v2 2 ,

где v2  — от но си тель ная ско рость цент ра тя же сти от вер дев шей жид -
ко сти в объ е ме t. В силу не сжи мае мо сти жид ко сти име ем:

m v m v1 1 2 2 0+ = .

По это му по лу чим окон ча тель но:

K M v d= + Ñò0 r j t
t

. (3.2)

Та ким об ра зом, ко ли че ст во дви же ния сис те мы со суд — жид -
кость рав но ко ли че ст ву дви же ния, ко то рое имел бы со суд, если бы
жид кость в нем от вер де ла, плюс ко ли че ст во дви же ния, про ис хо дя -
ще го вслед ст вие волн. По след нее сла гае мое рав но про из ве де нию
мас сы жид ко сти на ско рость дви же ния ее цент ра тя же сти от но си -
тель но точ ки О.
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Та ким об ра зом, урав не ние ко ли че ст ва дви же ния мы мо жем
пред ста вить в виде

M
d v

dt

d

dt
d Q0 + Ñ =òr j t

t

, (3.3)

где Q  — глав ный век тор внеш них сил.
Обо зна чая че рез X, Y, Z ко ор ди на ты точ ки О в инер ци аль ной

сис те ме от сче та и за ме чая, что

¶j

¶x
t x

z
x h b

¶j

¶h
t b

t

x

h

t

d
d

dt
d d q

d q

S

n n
n

n n
n

ò ò å

åò

= = ¢

= ¢

ü

ý

,

,

ï
ï

þ

ï
ï

(3.3¢)

¶j

¶z
t z

z
x h

t

d
d

dt
d d

S
ò ò=  — бес ко неч но ма лая вто ро го по ряд ка,

пе ре пи шем окон ча тель но урав не ние (3.3) в про ек ци ях на не под -
виж ные оси:

MX q Q

MY q Q

MZ Q

n n
n

x

n n
n

y

z

¢¢ + ¢¢ =

¢¢ + ¢¢ =

¢¢ =

ü

ý

ï
ï

å

å

r b

r b

x

h

,

,

, þ

ï
ï

(3.4)

где ве ли чи ны bxn , bhn  не за ви сят от дви же ния со су да и оп ре де ля ют -
ся толь ко гео мет ри ей той час ти со су да, ко то рая за ня та жид ко стью.

Урав не ния (3.4) пред став ля ют со бой вы ра же ние тео ре мы ко ли -
че ст ва дви же ния со су да с жид ко стью в вы бран ных пе ре мен ных.

2. Ки не ти че ский мо мент. Ки не ти че ский мо мент мы мо жем
пред ста вить в виде

G G r d r q dn n
n

= + ´ Ñ + ´ ¢ Ñ
æ

è
ç

ö

ø
÷ò åò1 r j t r j t

t t

( ~) ~ ,

где r  — ра ди ус-век тор жид кой час ти цы от но си тель но точ ки О и
G1  — ки не ти че ский мо мент со су да. Пре об ра зу ем вто рое сла гае мое;
для это го вве дем век тор ax, имею щий ком по нен ты
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axx = 0, axh z z= - -( )0 , axz h h= - 0 .

То гда про ек цию это го сла гае мо го на ось О1x мы мо жем пред ста -
вить в виде

G a d2x x

t

r j t= Ñò ( ~ ) .

Так как div ax = 0, то, при ме няя фор му лу Гри на, по лу чим:

G a dn2x x

s

r j s= - ò ~ ,

где s — по верх ность, ог ра ни чи ваю щая объ ем t. Но

a
n

nx

x
z z b h h g

¶y

¶
= - - + - =( ) ( )0 0 ,

где a, b, g — на прав ляю щие ко си ну сы внут рен ней нор ма ли. При -
ме няя еще раз фор му лу Гри на, по лу чим:

G d2x x

t

r ( j y t= Ñ Ñò ~ ) .

Вво дя обо зна че ния Жу ков ско го:

[ ]uv u v d= Ñ Ñòr t
t

( )

и по ла гая

~j w y w y w yx x h h z z= + + ,

по лу чим окон ча тель но:

G 2x x x x h x h z x zw [y y w [y y w [y y= + +] ] ]

и со вер шен но ана ло гич но

G 2h x h x h h h z h zw [y y w [y y w [y y= + +] ] ],

G 2z x z x h z h z z hw [y y w [y y w [y y= + +] ] ].
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Сле до ва тель но,

G f2 2

1

2
= Ñ (w , w , w )x h z ,

где

f2
2 2 2(w , w , w ) = [y y ]w [y y ]w [y y ]wx h z x x x h h h z z z+ + +

+ + +2 2 2[y y ]w w [y y ]w w [w w ]w wx h x h h z h z z x z x.

Пусть эл лип со ид инер ции со су да за дан урав не ни ем

f x y z1 1( , , ) = .

По ло жим

G G G0 1 2

1

2
= + = Ñ F(w , w , w )x h z  ,

где

F = +f f1 2 .

Та ким об ра зом, эл лип со ид

F ( , , )x y z =1 (3.5)

яв ля ет ся эл лип сои дом инер ции эк ви ва лент но го твер до го тела (в
смыс ле Жу ков ско го), т. е. твер до го тела, эк ви ва лент но го со су ду с
жид ко стью в том слу чае, если мы за ме ним сво бод ную по верх ность
твер дой го ри зон таль ной стен кой.

Пре об ра зу ем те перь треть е сла гае мое в вы ра же нии ки не ти че -
ско го мо мен та:

G q r dn n
n

3 = ¢ ´ Ñòå r j t
t

( ~ ) .

По вто ряя при ве ден ные выше рас су ж де ния, мы по лу чим:

G q n n3x xj y= ¢å [ ], G q n n3h hj y= ¢å [ ], G q n n3z zj y= ¢å [ ];
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дру ги ми сло ва ми,

G f3 3

1

2
= Ñ (w , w , w )x h z ,

где

{ }f q n n n n3 2= ¢ + +å [ ] [ ] [ ]j y w j y w j y wx x h h z z ,

и, сле до ва тель но, об щее вы ра же ние ки не ти че ско го мо мен та сис те -
мы со суд — жид кость мо жет быть за пи са но в виде

G f= Ñ + Ñ
1

2

1

2
3Ф( (w , w , w ) w , w , w )x h z x h z . (3.6)

Функ ция Ф — од но род ная по ло жи тель но оп ре де лен ная квад ра тич -
ная фор ма, а функ ция f3 — од но род ная ли ней ная фор ма от про ек -
ций уг ло вой ско ро сти.

Та ким об ра зом, ки не ти че ский мо мент сис те мы со суд — жид -
кость рав ня ет ся сум ме ки не ти че ско го мо мен та аб со лют но твер до го
тела, эк ви ва лент но го сис те ме при за ме не сво бод ной по верх но сти
го ри зон таль ной стен кой, и ки не ти че ско го мо мен та вол но во го дви -
же ния жид ко сти в по коя щем ся со су де.

Эл лип со ид (3.5) мо жет быть при ве ден к глав ным осям. Те перь
его урав не ние бу дет иметь вид

Ax By Cz2 2 2 1+ + = , (3.7)

где А, В, С — мо мен ты инер ции эк ви ва лент но го твер до го тела. Как
по ка зал Н.Е. Жу ков ский, они мень ше мо мен тов инер ции со от вет -
ст вую щих жид ких масс.

3. Урав не ние мо мен тов. Так как бла го да ря вол нам на сво бод ной
по верх но сти цент р тя же сти сис те мы пе ре ме ща ет ся от но си тель но
со су да, то урав не ние мо мен тов от но си тель но цент ра О долж но
быть пред став ле но в виде

¢ + ´ =G r M
dv

dt
LО

О , (3.8)

где G  — мо мент ко ли че ст ва дви же ния тела с жид ко стью в по сту па -
тель но дви жу щей ся сис те ме ко ор ди нат х, у, z от но си тель но цент ра
О, vО  — ско рость точ ки О, rО  — ра ди ус-век тор цент ра тя же сти,
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L — глав ный мо мент внеш них сил от но си тель но того же цент ра.
Про из ве де ние

r M
dv

dt
О

О´

за да ет мо мент сил инер ции от но си тель но цент ра О.
Так как мы изу ча ем дви же ние толь ко с ма лы ми ус ко ре ния ми и

ма лы ми вол на ми, то вто рое сла гае мое в ле вой час ти урав не ния
(3.8) бу дет ма лой вто ро го по ряд ка. Ис хо дя из этих со об ра же ний мы 
мо жем пре неб речь мо мен том сил инер ции и пред ста вить урав не ние 
мо мен тов в виде

dG

dt
L= . (3.8¢)

Если в ка че ст ве под виж ной сис те мы ко ор ди нат мы возь мем
глав ные оси инер ции эк ви ва лент но го твер до го тела, т. е. глав ные
оси эл лип сои да (3.7), и на пи шем урав не ние (3.8¢) в про ек ци ях на
эти оси, то по лу чим урав не ния, ана ло гич ные урав не ни ям, вы ве ден -
ным Н.Е. Жу ков ским.

Пусть мат ри ца k i j  оп ре де ля ет по ло же ние но вых осей p 0 , q 0 , 
r 0  от но си тель но ста рых x, h, z. То гда

{ }f q p q rn n p n q n r3 2= ¢ + + =å [ ] [ ] [ ]j y j y j y

{ }= + +2 [ ] [ ] [ ]jy jy jyp q rp q r ,

где y y k y k y kx h zp = + +11 21 31 , y y k y k y kx h zq = + +12 22 32 , 
y y k y k y kx h zr = + +13 23 33 , р, q, r — про ек ции уг ло вой ско ро сти на
оси эл лип сои да (3.7). Сле до ва тель но, вы ра же ние (3.6) при мет вид

G p q r d p d qp q= Ñ + Ñ Ñ + Ñ Ñ +ò ò
1

2
0 0Ф( , , ) ( ) ( )r j y t r j y t

t t

+ Ñ Ñòr j y t
t

( )r d r 0 .

Так как ( )Ñ Ñ =ò òj y t y
z

x h
t

p p

S

d
d

dt
d d  и т. д., то, при ни мая во вни ма -

ние обо зна че ния (2.8), по лу чим:
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G p q r q p q rn p n q n r n= Ñ + ¢ + +å
1

2
0 0 0Ф( , , ) ( )r d d d , (3.9)

и, сле до ва тель но, ска ляр ные урав не ния мо мен тов бу дут иметь вид

Ap q L

Bq q L

Cr q

p n n
n

p

q n n
n

q

r n n
n

¢ + ¢¢ =

¢ + ¢¢ =

¢ + ¢¢

å

å

å

r d

r d

r d

,

,

=

ü

ý

ï
ïï

þ

ï
ï
ï

L r ,

(3.10)

где А, В, С — мо мен ты инер ции эк ви ва лент но го твер до го тела. Ве -
ли чи ны d pn , … оп ре де ля ют ся толь ко гео мет ри ей по лос ти. В пра вой
час ти этих урав не ний сто ят ком -
по нен ты глав но го мо мен та внеш -
них сил. Этот мо мент мы бу дем
рас смат ри вать как со стоя щий из
двух сла гае мых. Пер вое сла гае -
мое L1 бу дет за ви сеть от обоб -
щен ных ко ор ди нат и ско ро стей
со су да и вре ме ни. Это сла гае мое
мо жет быть не кон сер ва тив ным.
Вто рое сла гае мое L2 — это мо мент мас со вых сил, дей ст вую щих на
жид кость, и, сле до ва тель но, за ви сит от обоб щен ных ко ор ди нат qn.
Это сла гае мое всег да бу дет кон сер ва тив ным. Вы яс ним его струк ту -
ру. Мо мент силы тя же сти от но си тель но точ ки О бу дет ра вен

( )r r m g1 2 2+ ´ ,

где r1  — ра ди ус-век тор цент ра тя же сти жид ко сти при от сут ст вии
волн, r2  — сме ще ние цент ра тя же сти вслед ст вие волн.

Пер вое сла гае мое бу дет за ви сеть толь ко от по ло же ния со су да и, 
сле до ва тель но, вой дет в L1, вто рым сла гае мым и бу дет L2. Пусть в
по ло же нии рав но ве сия цент р тя же сти жид ко сти ле жит на оси О1x;
то гда век тор r2  име ет про ек ции

r
m

dx

r
x t= ò

2

, r
m

dh

r
h t= ò

2

, r
m

d yz

r
z t z= -ò

2

, (3.11)
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где z y  — ап пли ка та цент ра тя же сти жид ко сти в по ло же нии рав но -
ве сия. Ин тег ри ро ва ние в этих вы ра же ни ях рас про стра не но на весь
объ ем, за ни мае мый жид ко стью.

Оче вид но, что

r
m

d d d
m

q n n
nS

x

z x h

x

r
x z x h

r
b=

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

=ò åò
2 0 2

( , )

.

Ана ло гич но

r
m

q n n
n

h h

r
b= å

2

.

Не труд но ви деть, что ве ли чи на rz  бу дет ве ли чи ной вто ро го по ряд ка 
ма ло сти. По это му

L g q q Zn n
n

n n
n

= -
æ

è
ç

ö

ø
÷ +

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê

ù

û
ú ´å år b x b hx h

0 0 0 .

Пре ж де чем вы чис лить про ек ции век то ра L2  на на прав ле ния
p 0 , q 0 , r 0 , вы ве дем не сколь ко вспо мо га тель ных со от но ше ний.

Пусть углы q1, q2 и q3 оп ре де ля ют по ло же ние осей р, q, r от но -
си тель но сис те мы от сче та х, y, z и в по ло же нии рав но ве сия обе

сис те мы сов па да ют. То гда с при ня той
точ но стью по лу чим фор му лы пе ре хо да:

p x y z

q x y z

r x y z

0 0
3

0
2

0

0
3

0 0
1

0

0
2

0
1

0 0

= + -

= - + +

= - +

q q

q q

q q

,

,

.

(3.12)

В свою оче редь, по ло же ние сис те -
мы х, у, z от но си тель но не под виж ной
сис те мы бу дет за да но мат ри цей на -
прав ляю щих ко си ну сов k i j . Вы чис -
лим про ек ции еди нич но го век то ра Z 0

на оси p, q, r. Так как

Z x y z0
31

0
32

0
33

0= + +k k k , (3.12¢)

то, поль зу ясь фор му ла ми (3.12), по лу чим:
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Z p q0
31 32 3 33 2

0
31 3 32 33 1

0= + - + - + + +( ) ( )k k q k q k q k k q

+ - +( )k q k q k31 2 32 1 33
0r (3.12²)

и, сле до ва тель но, от бра сы вая ма лые вто ро го по ряд ка,

L g q a a

L g q b

p n n n
n

q n n n

2 1 2

2 1

= - +
ì
í
î

ü
ý
þ

= - +

år b b

r b b

x h

x h

( ) ,

( b

L g q c c

n

r n n n
n

2

2 1 2

) ,

( ) ,

å

å

ì
í
î

ü
ý
þ

= - +
ì
í
î

ü
ý
þ

ü

ý

ï
ï
ï

þ

ï

r b bx h

ï
ï

(3.13)

где

a

a

b

1 33 12 13 32

2 22 33 23 32

1 13 31 11 33

= -

= -

= -

k k k k

k k k k

k k k k

,

,

,

,

,

b

c

c

2 23 31 21 33

1 11 32 12 31

2 21 31 22 3

= -

= -

= -

k k k k

k k k k

k k k k 2 .

ü

ý

ï
ï
ï

þ

ï
ï
ï

(3.14)

Та ким об ра зом, урав не ния мо мен тов мы мо жем пред ста вить в
виде

A q g q a a Ln p n n n n p
nn

¢¢ + ¢¢ + + =ååq r d r b bx h1 1 2 1( ) ,

B q g q b b Ln q n n n n q
nn

¢¢ + ¢¢ + + =ååq r d r b bx h2 1 2 1( ) ,

C q g q c c Ln r n n n n r
nn

¢¢ + ¢¢ + + =ååq r d r b bx h3 1 2 1( ) .

Пра вые час ти этих урав не ний за ви сят толь ко от обоб щен ных ко ор -
ди нат со су да q1, q2, q3,  их про из вод ных и вре ме ни, и не за ви сят от
пе ре мен ных qn.

По лу чен ные урав не ния яв ля ют ся обоб ще ни ем со от вет ст вую щих 
урав не ний Н.Е. Жу ков ско го для ма лых дви же ний со су да с
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жид ко стью. По след ние по лу ча ют ся из на ших урав не ний, если по -
ло жить все q n º 0.

§ 4. Об щие урав не ния дви же ния со су да с жид ко стью.
Ин те грал энер гии
1. Во вто ром па ра гра фе мы вы ве ли урав не ния, ко то рым удов ле тво -
ря ют пе ре мен ные qn. По лу чен ная сис те ма (2.9) со вме ст но с урав не -
ни ем мо мен тов и урав не ни ем ко ли че ст ва дви же ния об ра зу ет замк -
ну тую сис те му урав не ний. Нам ос та лось толь ко не сколь ко из ме -
нить обо зна че ния со от вет ст вен но вы бран ной в пре ды ду щем па ра -
гра фе сис те ме от сче та.

Для это го вы чис лим g x  и g h , поль зу ясь обо зна че ния ми пре ды -
ду ще го па ра гра фа. Так как

g g Zx x= - ( )0 0 , g g Zh h= - ( )0 0 ,

то, поль зу ясь ра вен ст ва ми

x k k k0
11

0
12

0
13

0= + +p q r  и т. д.

и ра вен ст вом (3.12¢) и при ни мая во вни ма ние ус ло вие ор то го наль -
но сти ор тов x0 , h 0  и z 0 , по лу чим:

g g a b cx q q q= - + +( )1 1 1 2 1 3 , g g a b ch q q q= - + +( )2 1 2 2 2 3 .

Ис поль зуя при ня тые обо зна че ния, мы мо жем сфор му ли ро вать
по лу чен ные ре зуль та ты в виде сле дую щей тео ре мы (см. [2]):

Тео ре ма. Ма лые дви же ния твер до го тела, со дер жа ще го жид кие
мас сы, имею щие сво бод ную по верх ность, око ло по ло же ния рав но ве сия
опи сы ва ют ся сле дую щей бес ко неч ной сис те мой ли ней ных диф фе рен ци -
аль ных урав не ний:
  1) Урав не ния ко ли че ст ва дви же ния:

MX q Q

MY q Q

MZ Q

n n
n

x

n n
n

y

z

¢¢ + ¢¢ =

¢¢ + ¢¢ =

¢¢ =

ü

ý

ï
ï

å

å

r b

r b

x

h

,

,

. þ

ï
ï

(4.1)
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2) Урав не ния мо мен тов:

A q g q a a L

B

n p n n n n p
nn

¢¢ + ¢¢ + + =

¢¢ + ¢¢

ååq r d r b b

q r

x h1 1 2 1

2

( ) ,

q g q b b L

C q g q

n q n n n n q
nn

n r n

d r b b

q r d r

x h+ + =

¢¢ + ¢¢ +

åå ( ) ,1 2 1

3 n n n r
nn

c c L( ) .b bx h1 2 1+ =

ü

ý

ï
ïï

þ

ï
ï
ïåå

(4.2)

3) Урав не ния для ко эф фи ци ен тов Фу рье qп раз ло же ния сво бод ной
по верх но сти жид ко сти в ряд по соб ст вен ным функ ци ям ин те граль но -
го урав не ния (1.10):

¢¢ + + ¢¢ + ¢¢ + ¢¢ + ¢¢ +q q X Yn n n n n n n p n n q n ns b l b l q d l q d lx h
2

1 2

{+ ¢¢ + + + + +q d l l b b q b b qx h x h3 1 2 1 1 2 2r n n n n n n ng a a b b[ ] [ ]

}+ + =[ ]b b qx hn nc c1 2 3 0,  n = 1, 2, …, (4.3)

где чис ла A, B, C, bxn , bhn , a1, a2, b1, b2, c1, c2  за ви сят толь ко от гео -
мет рии со су да и плот но сти жид ко сти.

Та ким об ра зом, со дер жа щие ся в твер дом теле жид кие мас сы не
толь ко при во дят к из ме не нию мо мен тов инер ции по срав не нию с
со от вет ст вую щи ми мо мен та ми инер ции твер до го тела, но и из ме -
ня ют ха рак тер сис те мы диф фе рен ци аль ных урав не ний. По след нее
прин ци пи аль но от ли ча ет нашу за да чу от за да чи, рас смот рен ной
Жу ков ским, и для слу чая ма лых ко ле ба ний по лу чен ные ре зуль та ты
яв ля ют ся пря мым обоб ще ни ем ре зуль та тов Жу ков ско го. Для того
что бы убе дить ся в этом, дос та точ но по ло жить q n º 0.

Мож но по ка зать, что по лу чен ная сис те ма урав не ний (4.1), (4.2)
и (4.3) яв ля ет ся сис те мой урав не ний Ла гран жа, если в ка че ст ве
обоб щен ных ко ор ди нат при нять па ра мет ры qi, qn и ко ор ди на ты
точ ки О, т. е. X, Y, Z.

2. Под счи та ем по тен ци аль ную энер гию жид ко сти. По тен ци аль -
ная энер гия сис те мы скла ды ва ет ся из по тен циаль ной энер гии
внеш них сил, за ви ся щих от обоб щен ных ко ор ди нат со су да П1, и
по тен циаль ной энер гии жид ко сти П2, за ви ся щей от обоб щен ных
ко ор ди нат qn. Нас бу дет ин те ре со вать толь ко вто рое сла гае мое.
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Поль зу ясь обо зна че ния ми пре ды ду ще го па ра гра фа, мож но его
пред ста вить в виде

П от2 1 2= +( )h h m g, (4.4)

где hот — вы со та под ня тия цент ра мас сы жид ко сти в ее дви же нии
от но си тель но сис те мы x, h, z,

h r Z dt
t

1 2
0

0

= ´ò ( )w ,

w — уг ло вая ско рость вра ще ния со су да.
По сле оче вид ных пре об ра зо ва ний вы ра же ние (4.4) при мет вид

П2 1
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2
0

3
0 0= + + ´

æ

è
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ø
÷ +
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è
ç

ö

ø
å åg p q r q qn n
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r q q q b x bx h[ ] ÷
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ù

û
ú

ì
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î

ü
ý
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+ åh
r0 0 2

2
Z

g
qn

n

.

Поль зу ясь фор му ла ми (3.12), (3.12¢), по лу чим окон ча тель но:

П2 1 1 2 2 1 2= + + + +
ì
í
î

å åg q a a q b bn n n
n

n n n
n

r q [b b q [b bx h x h] ]

+ + +
ü
ý
þ

å åq [b bx h3 1 2
21

2
q c c qn n n

n
n

n

] . (4.5)

3. Под счи та ем ки не ти че скую энер гию со су да с жид ко стью. Она
рав на

t v v d= +ò
1

2
0

2r t( ) , (4.6)

где v0  — ско рость точ ки О и v  — от но си тель ная ско рость. Ин те грал
в вы ра же нии (4.6) рас про стра нен на весь объ ем, за ни мае мый со су -
дом с жид ко стью. Энер гию Т мож но пред ста вить в сле дую щем виде:

T M
v

v m v d d= + + Ñ + Ñ
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷ +ò ò

0
2

0 1 12
r j t r j t

t t

~

+ Ñ + Ñ Ñ + Ñ +ò ò ò
1

2

1

2
2 2

1r j t r j j t r j t
t t t

~ ~d d d T ,

51



где v1  — от но си тель ная ско рость цент ра мас сы со су да и T1 — ки не -
ти че ская энер гия от но си тель но го дви же ния со су да.

В силу не сжи мае мо сти жид ко сти, оче вид но, что

m v d1 1 0+ Ñ =òr j t
t

~ .

Со глас но со от но ше ни ям (3.3¢), от бра сы вая ма лые вто ро го по ряд ка,
по лу чим:

v d X q Y qn n
n

n n
n

0r j t r b r b
t

x hÑ = ¢ ¢ + ¢ ¢ò å å~ .

Сум ма T d T0
2

1

1

2
= Ñ +òr j t

t

~  пред став ля ет со бой ки не ти че скую энер -

гию эк ви ва лент но го твер до го тела в его от но си тель ном дви же нии:

T Ap Bq Cr0
2 2 21

2
= + +( ).

Да лее най дем:

Ñ Ñ = Ñ = ¢ + ¢ + ¢å å å~ ~j j t j
x

x h d d dd
d

dt
d d p q q q r qn p n

n
n q n

n
n r n

nS
òò

t

.

На ко нец, пред по след нее сла гае мое, яв ляю щее ся энер ги ей вол но во го 
дви же ния жид ко сти в по коя щем ся со су де, вы ра жа ет ся фор му лой

1

2

1

2
2

2

r j t r
l

t

Ñ =
¢

ò åd
q n

nn

.

Та ким об ра зом, ки не ти че ская энер гия сис те мы со суд — жид кость
име ет вид

T
M

X Y Z X q Y qn n
n

n n
n

= ¢ + ¢ + ¢ + ¢ ¢ + ¢ ¢ +å å
2

2 2 2( ) r b r bx h
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2
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q
n r n

n
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n

. (4.7)
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Поль зу ясь вы ра же ния ми энер гии (4.6) и (4.7), мы не по сред ст -
вен но убе ж да ем ся в том, что урав не ния (4.1)—(4.4) суть урав не ния
Ла гран жа в обоб щен ных ко ор ди на тах X, Y, Z, q1, q2, q3, q1, q2, …

4. Та ким об ра зом, если внеш ние силы кон сер ва тив ны и их по -
тен ци аль ную энер гию обо зна чим че рез П1, то сис те ма урав не ний
(4.1)—(4.4) до пус ка ет пер вый ин те грал — ин те грал энер гии:

H T= + +П П1 2 .

§ 5. Ма лые ко ле ба ния при по тен циаль ных си лах
1. Бу дем рас смат ри вать ко ле ба ния со су да с жид ко стью в пред по -
ло же нии, что внеш ние силы, за ви ся щие от обоб щен ных ко ор ди -
нат со су да, име ют си ло вую функ цию, и при мем, что по ло же нию
рав но ве сия со от вет ст ву ют ну ле вые зна че ния пе ре мен ных X, …,
q1, …, q1, …

То гда, вво дя обо зна че ния

X X= 1 , Y X= 2 , Z X= 3 , q1 4= X , q2 5= X , q3 6= X ,

мы мо жем пред ста вить вы ра же ние по тен циаль ной энер гии внеш -
них сил П1 в виде

П b X Xij i j
i j

1
1

61

2
=

=
å
,

. (5.1)

Сле до ва тель но, сис те ма урав не ний (4.1)—(4.3) при мет вид

a X b X q q jj j ji i
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n jn n jn
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ï

(5.2)

где

a rbx1n n= , a rbh2n n= , a 3 0n = ,
a rd4n pn= , a rd5n qn= , a rd6n r n= ,
b in = 0,  i = 1, 2, 3,
b r b bx h4 1 2n n ng a a= +( ), b r b bx h5 1 2n n ng b b= +( ),
b r b bx h6 1 2n n ng c c= +( ).
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Ог ра ни чим ся изу че ни ем слу чая g = const. То гда ре ше ния мож но 
ис кать в виде

X M ei i
t= w , q N en n

t= w .

Для оп ре де ле ния по сто ян ных Мi, Nn по лу чим сле дую щую бес -
ко неч ную сис те му ал геб раи че ских урав не ний:
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(5.3)

где ¢å  оз на ча ет сум ми ро ва ние по всем ин дек сам j i¹ . Ог ра ни чи -
ва ясь не ко то рым ко неч ным чис лом чле нов в раз ло же нии функ ций
x, h, y1, y2 и y3 в ряды Фу рье, мы по лу чим ко неч ную сис те му ал -
геб раи че ских урав не ний, ре ше ние ко то рой нам даст при бли жен ное
зна че ние ис ко мых ве ли чин. Этот ме тод мо жет ока зать ся весь ма
удоб ным в прак ти че ском при ме не нии, так как во мно гих техни чес -
ких за да чах ока зы ва ет ся воз мож ным с дос та точ ной для прак ти ки
точ но стью учи ты вать лишь одну пер вую гар мо ни ку ко леб лю щей ся
жид ко сти.

2. В це лом ряде при клад ных за дач бы ва ет важ но ис сле до вать
влия ние ко леб лю щей ся жид ко сти на дви же ние со су да, если его
дви же ние под дей ст ви ем за дан ных внеш них сил при от сут ст вии у
жид ко сти сво бод ной по верх но сти из вест но. В этом слу чае сис те ма
урав не ний (5.2) мо жет быть не сколь ко уп ро ще на.

Пусть Y i  (i = 1, 2,…, 6) нор маль ные ко ор ди на ты, a m n  — соб ст -
вен ные час то ты со су да в том слу чае, если сво бод ную по верх ность
мы за ме ним твер дой го ри зон таль ной (в по ло же нии рав но ве сия)
крыш кой. То гда ки не ти че ская энер гия сис те мы со суд — жид кость
бу дет иметь вид

T Y q Y
q
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Ана ло гич но бу дет уп ро ще но вы ра же ние по тен циаль ной энер гии:
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n
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= + = + +
= =

¥

=
å å å å2 1
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21
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Ко эф фи ци ен ты vmn и gmn вы ра жа ют ся ли ней но че рез ко эф фи ци ен ты 
amn и bmn. Та ким об ра зом, урав не ния (5.2) при мут вид
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(5.6)

Ог ра ни чи ва ясь ко неч ным чис лом п чле нов раз ло же ния в ряд Фу -
рье, мы по лу чим обыч ную кон сер ва тив ную сис те му. Ее урав не ние
час тот мож но пред ста вить в виде
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n   столбцов6 744444 844444

= 0.

Вы чис ляя кор ни это го урав не ния мы мо жет при вес ти сис те му урав -
не ний к нор маль но му виду:

¢¢ - =Z Zk k kw2 0 (k = 1, 2,…, n + 6), (5.7)

где wk  — глав ные час то ты ко ле ба ний сис те мы со суд — жид кость.
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Для лю бо го сколь угод но боль шого чис ла n сис те ма (5.6) мо -
жет быть раз ре ше на и при ве де на к нор маль но му виду (5.7). Пе ре -
хо дя к пре де лу при n ® ¥, по ка жем, что бес ко неч ная сис те ма ал -
геб раи че ских урав не ний (5.3) ос та ет ся раз ре ши мой и зна че ния
соб ст вен ных час тот wi , най ден ные из уко ро чен ной сис те мы урав -
не ний, стре мят ся к оп ре де лен ным пре де лам при не ог ра ни чен ном
уве ли че нии чис ла урав не ний. Для это го нам дос та точ но по ка зать,
что де тер ми нант

D D( ) lim ( )w w2 2=
®¥n

n

удов ле тво ря ет ус ло ви ям тео ре мы Коха, т. е. про из ве де ние диа го -
наль ных эле мен тов и сум мы квад ра тов всех про чих эле мен тов схо -
дят ся [6]. Нам дос та точ но до ка зать лишь вто рое из этих ут вер жде -
ний. Но оно оче вид но. В са мом деле, D ( )w2  яв ля ет ся ме ро морф ной 
функ ци ей, имею щей по лю сы в точ ках

w m2 2= - m , w l2 = - g n .

Для всех про чих зна че ний w2 ка ж дый из ря дов
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схо дит ся, в силу того что g i j , v i j  — ко эф фи ци ен ты Фу рье (т. е. ряды 

g i j
j

i j
j

v2 2å å,  яв ля ют ся схо дя щи ми ся).

3. Из раз ре ши мо сти сис те мы (5.6) и воз мож но сти при вес ти ее к 
нор маль но му виду сле ду ет спра вед ли вость тео ре мы Ла гран жа, ко то -
рая в дан ном слу чае мо жет быть сфор му ли ро ва на сле дую щим
об ра зом:
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Тео ре ма. Для ус той чи во сти три ви аль но го ре ше ния сис те мы (5.6)
не об хо ди ма и дос та точ на по ло жи тель ная оп ре де лен ность квад ра тич -
ной фор мы (5.5).

В са мом деле, воз мож ность при ве де ния к нор маль но му виду эк -
ви ва лент на од но вре мен но му при ве де нию к диа го наль но му виду
квад ра тич ных форм (5.4) и (5.5), при ко то ром квад ра тич ная фор ма
(5.5) при ни ма ет вид

U Zn n
n

= -å
1

2
2 2( )w .

Сле до ва тель но, если все wn — чис то мни мые, т. е. если квад ра тич -
ная фор ма (5.5) — по ло жи тель но оп ре де лен ная, то ка ж дое из нор -
маль ных ко ле ба ний бу дет ус той чи во. Об рат но, если все нор маль -
ные ко ле ба ния ус той чи вы, то wn

2  долж но быть от ри ца тель ным.
Най дем ус ло вия зна ко оп ре де лен но сти квад ра тич ной фор мы

(5.5). Для это го вве дем но вые пе ре мен ные

q U
v

g
Yn n
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m
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=

å
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6

. (5.8)

По сле оче вид ных пре об ра зо ва ний вы ра же ние (5.5) при мет вид
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Сле до ва тель но, име ет место сле дую щее пред ло же ние:
Для по ло жи тель ной оп ре де лен но сти квад ра тич ной фор мы (5.5) не -

об хо ди ма и дос та точ на по ло жи тель ная оп ре де лен ность квад ра тич ной 
фор мы

L Y Ynm n m
n m

=
=

åJ
, 1

6

. (5.9)

Та ким об ра зом, кри те ри ем ус той чи во сти три ви аль но го ре ше ния 
сис те мы (5.5) яв ля ет ся вы пол не ние не ра венств Силь ве ст ра для
квад ра тич ной фор мы (5.9).
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4. Пусть кор ни урав не ния час тот wi  нами оп ре де ле ны. То гда,
обо зна чая че рез D

k
m  ми нор k-го эле мен та пер вой стро ки ха рак те ри -

сти че ско го оп ре де ли те ля, вы чис лен ный в пред по ло же нии w w= m ,
мы по лу чим зна че ния пе ре мен ных в яв ном виде:
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Най дем фор му сво бод ной по верх но сти:

z x h j x h)( , ; ) ( ) ( ,t q tn n
n

= å

или, при ни мая во вни ма ние фор му лы (5.10),

z j x h)= +åDn
m

m n
n m

Z t6 ( ) ( ,
,

 .

Вве дем обо зна че ния:

z x h) j x h)m n
m

n
n

( , ( ,= +åD 6  .

По лу чим, да лее:

z x h; ) z x h)( , ( ) ( ,t Z tm m
n

= å  , (5.11)

т. е. сво бод ная по верх ность мо жет быть пред став ле на как сум ма
стоя чих волн z x h)m mZ t( , ( ), ка ж дая из ко то рых ко леб лет ся с час то -
той wm .

§ 6. Слу чай, ко гда со суд име ет одну сте пень сво бо ды.
Влия ние дис си па тив ных сил
1. Этот слу чай пред став ля ет зна чи тель ный прак ти че ский ин те рес,
так как к нему сво дит ся ряд кон крет ных за дач: за да чи о
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ко ле ба ни ях раз но го рода ма ят ни ков с жид ко стью, о кач ке (бор то -
вой или ки ле вой) на лив ных со су дов и т. д. К тому же этот слу чай
яв ля ет ся наи бо лее про стым и по этому мо жет быть де таль но изу чен. 
Ис сле до ва нию по сту па тель ных ко ле ба ний пря мо уголь но го со су да с 
жид ко стью была по свя ще на ра бо та Л.Н. Сре тен ско го [5]. Он вы -
чис лял сум мар ное дав ле ние на стен ки со су да и за тем со став лял
урав не ние его дви же ния. Поль зу ясь на ши ми ре зуль та та ми, мы про -
ве дем ис сле до ва ние дви же ния со су дов про из воль ной фор мы для
про из воль ных ма лых ко ле ба ний как по сту па тель ных, так и
вра ща тель ных.

2. Пред по ло жим сна ча ла, что внеш ние силы име ют по тен циал,
и обо зна чим че рез Y обоб щен ную ко ор ди на ту со су да. То гда сис те -
ма (5.6) при мет вид

¢¢ + + ¢¢ + =

¢¢ + + ¢¢ + =

åY Y q q v

Y v Y q g q

n n n n
n

n n
n

n n

m g

g
r

l
r

2 0

0

( ) ,

, , ,n = ¼

ü

ý
ï

þ
ï1 2

(6.1)

Со от вет ст вую щее урав не ние час тот бу дет иметь вид

D = 0, (6.2)

где

D =

+

+

+

+

+

+

1
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2 2
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1
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1
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g w

w m

g w
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g w
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l
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. . .

. . .

g w
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l
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2
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g
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 .

Вы чис ляя оп ре де ли тель, при ве дем урав не ние (6.2) к виду
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Ф1
2 2 2

2 2

2 2
( )

( )

( )
w w m

l g w

r w s
º + =

+

+
å n n n

nn

v
. (6.3)

Функ ция

Ф1
2

2 2

2 2
( )

( )

( )
w

l g w

r w s
=

+

+
å n n n

nn

v

яв ля ет ся ме ро морф ной функ ци ей w2, имею щей про стые по лю сы в
точ ках

w l s2 2= - = -g n n .

Рас пре де ле ние час тот про ще все го ис сле до вать гра фи че ски. Из
чер те жа (фиг. 4) вид но, что кор ни урав не ния (6.2) ле жат ме ж ду по лю -
са ми функ ции Ф2 (w2). Од на ко
кор ни урав не ния (6.2) мо гут
ле жать и спра ва от оси ор ди -
нат, если квад ра тич ная фор ма
(5.9) не яв ля ет ся по ло жи тель но 
оп ре де лен ной. В дан ном слу чае

L Y= g11
2 ,

и, сле до ва тель но, един ст вен ным ус ло ви ем ус той чи во сти бу дет вы -
пол не ние сле дую ще го не ра вен ст ва:

g m
r

11
2

2

0= - >å
v

g
n

n

.

3. Во мно гих техни чес ких за да чах ряд 
l g w

r w s
n n n

nn

v( )

( )

2 2

2 2

+

+
å  ока зы -

ва ет ся на столь ко бы ст ро схо дя щим ся, что  его  вы чис ле ние  при
фик си ро ван ном w не пред став ля ет за труд не ний. Это обстоя тель -
ство по зво ля ет эф фек тив но при ме нить ме тод по сле до ва тель ных
при бли же ний. Пе ре ну ме ру ем соб ст вен ные час то ты в по ряд ке воз -
рас та ния их аб со лют ных ве ли чин: w0, w1, w2,… так, что

s w sn n n
2 2

1
2< <

+
.
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При вы чис ле нии w0 в ка че ст ве пер во го при бли же ния име ет смысл
брать ре ше ние би квад рат но го урав не ния

w m
l w g

r w s
2 2 1

2
1 1

2

2
1
2

+ =
+

+

( )

( )

v
. (6.4)

В ряде слу ча ев уже это при бли же ние мо жет дать удов ле тво ри тель -
ную точ ность.

Обо зна чим через xm
n( )  ко рень урав не ния

x m
l g x

r x s
+ =

+

+=
å2

2

2
1

i i i

ii

n v( )

( )
, (6.5)

удов ле тво ряю щий не ра вен ст ву

- < < -
+

s x s
m m

n
m1

2 2( ) . (6.6)

В даль ней шем нам бу дет не -
об хо ди ма сле дую щая

Тео ре ма. xm
n( )  — мо но тон ная

функ ция п и стре мит ся к оп ре де -
лен но му ко неч но му пре де лу при не -
ог ра ни чен ном воз рас та нии п.

Нам, оче вид но, дос та точ но до -
ка зать толь ко мо но тон ность функ -
ции xm

n( ) , так как кор ни урав не ния 
(6.2) удов ле тво ря ют не ра вен ст ву
(6.6) для лю бо го п.

Фик си ру ем не ко то рое зна че ние x. То гда, оче вид но,

Ф Ф2

2

2
1

2

2
( ) ( )( )

( )

( )

(
n i i i

ii

n
k i i iv v

=
+

+
< =

+

=
å

l xg

r x s

l g x

r x s+=
å

ii

k

2
1 )

,

если толь ко n < k. По это му кри вая Ф2
( ) ( )n x  прой дет ниже кри вой 

Ф2
( ) ( )k x  (см. фиг. 5), и, сле до ва тель но, точ ка пе ре се че ния с пря мой 

Ф1 ( )x  сдви га ет ся впра во, т. е. x xm
n

m
k( ) ( )< . 
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Та ким об ра зом, за ме няя ис сле до ва ние ха рак те ри сти че ско го урав -
не ния бес ко неч ной сис те мы (6.1) ис сле до ва ни ем ха рак те ри сти че ско -
го урав не ния ко неч ной сис те мы и вы чис ляя кор ни ха рак те ри сти че -
ско го урав не ния этой сис те мы, мы всег да по лу ча ем при бли жен ные
зна че ния кор ней ха рак те ри сти че ско го урав не ния (6.2).

До ка зан ное пред ло же ние по мо га ет оце нить ин тер вал, в ко то ром 
со дер жит ся ис ко мое зна че ние кор ня.

Для оп ре де ле ния гра ниц из ме не ния кор ня w0
2  мож но ис поль зо -

вать сле дую щее по строе ние.
Най дем наи боль ший ко рень квад рат но го урав не ния (6.4), ко то -

рый ра вен абс цис се точ ки пе ре се че -
ния А. Обо зна чим его че рез w0

2*  и
вы чис лим Ф2 0

2( )*w ; по лу чим точ ку В, 
ор ди на та ко то рой, по до ка зан но му,
боль ше ор ди на ты точ ки А. Со еди -
ним точ ку В с на ча лом ко ор ди нат.
Точ ку пе ре се че ния это го от рез ка с
пря мой Ф1

2 2 2( )w w m= +  обо зна чим
че рез D. Как это вид но из фиг. 6,
ис ко мое зна че ние кор ня бу дет ле -
жать ме ж ду абс цис са ми то чек В и D. 
Вы чис ле ние Ф2 0

2( )*w  не пред став ля ет 
тру да вви ду бы ст рой схо ди мо сти дан но го ряда. Сле ду ет за ме тить,
что зна че ние абс цис сы точ ки D бли же к зна че нию кор ня, чем зна че -
ние вто ро го при бли же ния, со от вет ст вую ще го абс цис се точ ки С.

4. Для вы чис ле ния соб ст вен ных час тот боль ших ин дек сов мо -
жет иметь зна че ние сле дую щая тео ре ма, ха рак те ри зую щая по ве де -
ние wn

2  при n ® ¥.

Тео ре ма. Ве ли чи на c s wn n n= +2 2  мо жет быть пред став ле на вы ра -

же ни ем c
l

r
g ln

n
n ng k= +

2
2[ ( )], где k n( )l ® 0 при ln ® ¥.

Функ ция Ф2 (w2) — ме ро морф ная функ ция, про стые по лю сы
ко то рой на хо дят ся в точ ках w s2 2= - n . Сле до ва тель но, в ок ре ст но сти 
этих то чек ее раз ло же ние име ет вид

Ф
k

k k
n

n2
2 1

2 2 0 1
2 2( ) ( )w

w s
w s=

+
+ + + +- K ,
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где k vn
n n n-

= +1
2 2l

r
s g( ) .

Об рат ная функ ция име ет в этой точ ке про стой нуль; сле до ва -
тель но, ее раз ло же ние бу дет иметь вид

w s
w

2 + = +n

l
2 1

2
2Ф ( )

 чле ны выс ше го по ряд ка,

где l k1 1=
-

. Та ким об ра зом,

c
w

n
n

l
= +1

2
2Ф ( )

 чле ны выс ше го по ряд ка.

Так как

m s w m s2
1

2
2

2 2 2+ < < -
+n n nФ ( ) ,

то с точ но стью до ма лых выс ше го по ряд ка по лу ча ем:

l l g

r m l
c

l l g

r m l
n n n n

n

n
n n n n

n

g v

g

g v

g

( )

( )

( )

( )

+

-
> >

+

-
+

2

1

2

.

По лу чен ное не ра вен ст во пол но стью до ка зы ва ет тео ре му.
Та ким об ра зом, мы на шли ха рак те ри сти ку асим пто ти че ско го

по ве де ния соб ст вен ных час тот ко ле ба ний со су да с жид ко стью.
5. До сих пор мы изу ча ли ко ле ба ния со су да око ло по ло же ния

рав но ве сия толь ко под дей ст ви ем кон сер ва тив ных внеш них сил.
Рас смот рим те перь об щий слу чай, пред по ла гая так же на ли чие
внеш ней силы, про пор цио наль ной пер вой сте пе ни обоб щен ной
ско ро сти со су да. Жид кость по-преж не му бу дем счи тать иде аль ной.
Урав не ние час тот в этом слу чае бу дет иметь вид

w w m
l g w

r w s
2 2

2 2

2 2
+ + =

+

+
åa

vn n n

nn

( )

( )
, (6.7)

где а — не ко то рое по ло жи тель ное чис ло. Ис сле ду ем за ви си мость
зна ков дей ст ви тель ных час тей кор ней урав не ния (6.7) от рас пре де -
ле ния кор ней урав не ния (6.2). Вме сто урав не ния (6.7) рас смот рим
урав не ние

f
v

an n n

nn

( )
( )

( )
w w m

l g w

r w s
k w2 2 2

2 2

2 2
º + -

+

+
= -å  , (6.8)
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ко то рое пе ре хо дит в урав не ние (6.7) при k = 1.
За ме тим, что

df

d
n

w w w
2

0
æ

è
ç

ö

ø
÷ >

=

,

где wn — ко рень урав не ния f ( )w2 0= , удов ле тво ряю щий не ра вен ст ву

s w s
n n n+

< <
1

2 2 2 .

В са мом деле, в ин тер ва ле ( , )- -
+

s s
n n1
2 2  функ ция f ( )w2

1 2= -Ф Ф
один раз об ра ща ет ся в нуль, т. е. пря мая Ф1 (w2) один раз пе ре се -
ка ет кри вую Ф2 (w2), ко то рая на этом уча ст ке из ме ня ет ся от +¥

до –¥.
Как нами было по ка за но выше, при k = 0 кор ни урав не ния

(6.8) либо все ле жат на мни мой оси, либо, если не вы пол не но ус -
ло вие ус той чи во сти, не ко то рые из них на хо дят ся в пра вой по лу -
плос ко сти. При из ме не нии k от 0 до 1 кор ни урав не ния (6.8) бу дут
из ме нять свое по ло же ние на плос ко сти. Пусть сна ча ла k — не ко то -
рое сколь ко угод но ма лое по ло жи тель ное чис ло, то гда с точ но стью
до ма лых пер во го по ряд ка

w k w dw* * *( ) ( )= +0 ,

где dw k
w

k
*

*

=
d

d
, w* — не ко то рый ко рень урав не ния (6.8) при k = 0.

По это му с той же точ но стью

2 2w dw w k w* f a* * *( )¢ = - ,

т. е. для ма лых зна че ний k все кор ни сдви га ют ся вле во. Сде ла ем
те перь в урав не нии (6.8) за ме ну пе ре мен но го:

w =
1

z
,

по сле чего по лу чим:

1
1

1
0

2
2 2

2 2

2 2z
z

v z

z
azn n n

nn

+ -
+

+
+

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =åm

l g

r s
k
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( )
. (6.9)
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Ка ж до му кор ню w* урав не ния (6.8) со от вет ст ву ет ко рень z* урав не -
ния (6.9) и об рат но. Кро ме того, зна ки dw* и dz* бу дут оди на ко вы,
так как

dw d*
*

*= -
1

2z
z ,

где z* — чис то мни мая ве ли чи на.
Ис клю чая из рас смот ре ния слу чай без раз лич но го рав но ве сия,

т. е. слу чай, ко гда

m
r

2
2

= å
v

g
n

n

,

за ме тим, что для ко неч ных зна че ний k кор ни урав не ния (6.9) бу дут 
ле жать в кру ге ко неч но го ра диу са. По это му чис то мни мые кор ни
урав не ния (6.9) при k = 0 при из ме не нии k сна ча ла сдви га ют ся
вле во, при даль ней шем же его из ме не нии мо гут пе рей ти в пра вую
по лу плос кость, толь ко пе ре се кая мни мую ось. Но по след не го так -
же не мо жет быть, так как урав не ние (6.9) ни при ка ких от лич ных
от нуля зна че ни ях k не мо жет иметь чис то мни мых кор ней. Оче -
вид но, в силу тех же со об ра же ний, что по ло жи тель ные кор ни урав -
не ния (6.9) (если они име ют ся) при лю бом ко неч ном k ос та ют ся в
пра вой по лу плос ко сти. Та ким об ра зом, для дан но го слу чая нами в
пол ном объ е ме до ка за на тео ре ма, ана ло гич ная из вест ной тео ре ме
Кель ви на:

Тео ре ма. 1. Не ус той чи вое при по тен циаль ных си лах по ло же ние рав -
но ве сия ос та ет ся не ус той чи вым при до бав ле нии дис си па тив ных сил.
  2. Ус той чи вое при по тен циаль ных си лах по ло же ние рав но ве сия
ста но вит ся асим пто ти че ски ус той чи вым при до бав ле нии дис си па -
тив ных сил с пол ной дис си па ци ей (так как ка ж дое из глав ных ко ле -
ба ний бу дет за ту хаю щим).

Пол ная дис си па ция в на шей за да че бу дет оз на чать, что все ко -
эф фи ци ен ты раз ло же ния Фу рье gn, vn от лич ны от нуля, так как в
про тив ном слу чае за ту хать бу дут вол ны лишь тех ин дек сов п, для
ко то рых gn или vn от лич ны от нуля.

В за клю че ние пред ста вим себе ха рак тер ко ле ба ния со су да при
на ли чии дис си па тив ной силы, про пор цио наль ной пер вой сте пе ни
обоб щен ной ско ро сти со су да.
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Пусть в на чаль ный мо мент со суд на хо дит ся в по кое, а в жид ко сти 
были воз бу ж де ны вол ны. В даль ней шем энер гия волн за ста вит ко ле -
бать ся весь со суд и по этому бу дет рас сеи вать ся внеш ней дис си па тив -
ной си лой. Так как на чаль ную энер гию мы долж ны счи тать ко неч -
ной, то с те че ни ем вре ме ни со суд бу дет стре мить ся к со стоя нию по -
коя. Вол ны пер во го типа, чья энер гия была пе ре да на со су ду, так же
бу дут ус по каи вать ся. Вол ны вто ро го типа, со от вет ст вую щие тем ин -
дек сам, для ко то рых gn и vn рав ны нулю (не труд но по ка зать, что эти
вол ны ха рак те ри зу ют ся тем, что не из ме ня ют по ло же ния цент ра тя -
же сти со су да), не за ви сят от дви же ния со су да; по этому с те че ни ем
вре ме ни они не из ме нят ся и со хра нят свою ин тен сив ность.

§ 7. Дви же ние твер до го тела, имею ще го по лость в фор ме
пря мо уголь но го па рал ле ле пи пе да
В ка че ст ве при ме ра рас смот рим слу чай па рал ле ле пи пе даль ной по лос ти.

1. Оп ре де ле ние сис те мы соб ст вен ных функ ций. Бу дем пред по ла -
гать, что в со стоя нии по коя плос кость сво бод ной по верх но сти
жид ко сти пер пен ди ку ляр на бо ко вой по верх но сти па рал ле ле пи пе да. 
При мем эту плос кость в ка че ст ве плос ко сти x hO1 . На ча ло от сче та
О1 по мес тим в цент р сим мет рии не воз му щен ной сво бод ной по -
верх но сти. Соб ст вен ные функ ции мы мо жем ра зы скать ме то дом
Фу рье. Обо зна чим че рез 2l и 2d дли ну и ши ри ну по лос ти, че рез
h — ее глу би ну. Гра нич ные ус ло вия на стен ках, ко то рым дол жен
удов ле тво рять по тен циал ско ро стей, в этом слу чае бу дут
сле дую щи ми:

при

при

при

x
¶j

¶x

h
¶j
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z
¶j

¶z

= ± =

= ± =

= - =

ü

ý
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ï
ï
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0
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,

,

. ï

(7.1)

По это му сис те ма функ ций j x h z j x h b zn n( , , ) ( , ) ( )= , нор ми ро ван -
ная ус ло ви ем

j x h z x h2 1( , , ) d d
d

d

l

l

-

+

-

+

òò = ,
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бу дет иметь вид

j x h z

p
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p
h

p
z

nm
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l
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d
h
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d
hch

p

2

2

2

2

2
+

, (7.2)

где sin со от вет ст ву ет не чет ным, а соs — чет ным зна че ни ям ин дек -
сов n и т. Сле до ва тель но, сис те мой соб ст вен ных функ ций бу дет
сис те ма функ ций {j x hnm ( , )}, оп ре де ляе мых ра вен ст вом

j
p

x
p

hnm
ld

n

l

m

d
=

1

2 2

sin

cos

sin

cos
. (7.3)

Соб ст вен ные чис ла lnm  мо гут быть най де ны из ус ло вия

l
b z

z
z

nm
nmd

d
=

æ

è
ç

ö

ø
÷

=

( )

0

,

т. е.

l
p p

nm

n

l

m

d
h

n

l

m

d
= + +

2 2

2

2

2

2

2

2

2

2
th . (7.4)

2. Пе рей дем те перь к оп ре де ле нию по тен циа ла Жу ков ско го:

~j w y w y w yx x h h z z= + + .

Функ ции y — гар мо ни че ские внут ри объ е ма t и удов ле тво ря ют
гра нич ным ус ло ви ям (2.5).

Оп ре де лим сна ча ла функ цию y x. Гра нич ные ус ло вия, ко то рым
она удов ле тво ря ет, име ют вид

при    h = ± d  
¶y

¶h
z z

x
= - -( )0 ,

при z = 0 и - h  
¶y

¶z
h h

x
= - 0 .

Cледуя Жу ков ско му, бу дем ис кать ре ше ние в виде

y h z h h z zx
x= - - - +F C( ) ( , ) ( )( )0 0 ,
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где функ ция F (x) — гар мо ни че ская внут ри по лос ти и удов ле тво ря ет
на ее стен ках гра нич ным ус ло ви ям

при    h = ± d   
¶

¶h

xF ( )

= 0,

при z = 0 и - h  
¶

¶z
h h

xF ( )

( )= -2 0 .
(7.5)

По ло жим

F C
n

d

n

d

h
n

n

( ) ( )
sin

cos
x x p

h
p

z h z= +
æ

è
ç

ö

ø
÷ -

=

¥

å
2 2 2

2 0
1

sh  , (7.6)

где sin по-преж не му со от вет ст ву ет не чет ным, а соs — чет ным зна че -
ни ям п. Функ ция, оп ре де лен ная ря дом (7.6), яв ля ет ся гар мо ни че ской

и удов ле тво ря ет ус ло вию 
¶

¶h

xF ( )

= 0 при h = ±d.

Вы бе рем ко эф фи ци ен ты C n
( )x  так, что бы ряд (7.6) удов ле тво рял

вто ро му из гра нич ных ус ло вий (7.5). Так как в рас смат ри вае мой
об лас ти име ет место раз ло же ние

2
2 1

22 1
0

h ph=
+

+
=

¥

åa
n

dn
n

sin , (7.7)

где ко эф фи ци ен ты Фу рье оп ре де ля ют ся фор му ла ми

a
d

nn
n

2 1 2 2
1

16

2 1+
= -

+
( )

( ) p
, (7.7¢)

то, диф фе рен ци руя ряд (7.6) и срав ни вая ко эф фи ци ен ты в раз ло -
же ни ях (7.6) и (7.7), мы при хо дим к сле дую щим фор му лам для оп -
ре де ле ния ве ли чин C n

( )x :

C n2 0( )x = ,

C
d

n
n

d

hn
n

2 1

2

3 3

1
32

2 1
2 1

2 2

+
= -

+
+

( ) ( )
( )

x

p pch
, (7.7²)

и, сле до ва тель но, ис ко мая функ ция име ет вид

y h z h h z zx
x= å - - - - +( ) ( )( )2 0 0 0 C,
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где

å =
+ +

+
æ

è
ç

ö

ø
÷+

=

¥

å( ) ( ) sinx x ph p zC
n

d

n

d

h
n

n
2 1

0

2 1

2

2 1

2 2
sh  .

По сто ян ную С оп ре де лим из ус ло вия не сжи мае мо сти:

y h hx( , )0 0d
d

d

=
-

+

ò .

За ме чая, что å =
-

+

ò ( )x hd
d

d

0, мы най дем:

C = h z0 0 .

Сле до ва тель но, по лу чим окон ча тель но:

y hz h z+ hzx
x= - - + å0 0

( ) . (7.8)

Ана ло гич но оп ре де лим функ цию y h :

y xz x z xzh
h= + - + å0 0

( ) , (7.8)

где

å =
+ +

+
æ

è
ç

ö

ø
÷+

=

¥

å( ) ( ) sinh h px p zC
n

l

n

l

h
n

n
2 1

0

2 1

2

2 1

2 2
sh  ,

C
l

n
n

l

hn
n

2 1

2

3 3

1
32

2 1
2 1

2 2

+
= -

+
+

( ) ( )
( )

h

p pch
.

Точ но так же для функ ции y z  лег ко по лу чим ее вы ра же ние:

y

p

z =
-

+æ

è
ç

ö

ø
÷ +

+æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê

ù

û
ú

+( )

(

1 16

2 1

2

2 1

2
4

2 2

n m

n

l

m

d

l

d 2 1 2 12 2
0 n

d

l mn m +
-

+

é

ëê
ù

ûú
´

=

¥

å
) ( ),

´
+ +

+ -sin sin
2 1

2

2 1

2
0 0

n

l

m

d
px ph xh x h. (7.10)

3. Най дем да лее раз ло же ния в ряды Фу рье функ ций x, h, yx,
yh и yz:
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a) x b j
x

=
+ +

=

¥

å , ,2 1 2 1 0
0

n n
n

,

где b
px,

( )

( )2 1 2 2

1 8

2 1

3
2

n

n d

n+
=

-

+
;

б) h b j
h

=
+ +

=

¥

å , ,2 1 0 2 1
0

n n
n

,

где b
ph,

( )

( )2 1 2 2

1 8

2 1

3
2

n

n d

n+
=

-

+
;

в) y x h d jx x
( , , ) , ,0 2 1 0 2 1

0

=
+ +

=

¥

å n n
n

, (7.11)

где d
p

p
z

x, ( )
( )

(2 1 2 3

032
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2 2
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2 1

5
2

3
2

n
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h d
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=
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+
th

)2 2p
;

г) y x h d jh h
( , , ) , ,0 2 1 2 1 0
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=
+ +

=

¥

å n n
n

,

где d
p

p
z
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д) y x h d jz z
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,

где d
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m
 .

При мем для про сто ты, что оси инер ции со су да сов па да ют с
ося ми сис те мы x, h, z, т. е. что мат ри ца k i j  — еди нич ная. То гда,
под став ляя по лу чен ные раз ло же ния в сис те му (4.3), мы по лу чим

70



урав не ния для пе ре мен ных qn, m. Так как в дан ном слу чае wx = p, 
wh = q, wz = r, то эта сис те ма бу дет иметь вид:

I) , , , , ,
¢¢ + + ¢¢ +

+ ¢¢

+ + + + +
q g q Xn n n n n2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1l l b

q

x
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0 2 1

0l d l b q
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, , , ,

,

,
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ï
ï
ï
ïï

þ

ï

, , , , ,q l d
z

ï
ï
ï
ï

(7.12
)

n m, = 1, 2, …

Функ ции qij всех про чих ин дек сов не за ви сят от дви же ния со -
су да и оп ре де ля ют ся из урав не ний

¢¢ + =q gqij ij ijl 0,

и со от вет ст вую щие им час то ты не яв ля ют ся ре зо нанс ны ми.
4. Урав не ния ко ли че ст ва дви же ния бу дут иметь вид
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(7.13)

Вы пи шем урав не ния мо мен тов:
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(7.14)
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Как по ка зал Н.Е. Жу ков ский [1], для лю бых ци лин д ри че ских
по лос тей с об ра зую щей вдоль оси О1z име ют место ра вен ст ва

[ ] [ ]y y y yx z h z= = 0.

Так как в на шем слу чае в ка че ст ве об ра зую щей мо жет быть при ня -
то лю бое из ре бер па рал ле ле пи пе да, бу дем иметь, кро ме того:

[ ]y yx h = 0.

По это му А В, С — мо мен ты инер ции эк ви ва лент но го твер до го
тела — мо гут быть вы чис ле ны по фор му лам

A A= +0 [ ]y yx x ,  B B= +0 [ ]y yh h ,  C C= +0 [ ]y yz z ,

где A0,B0, C0 — мо мен ты инер ции со су да.
Сис те ма урав не ний (7.12)—(7.14) опи сы ва ет дви же ние со су да

па рал ле ле пи пе даль ной фор мы при за дан ных L  и Q как функ ции
ко ор ди нат со су да и вре ме ни.

5. В ка че ст ве при ме ра рас смот рим за да чу о пло ских ко ле ба ни ях
пря мо уголь но го со су да под воз дей ст ви ем уп ру гой силы (ср. [4] и [5]).

Воз вра щаю щую силу пру жи ны по ло жим рав ной

Q Mk Xx = - 2 .

Урав не ния дви же ния в на шем слу чае при мут вид
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(7.15)

где
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Со став ляя урав не ние час тот, по лу чим:
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Так как
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m
= +

æ

è
çç

ö

ø
÷÷2 1 1

2

r  ,

то это урав не ние окон ча тель но пред ста вим в виде
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Из пре ды ду ще го нам из вест но, что кор ни урав не ний (7.16) —
чис то мни мые. Од на ко это лег ко по ка зать и не по сред ст вен но. В са -
мом деле, для того что бы спра ва от оси w2 = 0 (см. фиг. 4) не было
то чек пе ре се че ния кри вых Ф1 (w2) и Ф2 (w2) дос та точ но, что бы для
лю бо го w2 > 0 было вы пол не но не ра вен ст во
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l
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m
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Но по след нее всег да име ет место. Дей ст ви тель но, так как 
thx

x
£1, то

S
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£
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6. Поль зу ясь тео ре мой, до ка зан ной в пре ды ду щем па ра гра фе,
вы яс ним по ве де ние ве ли чи ны s w

2 1
2

2 1
2

n n+ +
+  боль ших п. По до ка зан -

но му, s w l b
2 1
2

2 1
2

2 1
2

2 1
2

n n n n+ + + +
+ ~ .
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Сле до ва тель но,

s w p
p

p
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2

4
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4 4
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4
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от сю да эта ве ли чи на стре мит ся к нулю, как 
1

2 1 2( )n +
,  т. е.

выс шие

соб ст вен ные час то ты ко ле ба ний со су да с жид ко стью стре мят ся к
соб ст вен ным час то там ко ле ба ний жид ко сти в не под виж ном со су де.

7. Зна че ние кор ней урав не ния час тот за ви сит толь ко от трех
па ра мет ров: ха рак те ри сти ки воз вра щаю щей силы  k2,  от но ше ния

глу би ны жид ко сти к ши ри не со су да 
h

l
 и от но ше ния мас сы со су да и 

мас сы жид ко сти g =
m

m
1

2

. Ха рак тер этой за ви си мо сти по ка зы ва ет

при ла гае мый гра фик. Все рас -

че ты при ве де ны для k 2 1= .
Ка ж дой соб ст вен ной час -

то те w2 1n+
 мож но по ста вить в

со от вет ст вие зна че ние не ко то -
рой при ве ден ной мас сы при
по мо щи ра вен ст ва

~M
k M

i

i

=
2

2w
,

где М — мас са сис те мы со -

суд — жид кость. В дан ном

при ме ре от но ше ние 
~M

M
0  ме ня ет ся от 1 при  

l

h
= 0  до ¥ при  

l

h
= ¥,

  что со от вет ст ву ет тому фак ту,

что с уве ли че ни ем l — ши ри ны со су да — влия ние вол но во го дви же -
ния жид ко сти на дви же ние со су да уве ли чи ва ет ся (уве ли чи ва ет ся
доля энер гии волн в об щей сум мар ной энер гии сис те мы со суд —
жид кость).
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К тео рии не ли ней ных ко ле ба ний ог ра ни чен но го
объ е ма жид ко сти

Ра бо та по свя ще на рас че ту не ли ней ных ко ле ба ний ог ра ни чен но го
объ е ма жид ко сти. Од на ко ра бо та име ет ряд не дос тат ков, вслед ст -
вие ко то рых ав тор дол гое вре мя счи тал не це ле со об раз ным ее
опуб ли ко ва ние.

Так, сле ду ет от ме тить, что ре зуль та ты по лу че ны фор маль ным
пу тем, схо ди мость про цес са не до ка за на, вы чис ле ния, свя зан ные с
реа ли за ци ей про цес са, очень тру до ем ки.

Воз мож ность рас про стра не ния этих ре зуль та тов на слу чай ко ле -
ба ний тела с жид ко стью, имею щей сво бод ную гра ни цу, была не яс -
на, так как от сут ст во ва ла тео ре ма о пол но те глав ных ко ле ба ний та -
ко го тела.

Так как при не ли ней ных ко ле ба ни ях ам пли ту да очень бы ст ро 
дос ти га ет сво его пре дель но го зна че ния и вол ны раз ру ша ют ся, то
ка за лось, что прак ти че ски нуж на либо ли ней ная тео рия, либо
тео рия, учи ты ваю щая дис си па цию энер гии при раз ру ше нии
волн.

Обос но ва ние про цес са не уда лось по лу чить и к дан но му вре ме -
ни. Тем не ме нее сле дую щие обстоя тель ства, как нам ка жет ся, оп -
рав ды ва ют те перь пуб ли ка цию тео рии.

1. При ме не ние бы ст ро дей ст вую щих ма шин по зво ля ет сей час
без осо бо го тру да про во дить тре буе мые вы чис ле ния, тем бо лее что
в по след ние годы раз ра бо та ны эф фек тив ные ме то ды чис лен но го
ре ше ния со от вет ст вую щих крае вых за дач.

2. Во прос о пол но те глав ных ко ле ба ний тела с жид ко стью впол -
не вы яс нен, рас про стра не ние раз ви вае мой тео рии на слу чай ко ле -
ба ния тела с жид ко стью, имею щей cво бод ную гра ни цу, не встре ча -
ет прин ци пи аль ных труд но стей.

3. Ис сле до ва ние ре зо нанс ных яв ле ний в жид ко сти прин ци пи -
аль но не воз мож но про вес ти в рам ках ли ней ной тео рии, а этот во -
прос в на стоя щее вре мя на чал ин те ре со вать прак ти ков.
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§ 1. Сво бод ные ко ле ба ния жид ко сти
1°. За да ча сво дит ся к оп ре де ле нию функ ции j, гар мо ни че ской в
объ е ме t (см. фиг. 1, где при ве де ны обо зна че ния), ог ра ни чен ном
не под виж ной по верх но стью и сво бод ной гра ни цей z x y t= z( , , ) и
удов ле тво ряю щей ус ло ви ям

¶j

¶n
= 0 на S, (1.1)

¶j

¶
z j

t
g+ + Ñ =

1

2
02( )  для z = z , (1.2)

где функ ция z оп ре де ля ет ся из ки не ма ти че ско го со от но ше ния

d

dt z z

z ¶j

¶ z

=
æ

è
ç

ö

ø
÷

=

. (1.3)

Обо зна чим че рез lп и yп (х, у) соб ст вен ные чис ла и функ ции
ин те граль но го урав не ния

y l y( ) ( , , ; , , ) ( , )x,  y H x y x y x y dS
S

= ¢ ¢ ¢ ¢ò 0 0 , (1.4)

где Н — функ ция Гри на за да чи Ней ма на для объ е ма t, ог ра ни чен -
но го по верх но стью S и плос ко стью z = 0.

Име ет место сле дую щий резуль тат [4]. Пусть jn
*  и zn

*  — по тен -
циал ско ро стей и сво бод ная гра ни ца п-го сво бод но го ко ле ба ния
жид ко сти бес ко неч но ма лой ам пли ту ды и пусть

z y sn
*

n nx y t= ( , ) sin .

То гда

j s sn
*

n n nx y z t= Ф ( , , ) cos . (1.5)

Здесь

Фn n

S

x y z H x y z x y x y dS( , , ) ( , , ; , , ) ( , )= ¢ ¢ ¢ ¢ò 0 y ,

т. е.

Фn
n

n

x y
x y

( , , )
( , )

0 =
y

l
.
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Час то ты соб ст вен ных ко ле ба ний sn и чис ла ln свя за ны
фор му лой

s ln ng2 = . (1.6)

2°. Пусть e — не ко то рый па ра метр; по ло жим

j e j e=
=

¥

å n
n

n 0

,  z e z e=
=

¥

å n
n

n 0

. (1.7)

Вве дем но вое не за ви си мое пе ре мен ное

t
s

e
=

+ å

t

h
m

n
n1

, (1.8)

где hn — под ле жа щие оп ре де ле нию по сто ян ные.
Под став ляя ряды (1.7) в ус ло вия (1.2) и (1.3) и пе ре хо дя к но во -

му пе ре мен но му (1.8), по лу чим сле дую щую сис те му урав не ний для
оп ре де ле ния не из вест ных функ ций jn и zn:

¶j

¶t s
z0

0
0

1
0

æ

è
ç

ö

ø
÷ + =

m

g , (1.9)

¶j

¶t s
z j z

s
z1

0
1 1 0 0

1
0

1æ

è
ç

ö

ø
÷ + = -

m m

g A
h

g( , ) ,

¶j

¶t s
z j z j z

s
z2

0
2 2 0 0 1 1 1

2
0

1æ

è
ç

ö

ø
÷ + = -

m m

g A h
h

g( , , , , ) ,

¶z

¶t s

¶j

¶
0 0

0

1
=

æ

è
ç

ö

ø
÷

m z
, (1.10)

¶z

¶t s

¶j

¶
j z1 1

0
1 0 0 1

1
=

æ

è
ç

ö

ø
÷ +

m z
B h( , , ).

Функ ции Аi и Вi лег ко мо гут быть вы чис ле ны. Сим вол ( )0 оз на -
ча ет, что зна че ния функ ции взя ты при z = 0.

3°. Най дем ну ле вое при бли же ние. Диф фе рен ци руя ча ст ным об -
ра зом по t пер вое из урав не ний сис те мы (1.9) и ис поль зуя пер вое
из ус ло вий (1.10), по лу чим
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¶ j

¶t s

¶j

¶

2
0

2 2

0

0

1
0+

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =

m

g
z

. (1.11)

По ло жим

j f f y0 0 0= =å f t x y z x y x yn n n n
n

( ) ( , , ), ( , , ) ( , ).

То гда

f
¶y

¶
n

n

S

x y H x y x y
z

dS( , , ) ( , , , , , )0 0 0
0

= ¢ ¢
¢

æ

è
ç

ö

ø
÷ò ,

т. e.

¶f

¶
l y

s
yn

n n
n

n
z g

æ

è
ç

ö

ø
÷ = =

0

2

. (1.12)

По это му для функ ции fn0 по лу чим урав не ниe

¢¢ + =f fn
n

m
n0

2

2 0 0
s

s
.

В силу про из воль но сти на ча ла от сче та вре ме ни, един ст вен ное
ре ше ние этой сис те мы пе рио да 2p име ет вид*:

fn0 0=  при n m¹ , f cm0 = cost. 

При мем c ag m= s ; то гда

j
a

s
tf0 =

g

m
mcos . (1.13)

Ис поль зуя пер вое из урав не ний (1.10) и ра вен ст во (1.12), най -
дем фор му вол но вой по верх но сти:

z y t0 = a m sin . (1.14)

Здесь а — про из воль ная по сто ян ная.
4°. Най дем пер вое при бли же ние. Диф фе рен ци руя вто рое из

урав не ний сис те мы (1.9), за ме няя ¶z ¶t1  его зна че ни ем из вто ро го
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урав не ния сис те мы (1.10) и при ни мая во вни ма ние зна че ния z0 и
j0, по лу чим при z = 0

¶ j

¶t s

¶j

¶ s
ty t

2
1

2 2

1 1 2
1

21
2+ = - +

m m
mg

z

h
ga a F x ycos sin ( , )( ) .

Здесь F x y
1

2( ) ( , ) — уже из вест ная функ ция. Ре ше ние бу дем ис -
кать в виде

j f1 1= å fn n .

Если при нять

F x y b
n n1

2
1

2( ) ( )( , ) = å y ,

то для оп ре де ле ния fn1 при дем к сле дую щей сис те ме:

¢¢ + = ¹

¢¢ + = -

f f a b n m

f f
h

n
n

m
n n

m m
m

1

2

2 1
2

1
2

1 1
1

2
s

s
t

s

( ) sin ( ),

ga a b
m

cos sin .( )t t+ 2
1

2 2

(1.15)

Для су ще ст во ва ния пе рио ди че ско го ре ше ния сис те мы (1.15) не -
об хо ди мо и дос та точ но, что бы h1 0= . Ам пли ту да а мо жет быть лю -
бой; не ог ра ни чи вая общ но сти, при мем ее рав ной еди ни це.

Если оп ре де ле ны fn1, то сра зу мо гут быть вы чис ле ны функ ции
j1 и z1.

5°. Для оп ре де ле ния пер вой по прав ки на час то ту h2 надо рас -
смот реть вто рое при бли же ние. По вто ряя рас су ж де ния, при дем к
сле дую ще му ус ло вию для функ ции j2 при z = 0:

¶ j

¶t s

¶j

¶ s
ty t

2
2

2 2

2 2
2

1
2

31
+ = - + +

m m
mg

z

h
g F Fcos cos cos( ) ( ) 3t.

По ло жим

j f2 2= å fn n
n

, F bn n
n

2
1

2
1( ) ( )= å y , F bn n

n
2

3
2
3( ) ( )= å y .

Для функ ций f tn2 ( ) по лу чим урав не ния
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¢¢ + = +f f b bn
n

m
n n n2

2

2 2 2
1

2
3 3

s

s
t t( ) ( )cos cos  ( )n m¹ ,

¢¢ + = - +
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ +f f

h
g b bm m

m
m m2 2

2
2

1
2
3 3

s
t t( ) ( )cos cos  ( )n m= .

Для су ще ст во ва ния пе рио ди че ских ре ше ний этой сис те мы не -
об хо ди мо и дос та точ но, что бы

h
b

g
m m

2
2

1

=
( ) s

. (1.16)

Если ра вен ст во (1.16) име ет место, то лег ко на хо дит ся ис ко мое
ре ше ние.

6°. Лег ко про вес ти ин дук цию и до ка зать воз мож ность вы чис ле -
ния лю бо го при бли же ния. Ус ло вие для функ ции jk бу дет:

при k не чет ном

¶ j

¶t s

¶j

¶ s
ty

2

2
2

1k

m

k k

m
m k

s

s

k

g
z

h
g F x y s+ = - +

=
åcos ( , )sin( ) t  (s = 2, 4, 6, …),

при k чет ном

¶ j

¶t s

¶j

¶ s
ty

2

2
1

11k

m

k k

m
m k

s

s

k

g
z

h
g F x y+ = - +

=

+

åcos ( , )co( ) sst  (s = 3, 5, 7, …).

При мем

j fk nk n
n

f= å , F b
k

s
nk

s
n

n

( ) ( )= å y .

Для функ ций fnk по лу чим сле дую щую сис те му урав не ний:

¢¢ + = åf f b snk
n

m
nk nk

s

s

s

s
t

2

2

( ) sin

cos
  ( )n m¹ ,

¢¢ + = - + åf f
h

g b smk mk
k

m
mk

s

ss
t tcos

sin

cos
( )   ( )n m= .

Здесь sin со от вет ст ву ет не чет ным, а соs чет ным зна че ни ям k
(при этом ин декс s при ни ма ет так же со от вет ст вен но чет ные или
не чет ные зна че ния).
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От сю да сле ду ет, что если k не чет но, то не об хо ди мо hk = 0, ес ли
k чет но, то

h
b

gk
km=
( )1

. (1.17)

7°. Ис поль зуя по лу чен ное ре ше ние, мож но вы чис лить по тен -
циал ско ро стей и все ха рак те ри сти ки те че ния. В ча ст но сти, урав не -
ние сво бод ной гра ни цы мож но пред ста вить в виде

z ey
s

e
e=

+ +
+ +m

mx y
t

h
( , ) sin ( )

1 2
2

2

K
K K (1.18)

Та ким об ра зом, па ра метр e пред став ля ет со бой ам пли ту ду вол -
ны. Мож но сде лать так же ряд об щих вы во дов.

а) Час то та яв ля ет ся функ ци ей ам пли ту ды:

s
s

e s
m

m

mQ
*

( , )
=

+1
. (1.19)

Та ким об ра зом, спектр яв ля ет ся не дис крет ным, а ку соч но-
непре рывным.

б) Пе рио ди че ские ко ле ба ния воз мож ны с лю бой ам пли ту дой,
ле жа щей внут ри кру га схо ди мо сти ряда (1.18). В этом про яв ля ет ся
одна из ана ло гий изу чае мых ко ле ба ний и ко ле ба ний кон сер ва тив -
ных сис тем ко неч но го чис ла сте пе ней сво бо ды.

Для бо лее де таль но го изу че ния свойств сво бод ных ко ле ба ний
не об хо ди мо кон кре ти зи ро вать фор му по лос ти.

В ча ст ном слу чае ци лин д ри че ских по лос тей мож но по ка зать,
что:

а) нель зя ука зать мо мен та t, в ко то рый сво бод ная по верх ность
пред став ля ет со бой плос кость;

б) не су ще ст ву ет не под виж ных уз лов.
До ка за тель ст во схо ди мо сти пред ло жен но го про цес са встре -

ча ет ряд труд но стей. В ча ст но сти, реа ли за ция про цес са воз мож -
на толь ко то гда, ко гда s sn m  не есть це лое чис ло, если толь ко 
n m¹ .

Как ча ст ный слу чай из этих ре зуль та тов по лу ча ет ся ре ше ние
за да чи Я.И. Се керж-Зень ко ви ча [5], рас смот рев ше го стоя чие вол -
ны в без гра нич ной жид ко сти. Его тео рия эк ви ва лент на тео рии ко -
ле ба ний жид ко сти в со су де, имею щем фор му паралле лепипеда.
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§ 2. Вы ну ж ден ные ко ле ба ния, ре зо нанс ные яв ле ния
1°. За да ча о вы ну ж ден ных ко ле ба ни ях жид ко сти под дей ст ви ем
поля мас со вых сил от ли ча ет ся от рас смот рен ной тем, что ус ло вие
(1.2) не яв ля ет ся од но род ным:

¶j

¶
z j

t
g U t x y+ + Ñ =

1

2
2( ) ( , , ) при z = 0. (2.1)

При мем для про сто ты, что

U
p

pt f x y=
m

sin ( , ). (2.2)

По ста вим за да чу об оты ска нии пе рио ди че ских ре ше ний этой
сис те мы пе рио да 2p/р.

2°. При m = 0 за да ча бу дет опи сы вать ко ле ба ние не ко то рой кон -
сер ва тив ной сис те мы, по этому обыч ная ква зи ли ней ная трак тов ка
мо жет ока зать ся не дос та точ ной. Бу дем рас смат ри вать нашу сис те му 
как сис те му, близ кую к сис те ме Ля пу но ва, и ра зы ски вать ре ше ния, 
ко то рые при m ® 0 пе ре хо дят в пе рио ди че ские ре ше ния за да чи
(1.1)—(1.3).

Выше было ус та нов ле но, что фор маль но мо гут су ще ст во вать
пе рио ди че ские ре ше ния этой за да чи, пе ри од ко то рых за ви сит от
ам пли ту ды. В дан ном слу чае пе ри од Т за дан, — он ра вен пе рио ду
внеш ней силы 2p/р и, сле до ва тель но, ам пли ту да долж на быть оп ре -
де ле на из со от но ше ния

T
pn

=
2p

, (2.3)

где п — лю бое це лое чис ло.
Поль зу ясь фор му лой (1.19), мож но урав не ние (2.3) пред ста вить

в виде

e e
s2

2
4

4h h
pn

pn
m+ + =

-
K . (2.4)

Мы ви дим, что по став лен ная за да ча за ве до мо не име ет един ст -
вен но го ре ше ния: мо гут су ще ст во вать ре ше ния пе рио да 2p/р, ко то -
рые при  m ® 0 мо гут пе ре хо дить в три ви аль ные; мо гут су ще ст во вать
ре ше ния, ко то рые при  m ® 0 пе ре хо дят в не три ви аль ные ре ше ния
за да чи, рас смот рен ной в пре ды ду щем па ра гра фе. В этом па ра гра фе
мы ос та но вим ся толь ко на по строе нии ре ше ний пер во го типа.
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3°. Рас смот рим ко ле ба ния вда ли от ре зо нан са. По ло жим

j j m=
=

¥

å n
n

h 1

, z z m=
=

¥

å n
n

h 1

. (2.5)

По вто ря рас су ж де ния пре ды ду ще го па ра гра фа, при z = 0 при дем 
к сле дую щим урав не ни ям от но си тель но jп и zп:

¶j

¶
z1

1

1

t
g

p
pt f x y+ = sin ( , ), 

¶j

¶
z j z2

2 1 1 1t
g A+ = ( , ),K , (2.6)

¶z

¶

¶j

¶
1 1

t z
= , 

¶z

¶

¶j

¶
j z2 2

1 1 1t z
B= + ( , ),K (2.7)

Диф фе рен ци руя пер вое из урав не ний (2.6) и ис поль зуя пер вое
из урав не ний (2.7), по лу чим

¶ j

¶

¶j

¶

2
1

2

1

t
g

y
f x y pt+ = ( , ) cos  ( )z = 0 .

По ло жим да лее

j f1 1= å f t x y zn n( ) ( , , ), f x y c x yn n( , ) ( , )= å y .

Функ ции fn1 бу дут удов ле тво рять сле дую щей сис те ме урав не ний:

¢¢ + =f f c ptn n n n1
2

1s cos .

Сле до ва тель но,

j
f

s
1 2 2

=
-

å
c

p
ptn n

n n

cos . (2.8)

Вы чис ле ние по сле дую щих при бли же ний не встре ча ет труд но стей.
4°. Рас смот рим ре ше ние вбли зи ре зо нан са. Ре ше ние в фор ме

(2.8) те ря ет смысл, если pn m® s . Для того что бы изу чить ха рак тер
ко ле ба ний, бу дем счи тать «рас строй ку» pn m

2 2- s  ма лой:

p m
2 2= +s ma .

То гда, поль зу ясь фор му лой (1.6), по ло жим
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g
p

m m

= -
2

l
m

a

l
.

Мож но по ка зать, что при a = 0 не су ще ст ву ет пе рио ди че ских
ре шешй за да чи (2.1), имею щих вид:

j j m=
¥

å n
an b

1

, z z m=
¥

å n
an b

1

,

еcли толь ко а и b — це лые чис ла и b a¹ 3 . По это му по ло жим

j j m=
¥

å n
n1

3

1

, z z m=
¥

å n
n1

3

1

.

Сис те мы урав не ний (2.6) и (2.7) бу дут в этом слу чае иметь вид
(z = 0):

¶j

¶ l
z1

2

1 0
t

p

m

+ = , 
¶j

¶ l
z2

2

2 1t

p
A

m

+ = ,

¶j

¶ l
z3

2

3 3
t

p
A

f x y

p
pt

m

+ = +
( , )

sin ,K , (2.9)

¶z

¶

¶j

¶
1 1

t z
= , 

¶z

¶

¶j

¶
2 2

1t z
B= + ,K (2.10)

В этих урав не ни ях функ ции Аi и Bi оп ре де ля ют ся фор му ла ми
(z = 0):

A
t z1 1

1
1

21

2
= -

æ

è
ç

ö

ø
÷ - Ñ

¶

¶
z

¶j

¶
j( ) , (2.11)

A
t z z

r
z

2 1
2

1
2 1

2 2
1

1 1= - + +
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ -Ñ

¶

¶
z

¶j

¶
z

¶ j

¶

¶j

¶
j z

¶

¶

2
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Диф фе рен ци руя по t пер вое из урав не ний (2.9) и ис поль зуя
пер вое из урав не ний (2.10), по лу чим (z = 0)

¶ j

¶ l

¶j

¶

2
1

2

2
1 0

t

p

zm

+ = . (2.13)

По ло жим, как и ра нее,

j f1 1= å fn n . (2.14)

Для функ ций fn1 по лу чим сис те му урав не ний

¢¢ + =f p fn
n

m
n1

2
1 0

l

l
,  n = 1, 2, … (2.15)

Един ст вен ным пе рио ди че ским ре ше ни ем сис те мы (2.15), имею -
щим пе ри од 2p/р, бу дет

fn1 0º  при n m¹ ,  f M pt N ptm1 = +sin cos . (2.16)

Здесь М и N — по сто ян ные, под ле жа щие оп ре де ле нию.
Поль зу ясь фор му лой (2.14) и пер вой из фор мул (2.10), на хо дим

j f1 = +m x y z M pt N pt( , , )( sin cos ), (2.17)

z
l y

1 = - -m m x y

p
M pt N pt

( , )
( cos sin ).

Про диф фе рен ци ру ем вто рую фор му лу (2.9) ча ст ным об ра зом по t :

¶ j

¶ l

¶j

¶

¶

¶

¶

¶

2
2

2

2
2 1 1

t

p

z

A

t

B

tm

+ = - . (2.18)

Здесь А1 и В1 вы чис ля ют ся со от вет ст вен но по фор му лам (2.11) и (2.12).
Про из во дя вы клад ки, най дем, что

¶

¶

¶

¶
p p

A

t

B

t
M N A x y pt M N A x y1 1

11 11 12 122- = +( , ) ( , )sin ( , ) ( , )cos2 pt. (2.19)

Здесь p11 и p12 суть квад ра тич ные фор мы сво их пе ре мен ных.
Для оп ре де ле ния по тен циа ла j2 по ло жим

j f2 2= å fn n ,  Aij ij
n

n= åa y( ) .
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То гда от но си тель но функ ций fn2 по лу чим сис те му урав не ний

¢¢ + = +f p f pt ptn
n

m
n

n n
2

2
2 11 11 12 12

2 2
l

l
p a p a( ) ( )sin cos , n = 1, 2, … (2.20)

Так как по пред по ло же нию l ln m k¹ 2 , где k — це лое чис ло
(если n m¹ ), то един ст вен ным пе рио ди че ским ре ше ни ем пе рио да
2p/р сис те мы (2.19) бу дет

f d pt d ptn
n n

2 11 11 12 12
2 2= +p p( ) ( )sin cos , n m¹ ,

f d pt d pt M pt N pm
m m

2 11 11 12 12 1 12 2= + + +p p( ) ( )sin cos sin cos t. (2.21)

Здесь

d

p
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n ik
n

n

m

( )
( )

=

-
é

ë
ê

ù

û
ú

a

l

l
2

2

2
4

,

по сто ян ные M1 и N1 под ле жат оп ре де ле нию.
По вто ряя ука зан ный выше по ря док вы чис ле ний, по лу чим сле -

дую щее урав не ние для оп ре де ле ния третье го при бли же ния (z = 0):

¶ j

¶ l

¶j

¶

2
3

2

2
3

3
3

0

3

t

p

z
pt a x y M N

m
i i

i i

i

+ = +-
-

=
åsin ( , ),

+ +
ì
í
î

ü
ý
þ

+-
-

=
åcos ( , ) ( , ),pt b x y M N f x yi i

i i

i
3

3

0

3

+ + +sin ( , , , , , ) cos ( , , , , , )2 31 1 1 4 1 1pt F x y M N M N pt F x y M N M NK .

Вве дем обо зна че ния

j f3 3= å fk k ,  a ij ij
k

k
k

= åa y( ) ,  bij ij
k

k
k

= åb y( ) ,

F M  N  M , N x ys sk k
k

= å g ( , , y1 1 ) ( , ),  f x y c k k( , ) = å y .

Ана ло гич но сис те ме (2.20) по лу чим сис те му, п-е урав не ние ко -
то рой бу дет иметь вид:
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¢¢ + = +-
-

-
-f p f pt M N pt M Nn

n

m
n i i

i i
i i

i
3

2
3 3

3
3

3l

l
a bsin cos, ,

i
n

ii

e+
ì
í
î

ü
ý
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+
==
åå

0

3

0

3

+ + + +sin cos sin cos2 2 3 31 2 3 4pt pt pt ptn n n ng g g g . (2.22)

Для того что бы урав не ние (2.22) име ло пе рио ди че ское ре ше ние
пе рио да 2p/р, не об хо ди мо и дос та точ но, что бы чис ла М и N удов -
ле тво ря ли сле дую щей сис те ме урав не ний:

a i i
i i

i

M N, 3
3

0

3

0-
-

=
å = ,  b i i

i i

i
nM N e, 3

3

0

3

0-
-

=
å + = . (2.23)

Та ким об ра зом, мы приш ли к сис те ме двух ку би че ских урав не -
ний, оп ре де ляю щих ам пли ту ду и фазу функ ции j1. Функ ция j2 бу -
дет со дер жать две по сто ян ные М1 и N1, ко то рые долж ны быть оп -
ре де ле ны из урав не ния 4-го при бли же ния.

§ 3. О за да че Ю.А. Крав чен ко
В ра бо тах [1—3] экс пе ри мен таль но и тео ре ти че ски изу ча ют ся сей -
ше об раз ные ко ле ба ния воды в пор то вых ак ва то ри ях, ин ду ци ро ван -
ные вол на ми, при хо дя щи ми из от кры то го моря.

Пред по ла га ет ся, что ак ва то рия пор та име ет фор му ци лин д ра 
или па рал ле ле пи пе да и со еди не на ка на лом с от кры тым мо рем.
Пред по ла га ет ся, что в ка на ле рас про стра ня ют ся 
вол ны впол не оп ре де лен ных па ра мет ров. Тре бу -
ет ся оп ре де лить ха рак тер волн, воз ни каю щих
на по верх но сти жид ко сти внут ри пор та. Эта за -
да ча от ли ча ет ся от за да чи (1.1)—(1.3) тем, что в
ней ус ло вие (1.1) бу дет за ме не но сле дую щим
(фиг. 2):

¶j

¶n
F P pt= ( ) cos  для P Îå1 ,

¶j

¶n
= 0 для P Îå-å1 . (3.1)

Эта за да ча мо жет быть све де на к за да че, изу чен ной в § 2. Для
это го дос та точ но по ло жить j j j= +1 2  где j1  — про из воль ная гар -
мо ни че ская в t функ ция, удов ле тво ряю щая ус ло ви ям (3.1). То гда
на S функ ция j2 бу дет удов ле тво рять ус ло вию ¶j ¶2 0n = .

Ус ло вие по сто ян ст ва дав ле ния пе ре пи шет ся в виде
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¶j

¶t
z j m m j j2

2
2

1 2

1

2
+ + Ñ =g F t( ) ( ) ( , , )Ф , (3.2)

где функ ция Ф вы ра жа ет ся че рез функ ции j1 и j2.
Ки не ма ти че ское ус ло вие при мет вид:

d

dt z z z

z ¶j

¶

¶j

¶
z

= +
æ

è
ç

ö

ø
÷

=

1 2 . (3.3)

Для по строе ния функ ции j2 и оп ре де ле ния ре зо нанс но го ре жи -
ма мо жет быть при ме не на про цеду ра, из ло жен ная в § 2.

В за клю че ние сде ла ем не сколь ко за ме ча ний от но си тель но труд -
но стей, ко то рые встре ча ет по строе ние не ли ней ной тео рии, и же ла -
тель ных на прав ле ний даль ней ших ис сле до ва ний.

Ав то ром была про де ла на се рия опы тов для про вер ки тео рии
вы ну ж ден ных ко ле ба ний ма ят ни ков, об ла дав ших по ло стью в фор -
ме ци лин д ра и па рал ле ле пи пе да. Эти опы ты ко ли че ст вен но под -
твер ди ли ту ана ло гию с не ли ней ны ми ко ле ба ния ми ме ха ни че ских
сис тем ко неч но го чис ла сте пе ней сво бо ды, ко то рая раз ви ва ет ся в
этой ра бо те.

Од на ко при этом об на ру жи лись но вые обстоя тель ства. Пусть,
на при мер, час то та внеш ней силы р по сте пен но уве ли чи ва ет ся, при -
бли жа ясь сле ва к зна че нию s1 (фиг. 3), то гда, если раз ность s1 - p

не очень мала, то за ви си мость ам пли ту ды 
А от час то ты вы ну ж ден ных ко ле ба ний до -
воль но хо ро шо сле ду ет кри вой Г1. Если
эта раз ность мала, то из ме не ние ам пли ту -
ды сле ду ет кри вой Г2. Если бы име ла
место пол ная ана ло гия с сис те мой ко неч -
но го чис ла сте пе ней сво бо ды, то из ме не -

ние А(р) долж но было бы сле до вать пунк тир ной кри вой Г3. Да лее
этот ре жим был бы не ус той чив и сис те ма пе ре шла бы в ре жим, ко -
то рый опи сы ва ет ся кри вой Г4. Со глас но из ло жен но му это было бы
уже дву уз ло вое ко ле ба ние. В опы тах этот факт не на блю дал ся. На
ре жим Г3 сис те ма ни ко гда не вы хо ди ла: уже для p > s1  и дос та точ -
но близ ких к s1 дос ти га лась пре дель ная ам пли ту да Сто кса и вол ны
раз ру ша лись (для вы со ко час тот ных ко ле ба ний это раз ру ше ние на -
сту па ло еще рань ше, ко гда p £ s1 ). Это раз ру ше ние при во дит к не -
об ра ти мой по те ре энер гии. По это му для ис сле до ва ния ко ле ба ний
ре аль ных сис тем в ре жи мах, близ ких к ре зо нан су (на при мер, в
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тео рии флат те ра кры ла, не су ще го баки), не об хо ди мо соз дать мо -
дель, учи ты ваю щую воз мож ность раз ру ше ния волн и уве ли че ние
эн тро пии.

Слож ность вы чис ле ний рас смат ри вае мых за дач при во дит к не -
об хо ди мо сти поль зо вать ся при бли жен ны ми схе ма ми, учи ты ваю щи -
ми, од на ко, су ще ст вен но не ли ней ную при ро ду яв ле ния. За ме тим,
что во мно гих слу ча ях тре бу ет ся учи ты вать толь ко пер вые соб ст -
вен ные ко ле ба ния, при ко то рых фор ма гра ни цы об ла да ет ма лой
кри виз ной, по этому, по-ви ди мо му, це ле со об раз но раз вить здесь
ме то ды, ана ло гич ные ва риа ци он ным ме то дам Лав рен ть е ва.

В не ли ней ной по ста нов ке эта за да ча тео ре ти че ски поч ти не
изу че на. Ос нов ной во прос о су ще ст во ва нии пе рио ди че ских ре ше -
ний этой за да чи ос та ет ся от кры тым.
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К тео рии ко ле ба нии уп ру гих тел, имею щих
жид кие по лос ти

В со вре мен ной тех ни ке встре ча ют ся раз но об раз ные за да чи, тре -
бую щие ис сле до ва ния со вме ст ных ко ле ба ний уп ру го го тела и жид -
ко сти. В об щей по ста нов ке ис сле до ва ние та кой за да чи дос та точ но
слож но. Здесь из ла га ет ся при бли жен ная тео рия, ос но ван ная на
сле дую щих уп ро щаю щих до пу ще ни ях: а) ли ней ность за да чи: все
сме ще ния и ско ро сти пред по ла га ют ся бес ко неч но ма лы ми, со от -
вет ст вен но это му урав не ния дви же ния и гра нич ные ус ло вия ли неа -
ри зу ют ся; б) схе ма бал ки: ре аль ное уп ру гое тело за ме ня ет ся бал кой 
с пря мо ли ней ной осью же ст ко сти, пред по ла га ет ся спра вед ли вость
ги по те зы пло ских се че ний; в) жид кость — иде аль ная и не сжи мае -
мая, ее дви же ние — без вих ре вое; г) мас со вая сила — сила тя же сти;
д) внеш ние силы кон сер ва тив ны. Здесь при во дят ся: вы вод об щих
урав не ний, раз ре ши мость ос нов ных за дач, ана лиз спек тра, фор му -
ли ров ка ва риа ци он ных прин ци пов и их обос но ва ние.

§ 1. Пло ские из гиб ные ко ле ба ния бал ки, по лость ко то рой
це ли ком за пол не на жид ко стью
1. Вве дем сис те му ко ор ди нат сле дую щим об ра зом (фиг. 1): ось у на -
пра вим вдоль оси же ст ко сти, оси x и z рас по ло жим в се че нии, пер -

пен ди ку ляр ном оси y, так, что бы сис те ма
ко ор ди нат была пра вой. Дли ну бал ки обо -
зна чим че рез l, че рез m(у) — по гон ную мас -
су, че рез с(у) — же ст кость на из гиб, b(у) —
на пря же ние внеш них кон сер ва тив ных сил.
Бу дем рас смат ри вать лишь тот слу чай, ко -
гда ко ле ба ния про ис хо дят в плос ко сти yz.
Че рез Z(у, t) обо зна чим про гиб.

Пусть t — объ ем, ко то рый за ни ма ет жид кость, S — по верх -
ность, его ог ра ни чи ваю щая, j ( , , , )x y z t  — по тен циал ско ро стей аб -
со лют но го дви же ния жид ко сти. Функ ция j — гар мо ни че ская в t.
На S она удов ле тво ря ет ус ло вию
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¶j ¶n vn= , (1.1)

где vn — про ек ция ско ро стей то чек S на внеш нюю нормаль к S. В
дан ном слу чае

v
z

t

Z

t
x y zn = × =

¶

¶

¶

¶
g( ) ( , , )z n0 0 .

Здесь n0 — орт внеш ней нор ма ли, g = cos( )z n0 0 .
Пусть H(Р, Q) — функ ция Гри на за да чи Ней ма на для об лас ти t. 

Вве дем опе ра тор Ней ма на

H u H P Q u Q dsQ=
å
ò ( , ) ( ) ,  j

¶

¶
g= H

Z

t
. (1.2)

Со ста вим вы ра же ния ки не ти че ской и по тен циаль ной энер гий
бал ки с жид ко стью

T mZ dy HZ dt t

l

= + Ñò ò
1

2

1

2
2

0

2r g t
t

( ) ,  П cZ dy Z dyyy

l l

= +ò ò
1

2

1

2
2

0

2

0

b , (1.3)

где r — плот ность жид ко сти. Пер вое сла гае мое в по след нем ра вен -
ст ве — это по тен циаль ная энер гия уп ру гих сил, вто рое — внеш них
сил, ко то рые пред по ла га ют ся кон сер ва тив ны ми.

2. По ста вим за да чу об оты ска нии сво бод ных ко ле ба ний бал ки.
Для это го сна ча ла по ло жим

Z y t t y( ; ) cos ( )= w J ,  j w w= - sin ( , , )t x y zФ ,  Ф = HJg. (1.4)

Имея в виду при ме нить ме тод Рит ца, вы пи шем урав не ние прин -
ци па Га миль то на

d dL Т dt
t

= - =ò ( )П 0
0

. (1.5)

Под став ляя в это урав не ние вы ра же ние функ ций Z и j со глас -
но (1.4), а так же t = 2p w и от бра сы вая не су ще ст вен ный мно жи тель,
при ве дем вы ра же ние L к виду

L m dy H d c dy dy
l l l

= + Ñ
ì
í
î

ü
ý
þ

- ¢¢ -ò ò òw J r Jg t J bJ
t

2 2

0

2 2

0

2

0

( ) ò . (1.6)
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Пусть те перь {yn} — не ко то рая пол ная и ор то нор ми ро ван ная на 
[0, l] сис те ма функ ций. То гда со глас но ме то ду Рит ца мы долж ны
при нять

J y= åan n , (1.7)

где ап — чис ла, под ле жа щие оп ре де ле нию. Под став ляя ряд (1.7) в
вы ра же ние функ цио на ла L, по лу чим

L a a a a cn m nm nm
n m

n m nm nm
n m

= + - +å åw a g b2 ( ) ( )
, ,

,

где

a y ynm n mm dy
l

= ò
0

,  c c dynm n m

l

= ¢¢ ¢¢ò y y
0

,

g r y g y g t
t

nm n mH H d= Ñ ×Ñò ,  b by ynm n mdy
l

= ò
0

. (1.8)

Та ким об ра зом, урав не ние (1.5) бу дет при ве де но к сис те ме ал -
геб раи че ских урав не ний

{ }
¶

¶
w a g b

L

a
a c

n
m nm nm nm nm

m

= + - + =å 2 0( ) ( ) ,  n = 1, 2, … (1.9)

Ха рак те ри сти че ское урав не ние этой сис те мы

w a g b2 0( ) ( )nm nm nm nmc+ - + = (1.10)

бу дет урав не ни ем час тот.
Ко эф фи ци ен ты gпт мо гут быть на зва ны ко эф фи ци ен та ми при -

сое ди нен ных масс жид ко сти от но си тель но сис те мы функ ций yn.
Та ким об ра зом, инер ци он ные свой ст ва жид ко сти оп ре де ля ют ся
сим мет рич ной мат ри цей бес ко неч но го по ряд ка. Из того фак та, что
в об щем слу чае g nm ¹ 0, если n m¹ , сле ду ет, что на ли чие жид ко сти
внут ри по лос ти из ме ня ет не толь ко соб ст вен ные час то ты, но и
фор мы глав ных ко ле ба ний.

3. В пре ды ду щем раз де ле была из ло же на фор маль ная схе ма
при ме не ния ме то да Рит ца и было ус та нов ле но, что за да ча гид ро ме -
ха ни ки мо жет быть ре ше на не за ви си мо от ре ше ния за да чи ди на ми -
ки сис те мы. (Функ ции Нyng за ви сят толь ко от гео мет рии по лос ти
и вы бо ра функ ций yn, они не за ви сят от дви же ния бал ки.)
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При реа ли за ции из ло жен ной выше схе мы вы чис ле ний встре ча -
ют ся два во про са. Во-пер вых, как ра зум но оп ре де лять сис те му
функ ций yn, и, во-вто рых, как эф фек тив но стро ить функ ции Нyng.

Что ка са ет ся вто ро го во про са, то очень труд но дать ка кие-ли бо
об щие ре ко мен да ции. Го во ря о пер вом во про се, мож но во мно гих
слу ча ях ре ко мен до вать вы би рать в ка че ст ве функ ций {yn} соб ст вен -
ные функ ции опе ра то ра

Lu cu u muyy yyº + =[ ] b l2 , (1.11)

удов ле тво ряю щие та ким гра нич ным ус ло ви ям, ко то рые со от вет ст -
ву ют ус ло ви ям за кре п ле ния бал ки. Если, на при мер, оба кон ца бал -
ки сво бод ны, то

¢¢ = ¢¢ =u l u( ) ( )0 0,  ¢¢¢ = ¢¢¢ =u l u( ) ( )0 0. (1.12)

Не труд но про ве рить, что в слу чае крае вых ус ло вий (1.12) опе ра -
тор L — са мо со пря жен ный и соб ст вен ные функ ции урав не ния
(1.11) об ла да ют сле дую щи ми свой ст ва ми: они ор то нор ми ро ван ны с 
ве сом т(у)

m y u y u y dy
m n

m nn m

l

( ) ( ) ( )
( )

( ),
=

¹

=

ì
í
î

ò
0

1
0

(1.13)

и кро ме того

c y u y u y dy u u dy
m n

m nn m n m
n

l

( ) ( ) ( )
( )

( ),
¢¢ ¢¢ + =

¹

=

ì
í
î

òb
l

00

0l

ò (1.14)

где ln — n-е соб ст вен ное чис ло опе ра то ра L.
Эти свой ст ва по зво ля ют силь но уп ро стить сис те му (1.9), так

как в этом слу чае

b d lnm nm nm nc+ = 2 ,  a dnm nm=   (dnm  — сим вол Кро не ке ра). (1.15)

Ха рак те ри сти че ское урав не ние (1.10) при мет то гда вид:

w g l w g w g

w g w g l w g

w

2
11 1

2 2
12

2
13

2
21

2
22 2

2 2
23

2

1

1

( )

( )

+ -

+ -

L

L

g w g w g l31
2

32
2

33 3
21

0
( )+ -

=
L

. (1.16)
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Бес ко неч ная сис те ма (1.9) и оп ре де ли тель (1.10) или (1.16) всег да
яв ля ют ся схо дя щи ми ся. Этот факт сле ду ет из об щей тео рии (см. § 3).

Если бал ка од но род ная и внеш ние силы рав но мер но рас пре де -
ле ны по раз ма ху (функ ции с(у), b(у) и т(y) — по сто ян ные), то по -
строе ние сис те мы {yп} эле мен тар но. Если па ра мет ры бал ки ме ня -
ют ся вдоль ее раз ма ха, то по строе ние сис те мы ко ор ди нат ных функ -
ций зна чи тель но ус лож ня ет ся.

4. Н.Е. Жу ков ский по ка зал, что в ди на ми че ском от но ше нии
твер дое тело, внут ри ко то ро го на хо дит ся по лость, це ли ком (без
сво бод ной по верх но сти) за пол нен ная иде аль ной и не сжи мае мой
жид ко стью, по доб но не ко то ро му твер до му телу без жид ко сти. Мас -
са та ко го «эк ви ва лент но го» твер до го тела рав на сум мар ной мас се
твер до го тела и жид ко сти, а тен зор инер ции оп ре де ля ет ся плот но -
стью жид ко сти и гео мет ри ей по лос ти.

Ин те рес но вы яс нить, в ка кой сте пе ни этот факт пе ре но сит ся на 
изу чае мое яв ле ние: мож но ли ут вер ждать, что в ди на ми че ском от -
но ше нии бал ка с жид ко стью эк ви ва лент на не ко то рой бал ке без
жид ко сти, но с дру гим рас пре де ле ни ем масс по се че ни ям.

Для того что бы от ве тить на этот во прос, со ста вим диф фе рен ци -
аль ные урав не ния дви же ния изу чае мой сис те мы.

Со ста вим вы ра же ние дей ст вия по Га миль то ну

L L L= +1 2 ,

где

L mZ cZ Z dydtt

lt

yy1
2 2 2

00

1

2
= - -òò { }b ,  L Z d dtt

t

2
2

0

1

2
= Ñòòr g t

t

( )H .

Ва риа ция пер во го функ цио на ла вы чис ля ет ся стан дарт ным спо -
со бом; она рав на

d b dL mZ cZ Z Z dydttt

lt

yy yy1
00

= - + +òò { ( ) } . (1.17)

Вы чис лим ва риа цию вто ро го функ цио на ла

d r g gd t
t

L Z Z d dtt t

t

2

0

1

2
= Ñ × Ñòò ( ) ( )H H .

При ме ним фор му лу Гри на
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d r g
¶

¶
gdL Z

n
Z d dtt t

t

2

0

= å
å

òò H H
S

.

Так как по оп ре де ле нию опе ра то ра Н име ем ¶ ¶Hu n uå = , то
вы ра же ние L2 мо жет быть уп ро ще но:

d r
¶

¶
dL dy

t
ZF y t dt

t

y

y

2

01

2

= òò ( , )   F y t Z dlt

ly

( , ) ( )=
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ò Hg g . (1.18)

Здесь че рез ly обо зна чен пе ри метр се че ния по лос ти, нор маль но -
го оси у, ор ди на та ко то ро го рав на у, a y1, y2 — гра нич ные ко ор ди -
на ты по лос ти. Ин тег ри руя (1.18) по час тям по t и при ни мая во
вни ма ние изо хрон ность ва риа ции, по лу чим

d r g g dL Z dl Z dydttt
l

t

yy

y

2

0 1

2

= - òòò (H ) . (1.19)

В этом вы ра же нии ин тег ри ро ва ние по у мы мо жем счи тать про -
ис хо дя щим в пре де лах от нуля до l. Для это го дос та точ но по ло жить 
Н º 0 для зна че ний у, ле жа щих вне ин тер ва ла [y1, y2].

Со глас но прин ци пу Га миль то на

d dL L1 2 0+ = .

Под став ляя в это урав не ние вы ра же ния для ва риа ций L1 и L2 и
ис поль зуя про из вол ве ли чи ны dZ, при дем к сле дую ще му интегро -
дифференциальному урав не нию из гиб ных ко ле ба ний бал ки, внут ри 
ко то рой на хо дит ся жид кость:

r g g b( ) ( )H Z dl mZ cZ Ztt tt
l

yy yy

y

+ + + =ò 0. (1.20)

Пер вый ин те грал учи ты ва ет инер цию жид ко сти. Если он ра вен 
нулю, то мы име ем урав не ние из гиб ных ко ле ба ний бал ки без
жид ко сти. Оно хо ро шо изу че но. В этом слу чае ус ко ре ния в ка -
ком-ли бо се че нии од но знач но оп ре де ля ют ся ве ли чи на ми уп ру гой
силы и внеш ней силы в этом се че нии. Что же ка са ет ся пер во го
чле на, то его ве ли чи на оп ре де ля ет ся ха рак те ром ус ко ре ний всех
се че ний бал ки. Дру ги ми сло ва ми, ги по те за пло ских се че ний за ве -
до мо не вер на для жид ко сти (час ти цы жид ко сти пе ре ме ща ют ся
вдоль оси у). Сле до ва тель но, ни ка кой эк ви ва лент ной бал ки в об -
щем слу чае вве сти не уда ет ся.
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5. Уп ро ще ния, ко то рые вно сит в рас че ты при ве де ние за да чи о
бал ке с жид ко стью к за да че об эк ви ва лент ной обыч ной бал ке, на -
столь ко зна чи тель ны, что ес те ст вен но вы яс нить те ус ло вия, ко гда
та кая за ме на не при во дит к боль шим ошиб кам. Под роб ное из ло же -
ние это го во про са тре бу ет до воль но мно го мес та. По это му мы при -
ве дем здесь лишь окон ча тель ный резуль тат.

Ги по те за пло ских се че ний мо жет быть ис поль зо ва на лишь в
том слу чае, ко гда дли на бал ки ве ли ка по срав не нию с ее дру ги ми
раз ме ра ми. Кро ме того, не об хо ди мо, что бы по верх ность по лос ти
мало от ли ча лась от ци лин д ри че ской по верх но сти, об ра зую щая ко -
то рой па рал лель на оси бал ки (оси у). Од на ко и в этом слу чае ги по -
те за пло ских се че ний мо жет дать бо лее или ме нее точ ный резуль тат 
толь ко для рас че та пер вых соб ст вен ных ко ле ба ний.

Пред по ло жим те перь, что ги по те за пло ских се че ний спра вед ли -
ва. Это зна чит, что жид кость дви жет ся толь ко в плос ко сти се че ний, 
нор маль ных к оси бал ки. Обо зна чим че рез jу(х, z) по тен циал ско -
ро стей те че ния жид ко сти в се че нии, ор ди на та ко то ро го рав на у, че -
рез Ну — опе ра тор Ней ма на для это го се че ния (пло ская фи гу ра, ог -
ра ни чен ная кон ту ром ly). То гда

j gy y y tH Z= .

Здесь g y l= cos( )n z0 0  — на прав ляю щий ко си нус нор ма ли к ly в
плос ко сти хz. Вве дем по ня тие при сое ди нен ной по гон ной мас сы
жид ко сти

m y H dly y y

ly

ж ( ) = òr g g .

То гда ки не ти че ская энер гия сис те мы бал ки + жид кость мо жет
быть за пи са на в сле дую щем виде:

T m y m y Z dyt

l

= +ò
1

2
2

0

{ ( ) ( )}ж . (2.21)

Это вы ра же ние по ка зы ва ет, что в ис сле дуе мом слу чае за да ча
сво дит ся к изу че нию из гиб ных ко ле ба ний «эк ви ва лент ной бал ки»,
об ла даю щей той же же ст ко стью на из гиб, но с из ме нен ной по гон -
ной мас сой

m m m* = + ж .
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§ 2. Из гиб ные ко ле ба ния бал ки в том слу чае, ко гда на хо дя щие ся
внут ри нее жид кие мас сы име ют сво бод ную по верх ность
1. В пре ды ду щем па ра гра фе было ус та нов ле но, что если жид кость
це ли ком за пол ня ет по лость, то она не до бав ля ет но вых сте пе ней
сво бо ды. Дви же ние жид ко сти при во дит в этом слу чае толь ко к не -
ко то ро му из ме не нию ве ли чи ны соб ст вен ных час тот и форм глав -
ных ко ле ба ний по срав не нию с теми, ко то рые име ла бы бал ка,
если бы жид кость в ней от сут ст во ва ла.

Если же жид кость име ет сво бод ную по верх ность, на ко то рой
мо гут об ра зо вы вать ся вол ны, то дви же ние жид ко сти при во дит к
по яв ле нию до пол ни тель но го спек тра соб ст вен ных час тот и глав ных 
ко ле ба ний.

Итак, пусть жид кость име ет сво бод ную по верх ность. Вве дем
еще одну «не под виж ную» сис те му ко ор ди нат x1y1z1 так, что плос -
кость х1у1 сов па да ет со сво бод ной по верх но стью жид ко сти в по ло -
же нии рав но ве сия. Ось 0z1 на пра вим вер ти каль но вверх (в об щем
слу чае по на прав ле нию мас со вых сил) так, как это по ка за но на
чер те же (фиг. 2).

Под об ла стью t те перь бу дем по ни мать объ ем, ог ра ни чен ный
смо чен ной по верх но стью по лос ти (по верх ность S) и сво бод ной по -
верх но стью (пло ская фи гу ра S). В силу ли ней но сти за да чи по тен циал
ско ро стей аб со лют но го дви же ния жид ко сти мож но за пи сать так:

j
¶z

¶
( , ) ( , ) ( , ) ( , )P t H P Q v Q t ds H P Q

t
v dsn Q

S

n Q= + -
æ

è
ç

ö

ø
÷

å +
ò =ò

S

= + -
æ

è
ç

ö

ø
÷Hv H

t
vn n

* ¶z

¶
 , (2.1)

где z t x y1 1 1= z( , , ) — урав не ние сво бод ной по верх но сти, а ско рость
vn оп ре де ля ет ся фор му лой v Z nz Zn t t= =cos( ) g.

Опе ра тор Н был оп ре де лен. Опе ра тор Н* оп ре де ля ет в t не ко то -
рую функ цию, нор маль ная про из вод ная ко то рой на S рав на нулю,
а на S рав на ¶z ¶t vn- .

Ис поль зуя пред по ло же ние о не сжи мае мо сти и ги по те зу пло -
ских се че ний (из ко то рой сле ду ет, что объ ем бал ки ос та ет ся не из -
мен ным), ус та но вим, что

¶z

¶t
v dsn

S

-
æ

è
ç

ö

ø
÷ =ò 0.
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От сю да сле ду ет, что функ ция
H*(¶z ¶t vn- ) — гар мо ни че ская в t.

Для даль ней ше го удоб но вве сти
ве ли чи ну

U Z= -z g.

U — это до пол ни тель ное пе ре -
ме ще ние жид ко сти за счет волн,

об ра зую щих ся на ее по верх но сти, Zg — это пе ре ме ще ние то чек
плос ко сти S вслед ст вие из ги ба, вы чис лен ное в ко ор ди на тах х1, 
y1, z1.

Ки не ти че ская энер гия сис те мы бал ка + жид кость в ис сле дуе -
мом слу чае бу дет иметь вид:

T mZ dy Z dt

l

t= + Ñ +ò ò
1

2

1

2
2

0

2r g t
t

( )H

+ Ñ + Ñò òr g t r t
t t

( )( ) ( )* *H H HZ U d U dt t t
1

2
2 . (2.2)

По тен ци аль ная энер гия этой сис те мы рав на сум ме по тен циаль -
ных энер гий уп ру гих и внеш них сил и по тен циаль ной энер гии
жид ко сти (ко то рая оп ре де ля ет ся из ме не ни ем ап пли ка ты цент ра тя -
же сти жид ких масс):

П c Z dy Z dy g z dyy

l l

= + +ò ò ò
1

2

1

2
2

0

2

0
1( ) b r t

t

.

В этой сум ме вы чис лим по след ний ин те грал:

z d dx dy z dx dy
S S

1
2

1 1 1
2

1 1

1

2

1

2
t z= -ò òò * .

Здесь z z x y t1 1 1 1= * ( , , ) урав не ние по верх но сти S в сис те ме ко ор -
ди нат х1y1z1. Так как z g= +U Z  то

z d U dx dy UZ dx dy J
S S

1
2

1 1 1 1

1

2
t g

t
ò ò ò= + + .

По след нее сла гае мое этой сум мы име ет сле дую щую струк ту ру:

J Z y t F y dy
y

y

= ò 2

1

2

( , ) ( ) ,
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где F(у) — из вест ная функ ция (ко то рая от вре ме ни не за ви сит). Та -
ким об ра зом, это сла гае мое име ет ту же струк ту ру, что и по тен -
циаль ная энер гия внеш них сил. Так оно и долж но быть, ибо J оп -
ре де ля ет ту часть энер гии силы тя же сти, ко то рая за ви сит толь ко от
про ги ба. По это му ве ли чин J мы мо жем вклю чить в вы ра же ние по -
тен циаль ной энер гии внеш них сил, из ме нив над ле жа щим об ра зом
функ цию b. Та ким об ра зом, мы бу дем иметь

П = + + +ò ò ò ò
1

2

1

2

1

2
2

0

2

0

2cZ dy Z dy g U ds g UZ dsyy

S S

l l

b r r g . (2.3)

2. Урав не ния дви же ния про ще все го со ста вить, если вос поль зо -
вать ся прин ци пом Га миль то на

dL = 0,  L L L= +1 2 , (2.4)
где

L mZ dydt Z d dt cZt

lt

t

t

yy1
2

00

2

0

21

2

1

2

1

2
= + Ñ - +òò òòr g t

t

( ) [H bZ dy
lt

2

00

]òò ,

L Z U d dt U d dtt t

t

t

t

2

0

2

0

1

2
= Ñ Ñ + Ñ -òò òòr g t r t

t t

( )( ) ( )* *H H H

- -òò òò
1

2
2

0 0

r r gg U dsdt g UZ dsdt
S S

t t

.

Ва риа ция пер во го функ цио на ла была вы чис ле на в пре ды ду щем
па ра гра фе:

d b r g g dL mZ cZ Z H Z dl Z dydttt tt
l

yy yy

y

1 = - + + +
ì
í
ï

îï

ü
ý
ï

þï
ò( )

00

lt

òò . (2.5)

Вы чис лим ва риа цию вто ро го функ цио на ла:

d r g d t r gd t
t

L Z U d dt Z U dtdt t

t

t t2

0

= Ñ Ñ + Ñ Ñòò ( )( ) ( )( )* *H H H H
t
òò +

0

t

+ Ñ ×Ñ -òòr d t
t

H H* *U U d dtt t

t

0

- - -òò òò òòr d r gd r g dg U U dsdt g U Z dsdt g Z U dsdt
S S S

t t t

0 0 0

. (2.6)

Вос поль зу ем ся фор му лой Гри на и тем, что
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Это по зво ля ет пред ста вить вы ра же ние (2.6) в сле дую щем виде:

d r g d r g d r dL H Z U dsdt U Z dsdt U Ut t

t

t t

t

t
S S

2

0 0

= + +òò òò
å +

H H* *
t

t

dsdt
S
òò -

0

- - -òò òò òòr d r g d r g dg U U dsdt g U Z dsdt g Z U dsdt
S S S

t t t

0 0 0

.

Ин тег ри руя по час тям (по t) и поль зу ясь изо хрон но стью ва риа -
ций, бу дем иметь

d r g g dL H Z U gU g Z U dsdttt t

t

S

2

0

= - + + + -òò { }*H

- -
å +
òò òòr g d r g dH*U Z dsdt g U Z dsdttt

t t

S S0 0

. (2.7)

Под став ляя (2.5) и (2.7) в урав не ние (2.4) и ис поль зуя не за ви си -
мость ва риа ций, по лу чим сле дую щие урав не ния:

mZ Z dl U dl cZ Z g U dltt tt
l

tt
ly y

yy yy

d

+ + + + +ò òr g g r g b r gH H* ( ) ò = 0,

H Z U gU gtt ttg r r gZ = 0+ + +H* . (2.8)

Здесь че рез d обо зна че на ли ния пе ре се че ния фи гу ры S с плос -
ко стью нор маль но го се че ния.

Та ким об ра зом, дви же ние сис те мы бал ка— жид кость в дан ном
слу чае опи сы ва ет ся сис те мой двух ин тег ро-диф фе рен ци аль ных
урав не ний.

3. Для оп ре де ле ния соб ст вен ных час тот и форм глав ных ко ле -
ба ний вос поль зу ем ся ме то дом Рит ца. По ло жим в урав не нии (2.4)

Z y t t y( , ) cos ( )= w J  y на [0; l],  U P t t f P( , ) cos ( )= w  P на S. (2.9)

За да ча оп ре де ле ния соб ст вен ных ко ле ба ний сво дит ся к ми ни -
ми за ции сле дую ще го функ цио на ла:

L m dy H d H H f d
l

* *( ) ( )( )= + Ñ + Ñ Ñ +
ì

ò ò òw J r gJ t r gJ t
t t

2 2

0

21

2

1

2
í
î

+ Ñ
ü
ý
þ

- ¢¢ + - -ò ò ò
1

2

1

2

1

2
2 2 2

0

2r t J bJ r
t

( ) [( ) ]*H f d c dy g f ds
l

r g Jg f ds
S
ò . (2.10)

Для того что бы ре шать эту ва риа ци он ную за да чу ме то дом Рит -
ца, не об хо ди мо вы брать две сис те мы ко ор ди нат ных функ ций yn(у)
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и cn(Р), пол ных и ор то нор ми ро ван ных на [0, l] и S со от вет ст вен но.
За тем по ло жим

z y= åan n ,  f bn n= å c .

По сле чего эта за да ча обыч ным пу тем сво дит ся к сис те ме од -
но род ных ал геб раи че ских урав не ний с сим мет рич ной мат ри цей.

Та ким об ра зом, за да ча ис сле до ва ния сво бод ных ко ле ба ний
бал ки, внут ри ко то рой на хо дят ся жид кие мас сы, имею щие сво -
бод ную по верх ность, сво дит ся к по строе нию опе ра то ров Н и
Н* (для это го не об хо ди мо уметь чис лен но ре шать за да чу Ней -
ма на для об лас ти t), по строе нию сис тем функ ций yn и cn и со -
став ле нию и ре ше нию од но род ной сис те мы ал геб раи че ских
урав не ний.

В пре ды ду щих па ра гра фах был про ве ден фор маль ный ана лиз
про бле мы. На при ме ре про стей ше го «од но раз мер но го» дви же ния 
была по ка за на воз мож ность ре дук ции за да чи к ал геб раи че ской.
Ниже рас смат ри ва ет ся об щий слу чай ма лых ко ле ба ний бал ки,
при чем ос нов ное вни ма ние со сре до то чи ва ет ся на про бле ме су -
ще ст во ва ния глав ных ко ле ба ний и свой ст вах спек тра.

§ 3. Про из воль ные ко ле ба ния бал ки. Не ко то рые об щие во про сы тео рии
1. Све де ние к функ цио наль но му урав не нию и не ко то рые уп ро ще ния.
Вве дем обо зна че ние про ги ба в плос ко сти хОу — X(у, t) и угла кру -
че ния — q(y, t). Ки не ти че скую и по тен ци аль ную энер гии бал ки без
жид ко сти бу дем пи сать в виде

T A X A X Z A X A Z A Z At t t t t t t t1 11
2

12 13 22
2

23 33

1

2
2 2 2= + + + + +q q q{ }t

l

dy2

0
ò ,

{ }П1 1
2

2
2

3
2

1
2

2
2

3
2

0

1

2
= + + + + +ò C X C Z C B X B Z B dyyy yy y

l

q q . (3.1)

Здесь Сi — же ст ко сти на из гиб и кру че ние, Вi — функ ции, ха -
рак те ри зую щие внеш ние силы.

Нор маль ная со став ляю щая ско ро сти то чек по верх но сти по лос ти 
в на шем слу чае вы ра жа ет ся фор му лой

v X Zn t t t= + +g g q g1 2 3 ,
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где

g1 = cos ( )nx o ,  g 2 = cos ( )nz o ,  g 3 = -z xcos ( ) cos ( )nx nzo o .

Вве дем уп ру гое пе ре ме ще ние то чек по лос ти:

d X Zn = + +g g qg1 2 3 .

Ана ло гич но тому, как это было сде ла но в пре ды ду щем па ра гра -
фе, вве дем функ цию U(Р, t):

U P t P t d P t P Sn( , ) ( , ) ( , ) ( )= - Îz .

По вто ряя за тем рас су ж де ния пре ды ду щих па ра гра фов, мы мо -
жем вы пи сать вы ра же ния для энер гий, функ цио на ла L и ин тег -
ро-диф фе рен ци аль но го урав не ния дви же ния

T T X Z U dt t t t= + Ñ + Ñ + Ñ + Ñò1 1 2 3
21

2
r g g q g t

t

{ } ,*H H H H

П П= + + + +ò ò1
2

1 2 3

1

2
r r g g qgg U ds g U X Z ds

S S

{ } ,
(3.2)

L T dt
t

= -ò ( )П
0

, (3.3)

A X X dl A Z Z dl Att tt tt
l

tt tt
ly y

11 1 1 12 1 2 13+ + + +ò òr g g r g g qH H + (3.4)

+ + + + +ò òr g q g r g r g1 3 1 1 1 1H Htt
l

tt
l

dl U dl C X B X g U d
y y

yy yy
* ( ) l

d

=ò 0,

A X X dl A Z Z dl Att tt tt
l

tt tt
ly y

12 2 1 22 2 2 23+ + + +ò òr g g r g g qH H + (3.5)

+ + + + +ò òr g q g r g r g2 3 2 2 2 2H Htt
l

tt
l

dl U dl C Z B X g U d
y y

yy yy
* ( ) l

d

=ò 0,

A X X dl A Z Z dl Att tt tt
l

tt tt
ly y

13 3 1 23 3 2 33+ + + +ò òr g g r g g qH H + (3.6)

+ + + + + =ò òr g q g r g q q r g3 3 3 3 3 3H Htt
l

tt
l

dl U dl C B g U dl
y y

y y
* ( ) 0

d
ò ,

H H H H*X Z U g X g Z g gUtt tt tt ttg g q g r g r g r g q r1 2 3 1 2 3 0+ + + + + + + = .(3.7)
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Для ис сле до ва ния су ще ст во ва ния пе рио ди че ских ре ше ний сис -
те мы (3.4)—(3.7) и изу че ния свойств спек тра це ле со об раз но за пи -
сать эту сис те му в опе ра тор ной фор ме.

Вве дем сле дую щие функ цио наль ные про стран ст ва:
а) Про стран ст ва Е1 и E2 функ ций u1(у) и u2(у) с сум ми руе мым

квад ра том на [0, l] и об ла даю щих чет вер ты ми обоб щен ны ми про из -
вод ны ми и со ска ляр ным про из ве де ни ем

( , ) , ,u v u v dy ii i i i i

l

= =ò
0

1 2. (3.8)

б) Про стран ст во Е3 функ ций u3(у) с сум ми руе мым квад ра том на 
[0, l], об ла даю щих вто ры ми обоб щен ны ми про из вод ны ми и со ска -
ляр ным произ ве де ни ем типа (3.8).

в) Гиль бер то во про стран ст во Е4 функ ций u4(Р), P SÎ , с сум ми -
руе мым квад ра том на S и со ска ляр ным про из ве де ни ем вида:

( , )u v u v dx dy
S

4 4 4 4 4 1 1= ò . (3.9)

г) Пря мую сум му про странств Е = Е1 + Е2 + Е3 + Е4 со ска ляр -
ным про из ве де ни ем

( , ) ( , )x y u vi i i
i

=
=
å

1

4

.

Здесь х — век тор с ком по нен та ми u1, u2, u3, u4.
Функ ции ui долж ны удов ле тво рять еще не ко то рым гра нич ным

ус ло ви ям, ко то рые оп ре де ля ют ся ха рак те ром за кре п ле ния бал ки.
Мы не бу дем де та ли зи ро вать эти ус ло вия. Бу дем счи тать их од но -
род ны ми и та ки ми, что бы они обес пе чи ва ли са мо со пря жен ность
опе ра то ров, опи сы ваю щих уп ру гие ко ле ба ния бал ки без жид ко сти.

Вве дем опе ра то ры Lij и Mij, дей ст вую щие из Еj в Еi:

L Hi j j i j j i j ju A u u dl i j
ly

= + =òr g g ( , , , )1 2 3 , L H4 1 2 3j j j ju u j= =g ( , , ),

L H*
i iu u dl i

ly

4 4 4 1 2 3= =òr g ( , , ),  L H*
44 4 4u u= ,

M i i i i iyy yy i iu C u B u i= + =( ) ( , )1 2 ,  M j j

d

u g u dl j4 4 4 1 2 3= =òr g ( , , ),

M33 3 3 3 3 3u C u B uy y= - +( ) , M M44 4 4 4 1 2 3u gu u g u ij j j j= = =r r g, ( , , ).
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Так как Н — ин те граль ный опе ра тор (1.2), ядро ко то ро го —
функ ция Гри на, то, для того что бы опе ра то ры Lij и Мij дей ст во ва ли 
из Fj в Fi, не об хо ди мо на ло жить не ко то рые ог ра ни че ния на функ -
ции Аij, Сi и Вi. Мы не бу дем ос та нав ли вать ся на этих во про сах и
при мем раз на все гда, что всем нуж ным ус ло ви ям эти функ ции
удов ле тво ря ют.

Вве дем еще опе ра то ры L и М сле дую щи ми ра вен ст ва ми:

L

L L

L L

=

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

11 14

41 44

L

LLLL

L

,  M

M 0 0 M

M 0 M

0 M M

M M M M

11 14

22 24

33 34

41 42 43 44

=

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

0

0
.

В этих обо зна че ни ях сис те ма (3.4—3.7) при мет вид:

L Mx xtt + = 0. (3.10)

Вы яс ним не ко то рые свой ст ва опе ра то ров L и М. Опе ра тор L
са мо со пря жен ный, т. е.

( , ) ( ,L L )x y x y=  или ( , ) ( )
,

,
,

L Li j j i i
i j

j i j i i
i j

u v u v=
= =

å å
1

4

1

. (3.11)

Спра вед ли вость та ко го рода ра венств ус та нав ли ва ет ся про стой
про вер кой.

Итак, опе ра тор L — са мо со пря жен ный. Од на ко он не яв ля ет ся
впол не не пре рыв ным; это обстоя тель ство ус лож ня ет до ка за тель ство.

Пе рей дем те перь к рас смот ре нию опе ра то ра М. Вы чис лим
(Мх, х):

( , ) ( )Mx x C u u dy g u u dldy B u dyy yy

d

l l

= + +ò òò1 1 1
0

1 1 4

0
1 1

22r g y
l

0
ò +

+ + + +ò òò ò( ) (C u u dy g u u dldy B u dyyy yy

d

l l l

2 2 2

0

2 2 4

0

2 2
2

0

2r g - +ò C u u dyy y

l

3 3 3

0

)

+ + +òò ò ò2 3 3 4

0

3 3
2

0

4
2r g rg u u dldy B u dy g u ds

d S

l l

.

Срав ни вая это вы ра же ние с ра вен ст вом (3.2), име ем

( , )M Пx x = 2 . (3.12)
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При ме ча ние. Для того что бы убе дить ся в спра вед ли во сти фор му -
лы (3.12), надо вос поль зо вать ся са мо со пря жен но стью гра нич ных
ус ло вий для функ ций ui, i = 1, 2, 3.
  Для того что бы за да ча име ла смысл, не об хо ди мо, что бы функ -
цио нал П был по ло жи тель но оп ре де лен ным. Во про сы об ус ло ви ях,
ко то рым для это го долж ны удов ле тво рять функ ции Ci, gi и Bi, не
яв ля ют ся три ви аль ны ми. Од на ко это ис сле до ва ние силь но уп ро ща -
ет ся бла го да ря сле дую ще му фак ту.

Тео ре ма. Для того что бы функ цио нал П был по ло жи тель но оп ре -
де лен ным, не об хо ди ма и дос та точ на по ло жи тель ная оп ре де лен ность
функ цио на ла П*, где

Ї Ї* = - - - -ò ò ò1 1 2 1 3 2 3r g g r g g q r g g qg ZX ds g X ds g Z ds
S S S

- - -ò ò ò
1

2

1

2

1

21
2 2

2
2 2

3
2 2r g r g r g qg X ds g Z ds g ds

S S S

,
(3.13)

а функ цио нал П1 оп ре де ля ет ся фор му лой (3.1).

Для того что бы убе дить ся в спра вед ли во сти этой тео ре мы, дос -
та точ но в вы ра же нии по тен циаль ной энер гии сде лать за ме ну:

U v X Z= - - -g g g q1 2 3 . (3.14)

По сле это го функ цио нал П при мет вид:

Ї Ї*= + ò
1

2
2rg v ds

S

.

Эта тео ре ма, ко то рая яв ля ет ся обоб ще ни ем ана ло гич ной тео ре мы
тео рии дви же ния твер до го тела с жид ко стью (см. [2]), но сит прин ци -
пи аль ный ха рак тер. Она по ка зы ва ет, что во прос об ус той чи во сти бал -
ки, внут ри ко то рой на хо дят ся жид кие мас сы, имею щие сво бод ную
по верх ность, сво дит ся к ис сле до ва нию ус той чи во сти той же бал ки без 
жид ко сти, но под дей ст ви ем дру гой сис те мы внеш них сил. По тен ци -
аль ная энер гия из ме нен ной сис те мы сил от ли ча ет ся от по тен циаль -
ной энер гии ис ход ной сис те мы сла гае мы ми, ко то рые од но знач но оп -
ре де ля ют ся плот но стью жид ко сти и гео мет ри ей по лос ти.

По ло жи тель ная оп ре де лен ность функ цио на ла П* бу дет, та ким
об ра зом, оз на чать, что в по ло же нии рав но ве сия по тен циаль ная
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энер гия сис те мы бал ка + жид кость име ет ми ни мум и, сле до ва -
тель но, это по ло же ние рав но ве сия бу дет ус той чи вым. (Стро го го -
во ря, это ут вер жде ние еще долж но быть до ка за но, и оно бу дет до -
ка за но ниже.)

В даль ней шем бу дем счи тать, что функ цио нал П*, а сле до ва -
тель но, и опе ра тор М — по ло жи тель но оп ре де лен ные.

Опе ра тор М — са мо со пря жен ный. Этот факт ус та нав ли ва ет ся
не по сред ст вен ной про вер кой.

2. Ис сле до ва ние квад ра тич но го функ цио на ла П*. Ис сле до вать не -
об хо ди мые и дос та точ ные ус ло вия для по ло жи тель ной оп ре де лен -
но сти функ цио на ла П* в об щем слу чае до воль но слож но. Од на ко
весь ма про сто со ста вить толь ко дос та точ ные ус ло вия, при этом они 
бу дут иметь про стой фи зи че ский смысл.

Рас смот рим сна ча ла про стей ший слу чай толь ко кру тиль ных
ко ле ба ний бал ки.

Функ цио нал П* бу дет иметь вид:

Ї* = + -ò
1

2
3

2
3

2
3

2

0

{ }C B b dyy

l

q q q   b y g dl
d

3 3
2( ) =

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷òr g . (3.15)

Если пред по ло жить, что С3 ни где в нуль не об ра ща ет ся, то одно 
из дос та точ ных ус ло вий мож но вы пи сать сра зу (см., на при мер, [4],
с. 122):

B b3 3> . (3.16)

Ис поль зуя вы ра же ние g 3 = -z n x x n zcos( , ) cos( , ), вы ра же ние
(3.15) мож но при вес ти к виду

b y g J y n z J n x L n xzz xx zx3
2 2 2( ) { ( )cos ( , ) cos ( , ) cos( , )= + -r cos( , )}n z . (3.17)

Здесь че рез Jxx, Jzz, Jxz обо зна че ны мо мен ты инер ции от рез ка d.
Если ось бал ки го ри зон таль на, то z° = n° и то гда

b y gJ zz3 ( ) = r . (3.18)

Если ось бал ки вер ти каль на, то y° = n° и то гда b y3 0( ) = , т. е.
жид кость не влия ет на зна ко оп ре де лен ность П. Та ким об ра зом, для
по ло жи тель ной оп ре де лен но сти функ цио на ла П* (а сле до ва тель но, и 
для ус той чи во сти по ло же ния рав но ве сия) дос та точ но вы пол не ния
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ус ло вия, ко то рое од но знач но оп ре де ля ет ся гео мет ри че ски ми ха рак -
те ри сти ка ми сво бод ной по верх но сти и плот но стью жид ко сти.

Если бал ка со вер ша ет толь ко из гиб ные ко ле ба ния в од ной из
плос ко стей, то по доб ные ус ло вия вы во дят ся ана ло гич но. В этом
слу чае

Ї* { ( ) }= + -ò
1

2 1
2

1 1
2

0

C X B b X dyyy

l

  b y g dl
d

1 1
2( ) =

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷òr g .

Так как g1 = cos( , )n x , то b gd n x1
2= r cos ( , ). Для даль ней ше го

обо зна чим

J g dlik i k
d

= òr g g .

Кри те рий вида (3.16) лег ко по лу чить и для об ще го слу чая. Для
это го пред ста вим функ цио нал П* в виде сум мы:

Ї Ї Ї*
1
*= + 2

* ,

где

Ї1 1
2

2
2

3
2

0

1

2
* { }= + +ò C X C Z C dyyy yy y

l

q ,

Ї2 1 11
2

0

2 22
2

0

3 33

1

2

1

2

1

2
* { } { } { }= - + - + -ò òB J X dl B J Z dl B J

l l

q2

0

dl
l

ò -

- - -òò òòr g g r g g q r g g qg X Z dldy g X dldy g Z dldy
d d d

l l

1 2

0
1 3

0

2 3òò
0

l

.

Для по ло жи тель ной оп ре де лен но сти функ цио на ла П1
*  дос та точ -

но, что бы для лю бо го y lÎ[ , ]0  функ ции Сi удов ле тво ря ли не ра вен ст -
вам c i i> d  где di  — про из воль ные сколь угод но ма лые по ло жи тель -
ные чис ла. Для по ло жи тель ной оп ре де лен но сти функ цио на ла П2

*

дос та точ но, на при мер, вы пол не ния сле дую щих ус ло вий:

B J1 11 1- > a , ( )( )B J B J g J1 11 2 22
2 2

12 2- - - >r a , (3.19)

B J J J

J B J J

J J B J

1 11 12 13

21 2 22 23

31 32 3 33

3

- - -

- - -

- - -

> a , (3.20)

где a3 — лю бые сколь угод но ма лые по ло жи тель ные чис ла.
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Эти ус ло вия ана ло гич ны не ра вен ст вам Силь ве ст ра. Они на кла -
ды ва ют ог ра ни че ния на гео мет ри че ские ха рак те ри сти ки, и им мож -
но при дать на гляд ную фор му. По ка жем это на при ме ре из гиб ных
ко ле ба ний в двух вза им но-пер пен ди ку ляр ных плос ко стях.

В этом слу чае ус ло ви ям (3.20) мож но при дать сле дую щий вид [1]

B1 1 1> +b a* ,  B2 2 2> +b a* ,  ( )( ) ( )* *B B1 1 2 2 3 0- - - + >b b b a .

Здесь

b r1
* cos( , )= gd n x ,  b r2

* cos( , )= gd n z ,  b r= 2 2g d n x n zcos( , ) cos( , ).

Сле до ва тель но, для вы пол не ния этих ус ло вий ве ли чи ны B1 и B2

долж ны быть та ко вы ми, что бы для лю бо го y lÎ[ , ]0  точ ка (B1, B2)
на хо ди лась в за штри хо ван ной об лас ти плос ко сти B10B2 (фиг. 3).

Ус ло вия, ко то рые толь ко что об су ж да -
лись, очень гру бые. Ин туи тив но со вер шен но 
ясно, что если же ст кость по ло жи тель на, то
для обес пе че ния по ло жи тель ной оп ре де лен -
но сти П* во все не не об хо ди мо тре бо ва ние,
что бы внеш ние силы но си ли вос ста нав ли -
ваю щий ха рак тер.

Рас смот рим ко ле ба ния с «од ной сте пе -
нью сво бо ды», на при мер кру тиль ные ко ле -
ба ния. Име ем

Ї* ( )= +ò òC dy r y dyy

l l

3
2

0

2

0

q q   r y B g dl
d

( ) = -
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷ò3

2r g ,

и пусть функ ция r ³ -d для у на [0, l], где d — не ко то рое по ло жи -
тель ное чис ло. То гда

Ї* ³ -òC dyy

l

3
2

0

2
q d q .

Оце ним сни зу пер вое сла гае мое в пра вой час ти. Так как

q q q q- = =ò ò0

0 3

3

0

1
y

y

y

y

dy
C

C dy,

то
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( )q q q- £ ×ò òy y

dy

c
C dy

l l
2

30

3
2

0

.

Но всег да мож но счи тать, что

qdy
l

0

0ò = ,

по этому пре ды ду щее не ра вен ст во по зво ля ет по лу чить

C dy l l
dy

c
y

l l

3
2

0

2
0
2

30

1

q q qò ò³ +
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

-

[ ] ,

Ї* [ ]³ +
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ -ò

-

q q d q
2

0
2

30

1

2
l l

dy

c

l

.

От сю да сле ду ет, что дли по ло жи тель ной оп ре де лен но сти функ -
цио на ла П* дос та точ но, что бы функ ция C3 удов ле тво ря ла не ра вен ст ву

1
0

30

1

l

dy

C y

l

( )ò
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ - >

-

d . (3.21)

Это ус ло вие на ла га ет на же ст кость С3 ог ра ни че ние сни зу. Оно
бу дет на вер ня ка вы пол не но, если по тре бо вать, что бы функ ция C3

удов ле тво ря ла не ра вен ст ву

C y3 ( ) > h , (3.22)

где h — над ле жа щим об ра зом вы бран ное по ло жи тель ное чис ло.
Ус ло вие вида (3.22) мо жет быть по лу че но и в слу чае про из -

воль ных ма лых ко ле ба нии. Мо жет быть до ка за но сле дую щее
ут вер жде ние.

Для по ло жи тель ной оп ре де лен но сти функ цио на ла П* дос та точ -
но, что бы функ ции Сi удов ле тво ря ли не ра вен ст вам

min C i i> h ,  y lÎ[ , ]0 ,  i =1 2 3, , , (3.23)

где hi — не ко то рые впол не оп ре де лен ные по ло жи тель ные чис ла;
они за ви сят от ха рак те ра внеш них сил и от гео мет рии жид ких по -
лос тей и плот но сти жид ко сти.
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3. До ка за тель ст во су ще ст во ва ния глав ных ко ле ба ний. За да ча оп -
ре де ле ния соб ст вен ных ко ле ба ний сво дит ся к ис сле до ва нию спек -
тра опе ра тор но го урав не ния

L Mx x=
1

w
,

где опе ра то ры L и М — са мо со пря жен ные, а М — по ло жи тель -
но оп ре де лен ный. Опе ра тор L не яв ля ет ся впол не не пре рыв -
ным. Это обстоя тель ство тре бу ет не ко то рых до пол ни тель ных
вы кла док.

В вы ра же ни ях Т и П про из ве дем за ме ну (3.14) и со ста вим но -
вые урав не ния дви же ния. В про стей шем слу чае чис то из гиб ных
ко ле ба ний эта сис те ма име ет вид:

AX X dl v dl C Xtt tt
l

tt
ld d

yy yy+ + + +
- -
ò òr g g r g b1 1 1 1 1 1H H* *( ) X = 0,

H H*
1 1 0g rX v gvtt tt+ + = . (3.24)

Здесь

H H H1
*= - ,  H H*u P Q u Q dsQ

S

= ò ( , ) ( ) ,  b r g1 1 1
2* = - òB g dl

d

.

На пом ним, что Н(Р, Q) — функ ция Гри на за да чи Ней ма на
для об лас ти t. Осо бен но стью пре об ра зо ван ной сис те мы (3.24)
по срав не нию с сис те мой (3.3)—(3.7) яв ля ет ся то, что в ее пер -
вых трех урав не ни ях не со дер жит ся чле нов, в ко то рые вхо дит v
(в пер вые урав не ния вхо дят толь ко про из вод ные этой функ ции
по t).

Вве дем про стран ст во E E E E* = + + + ¼1 2 3  и пусть w E* *Î .
То гда сис те му урав не ний дви же ния в об щем слу чае мож но за -

пи сать так:

Bw v Nwtt tt
* *+ + =D 0,  r r rH Г H1 1

*w v gvtt tt
* + + = 0. (3.25)

Здесь

B L i j= ( )* ,  D ГH*v vdl
l d

=
-
òr ,  Г =

g

g

g

1

2

3

 ,  Г1 1 2 3= g g g, , .
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Опе ра то ры L i j
* , i, j = 1, 2, 3 от ли ча ют ся от опе ра то ров L i j  тем,

что под зна ком ин те гра ла опе ра тор Н за ме нен на Н1 и ин тег ри ро -
ва ние рас про стра не но по ly – d.

Сим мет рич ный опе ра тор N оп ре де ля ет ся мат ри цей b i j , где
чис ла b i j i j, ¹  оп ре де ля ют ся фор му ла ми

b r g gi j i j

d

g dl= - ò .

Не труд но про ве рить, что опе ра тор

L =
B D

H Г H1 1
*r

,

так же как и опе ра тор L, са мо со пря жен ный. Для того что бы в этом 
убе дить ся, дос та точ но про ве рить спра вед ли вость ра венств

( , ) ( , )Lw w x x1 1= L ,  ( , ) ( , )w w x xL 1 1= L ,  ( )w EÎ   w
w

v
=

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

*

.

Эле мен ты w и х свя за ны со от но ше ни ем (3.14).
Опе ра тор N — не ог ра ни чен ный, по ло жи тель но оп ре де лен ный.

Его об рат ный N–1 — впол не не пре рыв ный ин те граль ный опе ра тор.
Струк ту ру это го опе ра то ра про ще все го уви деть на ка ком-ни будь
ча ст ном слу чае. На при мер, если рас смат ри ва ют ся чис то кру тиль -
ные ко ле ба ния, то урав не ние Nu = f име ет вид:

- + =( )C fy y3 q bq ,

и, сле до ва тель но,

q( ) ( , ) ( )P G P Q f Q dQ
l

= ò
0

,

где G — функ ция Гри на, учи ты ваю щая со от вет ст вую щие гра нич ные 
ус ло вия и об ла даю щая сла бой осо бен но стью.

Для оты ска ния пе рио ди че ских ре ше ний по ло жим

w w t v y tn n
* cos , cos= =w w . (3.26)

Сис те ма (3.25) при мет вид:

Bw y Nw
n

+ =D
1

2w
,  r r

w r
H Г H1 1

*w y
gy

+ =
1

2
. (3.27)
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Сде ла ем здесь за ме ну пе ре мен ных j =
-N w1

2  и y r= g y. По лу чим

N BN N
g

- - -

+ =
1

2
1

2
1

2
1
2

j
y

r w j
D ,

r

r
j

r

r

y

r w
y

g
N

g g
H Г H1 1 2

1
2

1-

+ =* . (3.28)

Так как опе ра тор В — ог ра ни чен ный, то N BN- -1
2

1
2  — впол не

не пре рыв ный (по сколь ку N–1 — впол не не пре рыв ный). Опе ра то ры
D, Н1 и Н* — впол не не пре рыв ные как ин те граль ные со сла бой
осо бен но стью. Сле до ва тель но, опе ра тор, оп ре де ляю щий ле вую
часть сис те мы (3.28), впол не не пре рыв ный. Ана ло гич но не труд но
про ве рить, что опе ра тор

R

D

H Г H1

=

- - -

-

N BN N
g

g
N

g g

1
2

1
2

1
2

1
2

1

1
1

r
r

r

r

r r

*

са мо со пря жен ный.
Та ким об ра зом, мы приш ли к за да че о соб ст вен ных зна че ни ях

Rf f= l

для впол не не пре рыв но го са мо со пря жен но го опе ра то ра R.
На ос но ва нии из вест ных тео рем ли ней но го ана ли за мы мо жем

ут вер ждать спра вед ли вость сле дую щей ос нов ной тео ре мы.

Тео ре ма. Если квад ра тич ная фор ма П — по ло жи тель но оп ре де лен на,
то сис те ма (3.3)—(3.7) име ет пе рио ди че ские ре ше ния (глав ные ко ле ба ния) 
вида (3.26), где wn  — по ло жи тель ные чис ла (соб ст вен ные час то ты), об -
ра зую щие счет ную по сле до ва тель ность, та кую, что wn ® ¥ при n ® ¥.

Эта тео ре ма со дер жит в себе как ча ст ный слу чай для дан ной за -
да чи тео ре му Ла гран жа о ми ни му ме по тен циаль ной энер гии. До ка -
зан ная тео ре ма оз на ча ет, что если по тен циаль ная энер гия сис те мы
бал ка — жид кость в по ло же нии рав но ве сия име ет ми ни мум, то это
по ло же ние рав но ве сия ус той чи во в том смыс ле, что все глав ные
ко ле ба ния этой сис те мы ог ра ни че ны.
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4. До ка за тель ст во пол но ты. Сис те ма глав ных ко ле ба ний пол на
в Е. Для того что бы в этом убе дить ся, за пи шем ос нов ное опе ра тор -
ное урав не ние в виде

M L1- =x xl .

Вве дем нор му Фрид рих са (х, у)F = (Мх, у). Для до ка за тель ства
пол но ты в нор ме Фрид рих са дос та точ но по ка зать, что из ус ло вия 
M L1- =h 0 сра зу сле ду ет h º 0. Рас смот рим

(M L L1- =h h h hF, ) ( , ).

Ска ляр ное про из ве де ние, стоя щее спра ва, — это ки не ти че ская
энер гия. Сле до ва тель но, если h ¹ 0, то это вы ра же ние не мо жет
быть рав ным нулю. Сле до ва тель но, и M L1- ¹h 0.

Пол но та сис те мы глав ных ко ле ба ний по зво ля ет ра зы ски вать ре ше -
ние за да чи Коши в виде ряда, со став лен но го из глав ных ко ле ба ний.

На этом за кан чи ва ет ся до ка за тель ство су ще ст во ва ния пол ной сис -
те мы глав ных ко ле ба ний изу чае мой сис те мы. Од но вре мен но до ка зан -
ные пред ло же ния обос но вы ва ют при ме не ние ме то да Рит ца, схе ма ко -
то ро го под роб но об су ж да лась в пер вых па ра гра фах этой ра бо ты.

Крат кое ре зю ме не ко то рых ре зуль та тов этой ста тьи было опуб -
ли ко ва но в Докладах АН СССР (см. [5]).

За ряд за ме ча ний и со ве тов ав тор вы ра жа ет свою при зна тель -
ность А.А. Аб ра мо ву и М.А. Ней мар ку.
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О не един ст вен но сти воз мож ных форм
ус та но вив ших ся те че ний тя же лой жид ко сти
при чис лах Фру да, близ ких к еди ни це

Как из вест но, зна че ние чис ла Фру да F = 1 яв ля ет ся кри ти че ским.
Ха рак тер ус та но вив ше го ся по то ка тя же лой жид ко сти, ско рость ко -
то рой мень ше кри ти че ской, т. е. со от вет ст вую щий F < 1, рез ко от -
ли ча ет ся от ха рак те ра по то ка при F > 1. В этом смыс ле зна че ние
F = 1 яв ля ет ся би фур ка ци он ным. По это му сле ду ет ожи дать, что
при чис лах Фру да, близ ких к еди ни це, мо гут су ще ст во вать раз лич -
ные фор мы ус та но вив ше го ся по то ка.

Од ним из при ме ров та кой не од но знач но сти яв ля ет ся из вест ная
за да ча об уе ди нен ной вол не. Если за да ны рас ход Q и глу би на на ¥, 
при чем чис ло Фру да не сколь ко бо лее еди ни цы, то воз мож ны две
фор мы реа ли за ции по сту па тель но го по то ка. Сво бод ная по верх -
ность либо мо жет быть го ри зон таль ной, либо мо жет иметь фор му
уе ди нен ной вол ны. Точ но так же сле ду ет ожи дать, что об те ка ние
по то ком пре пят ст вия (или ус ту па) воз мож но не един ст вен ным об -
ра зом. Так как за да чи об те ка ния тя же лой жид ко стью ре ша лись
толь ко в ли ней ной по ста нов ке (см., на при мер [1]), то эта не од но -
знач ность не мог ла быть вскры та. Яв ле ние не од но знач но сти об те -
ка ния но сит су ще ст вен но не ли ней ный ха рак тер. Кро ме того, обыч -
но при ме няе мые ме то ды пе ре ста ют быть спра вед ли вы ми при чис -
лах Фру да, близ ких к еди ни це.

В на стоя щей ра бо те ис поль зу ет ся тео ре ма М.А. Лав рен ть е ва для 
оцен ки мо ду ля про из вод ной при ото бра же нии уз ких по лос [2]. Они 
ока зы ва ют ся наи бо лее удоб ны ми как раз при чис лах Фру да, близ -
ких к еди ни це. Это по зво ля ет рас смот реть за да чу в при бли жен ной
по ста нов ке, со хра нив, од на ко, ее не ли ней ный ха рак тер. В ра бо те
по ка зы ва ет ся, что при чис лах Фру да, близ ких к еди ни це, воз мож -
ны во вся ком слу чае две фор мы об те ка ния пре пят ст вия. По сколь ку 
ис сле до ва ния ос но вы ва ют ся на тео рии при бли жен ных кон форм ных 
пре об ра зо ва ний, они но сят так же при бли жен ный ха рак тер: во прос
о тео ре мах су ще ст во ва ния не ста вит ся. По пут но мы по лу ча ем но -
вую при бли жен ную тео рию уе ди нен ной вол ны.
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1. Рас смот рим за да чу
об об те ка нии пре пят ст вия 
ус та но вив шим ся без вих ре -
вым по то ком тя же лой
жид ко сти, имею щей сво -
бод ную гра ни цу (фиг. 1).
За да че сво дит ся к кон -
форм но му ото бра же нию
по ло сы Tz , ог ра ни чен ной
ли ни ей дна у = у0(х) и не -
из вест ной сво бод ной гра ни цей у = у(х) на по ло су Тw еди нич ной
ши ри ны в плос ко сти w, если вдоль кри вой у = у(х) вы пол не но
со от но ше ние

dw

dz
vy c

2

2+ = ,  v
gh

Q
=

3

2
. (1.1)

Здесь по тен циал w и ко ор ди на ты z, у взя ты в без раз мер ном
виде, h — ха рак тер ный раз мер глу би ны, g — ус ко ре ние силы тя же -
сти, Q — рас ход. Оче вид но, что v F=1 2 .

 Если функ ции y0(x) и у(х) удов ле тво ря ют не ко то рым ус ло ви ям
глад ко сти, то для dw dz  в точ ках верх ней гра ни цы Тz име ет место
оцен ка (см. [2]):

dw

dz y y

y y
y

y y
y»

-
+

-
¢¢ +

-
¢¢

ì
í
î

ü
ý
þ

1
1

6 30

0
0

0 . (1.2)

Если по ло жить y0 0º  и в ра вен ст ве (1.1) за ме нить зна че ние 
dw dz  оцен кой (1.2) и, обо зна чая y = +1 h, по доб рать с так, что бы 

h = 0 было ин те гра лом урав не ния (1.1), то из (1.2) по лу чим

¢¢ = - - +
æ

è
ç

ö

ø
÷ +h h h h3 1 3

1

1
2( ) ( , , )v v f x v , (1.3)

где

f x v y v y y( , , )h h= +
æ

è
ç

ö

ø
÷ - - ¢¢3

1

2

3

2

1

2
0 0

2
0 .

Та ким об ра зом, при бли жен но ис сле до ва ние сво бод ной по верх -
но сти жид ко сти сво дит ся к ис сле до ва нию урав не ния (1.3).

Лю бое со от но ше ние h и Q мо жет оп ре де лять не ко то рый рав но -
мер ный по ток над глад ким дном. Од на ко ка ж дой ком би на ции h и
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Q бу дет со от вет ст во вать свое зна че ние по сто ян ной с. По это му фик -
са ция с оз на ча ет вы бор па ра мет ров рав но мер но го по то ка, в ок ре ст -
но сти ко то рых про во дит ся ис сле до ва ние.

В даль ней шем бу дем счи тать, что чис ло v близ ко к еди ни це.
Мож но по ка зать, что если раз ность 1 – v дос та точ но мала по аб со -
лют ной ве ли чи не, то все ус ло вии ука зан ной тео ре мы М.А. Лав рен -
ть е ва вы пол не ны.

2. Пусть вна ча ле v < 1 (что оз на ча ет, что Q gh> 3 ). По ста вим за -
да чу оты ска ния фор мы сво бод ной гра ни цы, ко то рая пе ре хо ди ла бы в
го ри зон таль ную пря мую при max ( )y x0 0= ®m . Для это го по ло жим

h mh m h m= + + =1
2

2 0K , y z. (2.1)

Под став ляя этот ряд в урав не ние (1.3), най дем, что

¢¢ = - + = - ¢¢h h1 1 1 1 03 1
1

2
( ) ( ),v F x F y . (2.2)

Об щее ре ше ние урав не ния (2.2) име ет вид:

h t t t1 1
0

1

1

3 1
3 1 3 1=

-
- - - +

é

ë
ò( )

exp( ( ) ) ( )exp( ( ) )
v

v x F v d c
x

ê
ù

û
ú +

ì
í
ï

îï

+ - - + -
é

ë
ê

ù

û
ú
ü
ý
ï

þï
òexp( ( ) ) ( )exp( ( ) )3 1 3 12 1
0

v x c F v d
x

t t t . (2.3)

Для уп ро ще ния даль ней ших вы кла док пред по ло жим*, что 
F1 0( )t º , если t > N . Вы бе рем по сто ян ные с1 и с2 так, что бы 
limh = 0 при x ® ¥. Оче вид но, что для это го

c F v d
N

1 1
0

3 1= - - -ò ( )exp( ( )t t) t, c F v d
N

2 1

0

3 1= - -
-
ò ( exp( ( )t) t) t

и, сле до ва тель но,

h t t t= -
-

- - - +
ì
í
î

ò
1

3 1
3 1 3 11

0( )
exp( ( ) ) ( )exp( ( ) )

v
v x F v d

N

+ - - -
ü
ý
þ-

òexp( ( ) ) ( )exp( ( ) )3 1 3 11v x F v d
N

x

t t t . (2.4)
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Фор ма сво бод ной гра ни цы име ет вид, схе ма тич но ука зан ный на 
чер те же (фиг. 2). При v ® 0 (что со от вет ст ву ет Q ® ¥ или v ® ¥)
фор ма сво бод ной гра ни цы стре мит ся к не ко то ро му пре дель но му
зна че нию. При v ®1 ре ше ние (2.4) пе ре ста ет иметь смысл. Вы чис -
ле ние сле дую щих при бли же ний не пред став ля ет тру да.

По сле того как сво бод ная гра ни ца оп ре де ле на, по тен циал ско -
ро стей мож но най ти, поль зу ясь при бли жен ны ми фор му ла ми кон -
форм ных ото бра же ний.

3. Урав не ние (1.3) при f º 0 име ет так же не три ви аль ные ре ше -
ния. По это му мож но най ти фор му сво бод ной гра ни цы, от лич ную
от (2.4), ко то рая пе ре хо дит в не ко то рую ли нию, от лич ную от го ри -
зон таль ной пря мой при max ( )y x0 0® . Для оп ре де ле ния та ко го те -
че ния по ло жим 1- =v a, где a — не ко то рая ма лая ве ли чи на по ряд ка 
h. Пе ре пи шем (1.3) в виде

¢¢ = -h ah h m h3 9
2

2 f x v* ( , , ),  m ahf f* = + 2 . (3.1)

Бу дем ис кать ре ше ние (2.4) в виде ряда h = h mh0 1+ +K Для h0

по лу ча ем

¢¢h = ah - h3 9
2

2 . (3.2)

Урав не ние (3.2) при бли жен но опи сы ва ет уе ди нен ную вол ну. В
са мом деле, оно име ет од но па ра мет ри че ское се мей ст во ча ст ных ре -
ше ний h0 0( , )x x , ко то рые при x ® ±¥ об ра ща ют ся в нуль (фиг. 3):

h =
a

ach 2 1
2 03{ ( )}x x-

, (3.3)

где х0 мо жет быть лю бым. Фор му ла (3.3) с точ но стью до ма лых
выс ше го по ряд ка сов па да ет с из вест ной фор му лой Бу си не ска [3]

h = a
a

a
sch 2

0

3

4 1( )
( )

+
-

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷x x . (3.4)
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Если вве сти по ня тие ско ро сти рас про стра не ния вол ны v Q h= ,
то v gh v= 2 . Так как a = -1 v, то за ви си мость ско ро сти рас про стра -
не ния от ам пли ту ды бу дет

v
gh gh

h
=

-
=

-1 1a e
, (3.5)

где e a= h — ам пли ту да. Раз ла гая под ко рен ное вы ра же ние в ряд и
удер жи вая пер вые два сла гае мых, по лу ча ем сно ва фор му лу Бу си не -
ска для ско ро сти рас про стра не ния уе ди нен ной вол ны:

v g h= +( )e .

От ме тим здесь еще фи зи че ский смысл h: h есть асим пто ти че -
ская глу би на — глу би на слоя жид ко сти на ¥. Вол но вая по верх ность 
рас по ло же на це ли ком над ли ни ей y h= .

Для h1  по лу чим та кое урав не ние:

¢¢ = - +h ah h h a1 1 0 1 1 03 9 f x x* ( , , ),  f f x v1 0 0
21* [ ( , , ) ]= +

m
h ah . (3.6)

Рас смот рим од но род ную часть урав не ния (3.6). Не труд но про -
ве рить, что одно его ча ст ное ре ше ние бу дет

y x x
x x

x x
1 0

1
2 2

2 1
2 0

3

3
( )

[ ( )]

[ ( )]
+ =

+

+

th

ch

a

a
.

То гда вто рое ча ст ное ре ше ние мож но най ти, поль зу ясь тео ре -
мой Лиу вил ля:

y x x
x x

x x

x
2 0

1
2 0

2 1
2 0

1
23

3

3
( )

[ ( )]

[ ( )]

[ (
+ =

+

+

+th

ch

ch 4a

a

a t 0

2 1
2 00 2

)]

[ ( )]th a t
t

+
ò x

d
x

.

Сле до ва тель но, об щее ре ше ние урав не ния (3.6) бу дет

h t a t t1
2 1 1 2

1 0 1 0 2 0

0
1

1
=

¢ - ¢
+ + +òy y y y

y x x f x y x d c
x

( ) ( , , ) ( )*
é

ë
ê

ù

û
ú

ì
í
ï

îï
-

- + + +
ü
ý
þ

òy x x f x y x d c
x

2 0 1 0 1 0

0

2( ) ( , , ) ( )* t a t t . (3.7)
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Так как y2(x) не ог ра ни чен но при x ® ±¥, то для су ще ст во ва ния
ог ра ни чен но го ре ше ния не об хо ди мо, что бы

f x y x d
N

N

1 1 1 0 0* ( , , ) ( )t a t t+ =
-
ò . (3.8)

Ве ли чи на a = -1 v долж на счи тать ся за дан ной. Она оп ре де ля ет
при дан ном зна че нии асим пто ти че ской глу би ны h ве ли чи ну рас хо -
да Q, или, что то же са мое, ско рость рас про стра не ния вол ны. По -
это му урав не ние (3.8) — это урав не ние для оп ре де ле ния па ра мет ра
х0. (Сле ду ет за ме тить, что мож но, на обо рот, за дать х0, но то гда
урав не ние (3.8) оп ре де лит зна че ние a.)

Так как ча ст ное ре ше ние y1 об ра ща ет ся в нуль при x ® ±¥, то
ре ше ние (3.7) при лю бом зна че нии по сто ян ной с1, если име ет
место (3.8), удов ле тво ря ет тре бо ва нию limh1 0=  при x ® ¥.

Зна че ние с1 долж но быть оп ре де ле но из урав не ния вто ро го
при бли же ния.

Для оп ре де ле ния сле дую щих чле нов раз ло же ния hk мы по лу ча -
ем урав не ния, ана ло гич ные (3.6), толь ко функ ции f i

*  бу дут от ли -
чать ся от f1

* . По это му мож но по вто рить из ло жен ную выше про -
цеду ру. Урав не ние (3.8) бу дет иметь вид:

f x c c y x di i
N

N
* ( , , , , , ) ( )t a t t0 1 1 1 0 0K

-

-

+ =ò . (3.9)

Ве ли чи ны x c c i0 1 2, , ,K -  бу дут из вест ны ми, c i -1  надо оп ре де лить 
из (3.9).

Та ким об ра зом, мы на шли по ток, об те каю щий пре пят ст вие,
сво бод ная гра ни ца ко то ро го при 
max y0 0®  пе ре хо дит в уе ди нен -
ную вол ну. При за дан ном рас хо де 
Q вер ши на этой вол ны впол не
оп ре де лен ным об ра зом рас по ло -
же на от но си тель но пре пят ст вия.
(Зна че ние х0 оп ре де ле но.)

Итак, если v < 1 и дос та точ но
мало от нее от ли ча ет ся, то мож но при бли жен но оп ре де лить во вся -
ком слу чае два ре жи ма об те ка ния. Со вер шен но ана ло гич но об сто ит 
дело, если v > 1.

4. Пусть те перь v > 1 (что оз на ча ет, что Q gh< 3 ). Най дем по -
ток, сво бод ная гра ни ца ко то ро го пе ре хо ди ла бы в го ри зон таль ную 
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пря мую при max y0 0® . Для это го сно ва пред ста вим h в виде
ряда (2.1). Для h1 мы бу дем иметь урав не ние (2.2). Так как на этот 
раз v > 1, то пред ста вим это урав не ние в ви де

¢¢ + - =h h1 13 1( ) ( )v F x . (4.1)

Его об щим ре ше ни ем бу дет функ ция

h t t t1 1
0

0

1

3 1
3 1 3 1( )

( )
sin ( ) ( )cos ( )x

v
v x F v d c

x

=
-

- - +
é

ë
ê

ù
ò

û
ú

ì
í
ï

îï
-

- - - +
é

ë
ê

ù

û
ú
ü
ý
ï

þï
òcos ( ) ( )sin ( )3 1 3 11
0

2v x F v d c
x

t t t .

Если сле ва на ¥ нет волн, т. е. если h ® 0 при x ® -¥, то зна че -
ния по сто ян ных c1 и с2 надо вы брать так, что бы функ ция h1(х)
име ла вид:

h t t t1 1

1

3 1
3 1 3 1( )

( )
sin ( ) ( )cos ( )x

v
v x F v d

N

x

=
-

- -
ì
í
î

-
-
ò

- - -
ü
ý
þ-

òcos ( ) ( )sin ( )3 1 3 11v x F v d
N

x

t t t . (4.2)

Фор ма сво бод ной по верх но сти в этом слу чае име ет вид (фиг. 4). 
Эта фор ма су ще ст вен но от ли ча ет ся от той, ко то рая опи сы ва ет ся
функ ци ей (2.4). В са мом деле, если v < 1, то, если сле ва на ¥ (вверх 
по по то ку) нет волн, то их нет и спра ва на ¥. Если же v > 1, то при 
от сут ст вии волн сле ва на ¥ спра ва (вниз по по то ку) по верх ность
жид ко сти обя за тель но бу дет вол но вой —

( )
( )

{ sin ( ) cos ( ) }h x N
v

A v x B v x> =
-

- + -
1

3 1
3 1 3 1 ,

где А и B — по сто ян ные:

A F x v x dx
N

N

= -
-

+

ò 1 3 1( )cos ( ) ,  B F x v x dx
N

N

= -
-

+

ò 2 3 1( )sin ( ) .
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Ко гда v > 1, то об те ка ние пре пят ст вия по то ком так же не од но -
знач но. В ча ст но сти, мож но по стро ить те че ние, сво бод ная гра ни ца
ко то ро го при max ( )y x0 0®  пе ре хо дит в не пе рио ди че скую кри вую, 
имею щую го ри зон таль ные асим пто ты. Обо зна чим v – 1 = a и, от -
бра сы вая ма лые третье го по ряд ка, по лу чим

¢¢ + = - -h ah h m h3 9
2

2 f x v* ( , , ). (4.3)

Ре ше ние урав не ния (4.3) бу дем ис кать в виде ряда h h mh= + +0 1 K ,
где h0  удов ле тво ря ет урав не нию

¢¢ + - =h ah h0 0
9

2 0
23 0. (4.4)

За ме тим, что урав не ние (4.4)
пре об ра зо ва ни ем h h a0

2
3= +  пе ре -

хо дит в урав не ние (3.2); по след нее
име ет ре ше ние (3.3). Сле до ва тель -
но, урав не ние (4.4) име ет ча ст ное
ре ше ние:

h a
a

=
-

-
é

ë
ê

ù

û
ú

1

3

2

32 1
2 0ch x x{ ( )

.   (4.5)

Это ре ше ние бу дет так же опи -
сы вать уе ди нен ную вол ну, но асим -
пто ти че ская глу би на ко то рой

h h v* [ ( )]= - -1 2 1 .

Ско рость рас про стра не ния этой вол ны бу дет

v
gh

=
+1 a

.

Если в ка че ст ве функ ции h0 мы возь мем ре ше ние (4.5), то вы -
чис ле ния h h1 2, ,K и т. д. ни чем не бу дут от ли чать ся от тех, ко то -
рые были про де ла ны в кон це п. 3.

Та ким об ра зом, для v > 1 мы на шли по ток, об те каю щий пре -
пят ст вие, сво бод ная гра ни ца ко то ро го при max y0 0®  пе ре хо дит в
не ко то рую уе ди нен ную вол ну, асим пто ты и по ло же ние гор ба ко то -
рой впол не оп ре де ле ны за да ни ем рас хо да Q.
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Итак, если v > 1 и дос та точ но мало от ли ча ет ся от еди ни цы, то
мож но при бли жен но оп ре де лить во вся ком слу чае два ре жи ма
об те ка ния.

5. В за клю че ние пред ста вим себе ка че ст вен но воз мож ный ха -
рак тер по то ка в плос ко сти aQ (ам пли ту да — рас ход), если Q из ме -
ня ет ся в ок ре ст но сти зна че ния gh 3  [схе ма тич но эти за ви си мо сти
изо бра же ны на чер те же (фиг. 5)].

Пусть Q gh v> <3 1( ). То гда воз мож на та кая фор ма об те ка ния
пре пят ст вия, при ко то рой сво бод ная гра ни ца опи сы ва ет ся фор му -
лой (2.4) (кри вая I). При умень ше нии рас хо да эта фор ма рав но ве -
сия сво бод ной по верх но сти де фор ми ру ет ся и при Q gh< 3  мо жет
на чать из ме нять ся по за ко ну, опи сы вае мо му кри вой II. Если наи -
боль шее воз вы ше ние пре пят ст вия ® 0, то сво бод ная гра ни ца в этом 
слу чае пе ре хо дит в уе ди нен ную вол ну, асим пто та ко то рой оп ре де -
ля ет ся ра вен ст вом

h h
gh

Q
* = - -

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê

ù

û
ú1

2

3
1

3

2
.

Од но вре мен но воз мож на фор ма рав но ве сия сво бод ной гра ни -
цы, ко то рая близ ка к го ри зон таль ной пря мой (кри вая III) и опи сы -
ва ет ся фор му лой (4.2). Эта фор ма при уве ли че нии рас хо да Q бу дет
как-то из ме нять ся, и если Q ста нет боль ше gh 3 , то мо жет пе рей ти 
в фор му, близ кую к уе ди нен ной вол не с асим пто той h h* = .

Изу че ние во про са не од но знач но сти, ко то рое из ло же но в этой
за мет ке, ни как не пре тен ду ет на пол но ту. Ряд обстоя тель ств про сто 
ос тал ся не вы яс нен ным, на при мер, во прос о воз мож но сти су ще ст -
во ва ния дру гих форм рав но ве сия, от лич ных от рас смот рен ных.
К тому же рас смот ре ние яв ля ет ся при бли жен ным.
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Тео ре ма су ще ст во ва ния и не един ст вен но сти
вих ре вых волн пе рио ди че ско го типа

1. Оп ре де ле ние ус та но вив ших ся гра ви та ци он ных волн на по верх но -
сти за вих рен ной жид ко сти сво дит ся к сле дую щей крае вой за да че:

Dy y= F( ) в об лас ти Т

y( , )x 0 0= , y( , )x t =1

y yx y vf2 2 2 0+ + =  при y f=   v
gh

Q
h

Q

c
= =

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

2
, . (1)

Здесь y f x= ( ) — урав не ние не из вест ной сво бод ной гра ни цы
(см. рис.), y — функ ция тока, h — «глу би на» жид ко сти, Q — рас ход, 
с — ско рость.

В со от но ше ни ях (1) все не из вест ные пред по ла га ют ся без раз -
мер ны ми — в ка че ст ве ха рак тер ных раз ме ров при ня ты h и Q.

По ста нов ка и пер вые ре зуль та ты за да чи (1) при над ле жат Дюб -
реи-Жа ко тен [1]. К на стоя ще му вре ме ни наи бо лее об щие ре зуль та -
ты в этой об лас ти опуб ли ко ва ны Гуй о ном [2, 3]. Его ос нов ные
пред по ло же ния сле дую щие: F ( )y  — не пре рыв ная функ ция, а по ток
бли зок к рав но мер но му по то ку y = y.

2. Если в ка че ст ве не за ви си мых пе ре мен ных вы брать х и y, а в
ка че ст ве ис ко мых, при нять u y= y  и v x= -y , то за да ча, сво дит ся к
сле дую щей [2]:

uv vu uxy y- + = 0, uu vv v Fxy y y+ - = ( )

v = 0 при y = 0,

uu vv vu ux x+ + = 0 при y =1.      (2)

За да ча (2) всег да до пус ка ет ре ше ние
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v = 0, u z F dº +
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ò( )y) = (x x

y

2 1
0

1
2

.

Пред по ло жим, что функ ция F(y) та ко ва, что z d( )y ³ > 0, где
d — не ко то рая по ло жи тель ная по сто ян ная.

Вве дем но вые пе ре мен ные

u ze= t qcos , v ze= t qsin  t =
+æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2

2 2

2
ln

u v

z
.

Здесь q — угол на кло на век то ра ско ро сти. В этих пе ре мен ных
за да ча (2) эк ви ва лент на сле дую щей:

z xq t q ty + = F1 ( , ), z xt q q ty - = F2 ( , ), (3)

q = 0 при y = 0, (4)

t
qt

x ve
z

**
*

( )
= - -2

2 1

tg
. (5)

Звез доч ка оз на ча ет, что зна че ния t и q — гра нич ные. Ф1 и
Ф2 — не ли ней ные опе ра то ры

F1 1 1( , ) ( ) (cos ) sinq t q t q q qy
t= - - - - +z e x x ,

F2 1 1( , )
( )

( )
( ) ( ) (cos ) siq t

y

y
t q q tt t

y
t= - - - + - +-F

z
e e z e x x nq.

За да ча (3)—(5) до пус ка ет три ви аль ное ре ше ние t qº º 0. По ста -
вим за да чу оты ска ния пе рио ди че ских по х ре ше ний за да чи (3)—(5)
пе рио да l (без раз мер ная дли на вол ны), до ба вив к пе ре чис лен ным
ус ло ви ям ус ло вие сим мет рии

q l q l( ) ( )- = =1
2

1
2 0. (6)

3. Рас смот рим вспо мо га тель ную за да чу, в ко то рой ус ло вие (5),
мы за ме ним сле дую щим:

t t( , ) ( ) ( )*x x f x1 1º = . (7)

По ло жим q q q= +1 2 ; t t t= +1 2 , где t1 и q1 — ре ше ние крае вой
за да чи (4), (6) и (7) для сис те мы (за да ча А)
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z q ty y+ = 0, z xt qy - = 0, (8)

где q2 и t2 ре ша ют од но род ную крае вую за да чу для сис тем (3), в ко -
то рой вы ра же ния пра вых час тей за ме не ны сле дую щи ми (за да ча В):

F i ( , )q q t t1 2 1 2+ + .

Лем ма 1. Ре ше ние за да чи А име ет вид

q x1 1= A ( ), t x t1 1 0= +B ( )   x
t

=
æ

è
ç

ö

ø
÷

d

dx

*

. (9)

Здесь опе ра то ры А1 и B1 — ли ней ные ин те граль ные опе ра то ры
со сла бой осо бен но стью и t t0 0= * ( ).

Лем ма 2. За да ча В эк ви ва лент на сле дую щей сис те ме урав не ний:

q y y y q q t t y2 11 1 1 2 1 2

0

1

0

1
2

( , ) ( , ; , ) ( , )x K x x dx d= - ¢ ¢ + + ¢ ¢ò F
l

ò -

- ¢ ¢ + ¢ ¢ + ¢ ¢òò K x x dx d12 2 1 2 1 2

0

1

0

1
2

F { ( , ) ( , ); }q y q y t t y
l

(10)

t y y y
l l

2 21 1
0

1

0

22 2

0

1

0

1
2

1
2

( , )x K dx d K dx d= - ¢ ¢ + ¢ ¢òò òòF F ,

где

K
n

n x n x

z
m

mn m

m m
11 2 2

2
=

+

¢ ¢

¢
å

m

m a

a a a

p

c y c y

y( )

sin sin ( ) ( )

(, )
,

K
n

n x n x

z
n

mn m

m m
12 2 2

2
=

+

¢ ¢

¢
å

a

m a

a a a

p

c y c y

y( )

sin cos ( ) ( )

(, )
,

K
n

n x n x g g

z
n

mn m

m m
21 2 2

2
=

+

¢ ¢

¢
å

a

m a

a a a

p

y y

y( )

cos sin ( ) ( )

(, )
,

K
n

n x n x g

z
m

mn m

m m
22 2 2

2
=

+

¢ ¢

¢
å

m

m a

a a a

p

y c y

y( )

cos cos ( ) ( )

(, )
.

Здесь a p l= 2 , gn и mn — соб ст вен ные функ ции и чис ла
опе ра то ра:
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d

d
z

dg

d

g

z
n

n
n

y y
m

æ

è
ç

ö

ø
÷ = - 2 ,  g

dg

d
( )1 0

0

=
æ

è
ç

ö

ø
÷ =

=
y

y

,  c
m y

n
n

nz dq

d
= .

Функ ции gп и хп нор ми ро ва ны с ве сом 1/z.
Лем ма 3. Для лю бых диф фе рен ци руе мых t1 и q1, удов ле тво ряю -

щих ус ло ви ям t e t e q e
y1 1 1 1< < <, , ,x K , где e — не ко то рое дос -

та точ но ма лое по ло жи тель ное чис ло, сис те ма (10) име ет един ст вен -
ное ре ше ние

q q t2 2 1 1= A ( , ),  t q t2 2 1 1= B ( , ), (11)

где А1 и B2 — ин тег ро-сте пен ные ряды сво их пе ре мен ных; они схо -
дят ся рав но мер но в пря мо уголь ни ке Т

- £ £1
2

1
2l lx ,  0 1£ £y .

Спра вед ли вость этой лем мы сле ду ет из тео рии ин тег ро-диф фе -
рен ци аль ных урав не ний, раз ви той в [5], ча ст ным слу ча ем ко то рых
яв ля ет ся сис те ма (10). Кро ме того, до ка за тель ство опи ра ет ся на тот 
факт, что од но род ная крае вая за да ча (4), (6), (7) для сис те мы (3)
име ет толь ко три ви аль ное ре ше ние.

Обо зна чим че рез Ai
*  опе ра то ры Аi при ус ло вии, что y =1. То гда

q x x2 2
* ( , )= =A A D . (12)

На ос но ва нии ска зан но го Dx — ин тег ро-сте пен ной ряд, ко то рый 
схо дит ся рав но мер но на -1

2
1

2l l, , если ве ли чи на x дос та точ но
мала. Под став ляя по лу чен ные вы ра же ния в урав не ние (5), по лу чим

x t x= - - - ¢
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷ò

v

z
dx

x

2 0

0

2 2exp( ) exp . (13)

Функ цио нал exp( )-2 0t  — ана ли ти че ский. Обо зна чим

k v= - -exp( )2 0t .

То гда за да ча све дет ся к урав не нию вида

x x= kR . (14)
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Со глас но пре ды ду ще му, опе ра тор R — это опе ра тор Ля пу но ва
и, сле до ва тель но, в силу об щей тео рии урав не ние (14) име ет не три -
ви аль ные ре ше ния с ма лой нор мой в ок ре ст но сти од но крат ных
соб ст вен ных зна че ний со от вет ст вую щей ли ней ной за да чи. От сю да,
при ни мая во вни ма ние струк ту ру функ цио на ла k, мы при хо дим к
сле дую щей ос нов ной тео ре ме.

Тео ре ма. Если функ ция F(y) та ко ва, что су ще ст ву ет ин те грал

F d( )y y
0

1

ò   ( )z d³ > 0 ,

то для дос та точ но ма ло го e >0 за да ча (3)—(5) при фик си ро ван ном
зна че нии пе рио да l име ет од но па ра мет ри че ское се мей ст во ре ше ний,
если толь ко

v vn - < e,

где vn — соб ст вен ные чис ла ли неа ри зи ро ван ной за да чи.

При ме ча ния. 1. Для рас че та па ра мет ров волн нет не об хо ди мо -
сти стро ить эф фек тив но опе ра тор R. Мож но по ка зать, что ре ше -
ние за да чи (3)—(5) яв ля ет ся ана ли ти че ской функ ци ей па ра мет ра 

v vn - . По это му про ще все го не по сред ст вен но ис кать ре ше ние
ис ход ной крае вой за да чи в виде ря дов по сте пе ням это го
па ра мет ра.

2. По лу чен ное ре ше ние бу дет близ ко не к рав но мер но му по то -
ку, как это было в пре ды ду щих ис сле до ва ни ях, а к не ко то ро му вих -
ре во му по то ку. При F º 0 из по лу чен ных ре зуль та тов сле ду ют клас -
си че ские ре зуль та ты Не кра со ва — Ле ви-Чи ви та.

3. Для оп ре де ле ния функ цио на ла t0 мо жет быть ис поль зо ва но
ра вен ст во

1 00

0

1

0

1

= ==ò ò( ) ( )exp ( , )u d z dx y y t y y,

где

t t x x= + +0 1 2 1B B A( ) ( ( ), t x0 1+ B ( )).

Опе ра то ры А1 в В1 име ют сле дую щий вид:
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q x x
a a a

p a

p

1 1
0

1
2 2 1

= = ¢
¢ ¢

¢ò åA x
n x n x

n
dx

z g n( ) ( )
cos sin ( ) *¢ ( )1

n
dx

a
¢

¢ = + = + ¢
¢

¢åt t x t x
a a a

p a1 0 1 0

0

2
1B x

n x n x

n
g dxn( ) ( )

cos sin
( )*

1
2 p

ò .

Здесь gп — функ ции, удов ле тво ряю щие урав не нию

z
d

d
zg n gn n

y
a( )* *- =2 2 0

и ус ло вию ¢ =g n ( )0 0. Функ ции g n
*  име ют вид

g n
d

z
n
* ( )

( )
y a

y

y

y

=
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷òch

0

.

5. Функ ции gn, вве ден ные в лем ме 2, име ют вид

g
d

z
n

d

z
n n n

z

( ) cos
( ) ( )

y d m
y

y
m p

y

y
= =

é

ë
ê

ù

û
ú

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ò

-

0

1

0

1

ò ,

где d — нор ми рую щий мно жи тель.
Сле до ва тель но, все вы чис ле ния мо гут быть про ве де ны эф фек -

тив но при лю бом за да нии функ ции F( )y .
В за клю че ние счи таю сво им при ят ным дол гом вы ра зить при -

зна тель ность Ю.А. Крав чен ко (Фран ция, Гре нобль), об ра тив шему
мое вни ма ние на эти за да чи, за дис кус сии, ко то рые по слу жи ли
при чи ной это го ис сле до ва ния.
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К тео рии волн в за вих рен ной жид ко сти

В тео рии волн, рас про стра няю щих ся на по верх но сти за вих рен ной
тя же лой жид ко сти, есть два во про са, имею щие оп ре де лен ный тео -
ре ти че ский ин те рес.

1. В по тен циаль но м по то ке тя же лой жид ко сти су ще ст ву ет по ня -
тие кри ти че ской ско ро сти с gh= , где h — глу би на жид ко сти.
Свой ст ва по то ка су ще ст вен ным об ра зом за ви сят от того, яв ля ет ся
ли по ток док ри ти че ским или сверх кри ти че ским. На пример, если
сверх кри ти че ский по ток об те ка ет ка кое-ли бо пре пят ст вие, то за
пре пят ст ви ем волн не об ра зу ет ся, и вол но вое со про тив ле ние рав но
нулю. Если об те каю щий по ток — док ри ти че ский, то за те лом об ра -
зу ют ся вол ны, и вол но вое со про тив ле ние от лич но от нуля. Име ет
ли место ана ло гич ное яв ле ние в по то ке за вих рен ной жид ко сти и
как из ме ня ет ся кри ти че ская ско рость в за ви си мо сти от ин тен сив -
но сти вих ря?

2. М.А. Лав рен ть ев ус та но вил сле дую щий факт, имею щий место 
в тео рии по тен циаль ных волн [1]. Если уве ли чи вать дли ну вол ны l, 
со хра няя при этом ее ам пли ту ду a, то вол на при l ® ¥ пе ре хо дит в
уе ди нен ную, а го ри зон таль ная пря мая, про хо дя щая че рез ниж ние
точ ки впа дин, вы ро ж да ет ся в асим пто ту ее по верх но сти. Со хра ня -
ет ся ли этот факт в тео рии вих ре вых волн? Су ще ст ву ют ли во об ще
на по верх но сти за вих рен ной жид ко сти уе ди нен ные вол ны?

В ра бо те при во дит ся ис сле до ва ние этих во про сов, ко то рое опи -
ра ет ся на асим пто ти че ские ме то ды, яв ляю щие ся обоб ще ни ем из -
вест но го ме то да при бли жен ных кон форм ных ото бра же ний уз ких
по лос M.А. Лав рен ть е ва [2, 3].

1. По ста нов ка за да чи
Функ ция тока y плос ко го те че ния удов ле тво ря ет урав не нию

D Wy = - . (1.1)
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Здесь W — вихрь; если дви же ние ус -
та но вив шее ся, то ли нии тока яв ля ют ся
изо вих ре вы ми ли ния ми и W W= ( )y .

Если функ ция W(y) за да на, при хо -
дим к сле дую щей фор му ли ров ке за да чи 
об ус та но вив ших ся вол нах на по верх -
но сти за вих рен ной жид ко сти (фиг. 1).

Оп ре де лить функ цию y (x, у), удов ле тво ряю щую внут ри Т
урав не нию

Dy y( , ) ( )x y F= , (1.2)

и функ цию y f x= ( ) по сле дую щим ус ло ви ям:

y = 0 при y = 0,  y =1 при y f x= ( ), (1.3)
y yx y vf C2 2 2+ + =  при y f x= ( )  ( )v gh Q= 3 2 . (1.4)

Здесь С — по сто ян ная энер гия. Эти вы ра же ния за пи са ны в без -
раз мер ном виде. В ка че ст ве ос нов ных ха рак тер ных раз ме ров при -
ня ты Q — рас ход и h — глу би на жид ко сти во впа ди не вол ны. За да -
ча, так сфор му ли ро ван ная для слу чая пе рио ди че ских волн, в стро -
гой по ста нов ке впер вые изу ча лась Дюб реи-Жа ко тен [4].

Пер вое из ус ло вий (1.3) — это ус ло вие не про те ка ния, вто рое оз -
на ча ет, что сво бод ная по верх ность есть ли ния тока, ус ло вие (1.4)
ус та нав ли ва ет по сто ян ст во дав ле ния на сво бод ной гра ни це.

Для эф фек тив но го ре ше ния за да чи и уп ро ще ния ана ли за рас -
смот рим два ча ст ных вида за да ния функ ции F( )y :

F k F k( ) , ( )y y y= =2 . (1.5)

Пер вый слу чай со от вет ст ву ет ли ней но му за ко ну рас пре де ле ния
ско ро стей в по то ке, вто рой — квад ра тич но му.

2. Вспо мо га тель ная за да ча
1°. Рас смот рим вспо мо га тель ную за да чу оп ре де ле ния функ ции,
удов ле тво ряю щей урав не нию (1.2) и обо им ус ло ви ям (1.3), в пред -
по ло же нии, что функ ция y f x= ( ), гра ни ца об лас ти Т, за да на. В ра -
бо тах [5, 6] была из ло же на про цеду ра по строе ния фор маль но го ре -
ше ния по доб ной за да чи.
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В урав не нии (1.2) по ло жим x = x e. Ре ше ние ищем в виде ряда

y y e y= + +0
2

2 K ,

под чи няя функ ции yn сле дую щим крае вым ус ло ви ям:

y n = 0 при y = 0,  y 0 1= , y y2 3 0= = =K  при y f= =c x x e( ) ( ).

Вы чис ле ние функ ций yn не пред став ля ет тру да. Воз вра ща ясь
за тем к ста рым пе ре мен ным, по лу чим

1. Если F k( )y = 2 , то

y( , )
( )

( )x y
f

kf y ky
f f kf f

f
y y f= -

æ

è
ç

ö

ø
÷ + +

¢¢ - - ¢
-

1 1 2

6
2

2

3
2 2 +K (2.1)

2. Если F k( )y y= , то

y( , )x y
k y

k f

B f

k
k y

By

k
k y=

¢
+ -

sh

sh
cth ch

2 2
, (2.2)

где

B
k f k f kf k f

k f
= -

¢¢ - ¢ +1
2

2 2

3

2 1sh ch

sh

( )
.

В об щем слу чае ряды (2.1) и (2.2) рас хо дят ся.
Функ цию Y(х, у) бу дем на зы вать er-асим пто ти че ским ре ше ни ем 

за да чи (1.2) и (1.3), если ее ре ше ние мож но пред ста вить в виде

y e( , ) ( , ) ( )x y x y O r= +Y ,

где e — не ко то рый ма лый па ра метр.

Тео ре ма. Для того что бы функ ция

Yn n= + +y y0 K

была er-асимптотическим ре ше ни ем за да чи (1.2), (1.3), не об хо ди мо и
дос та точ но, что бы про из вод ные f xm( ) ( ) удов ле тво ри ли ус ло ви ям

f x O m nm lm( ) ( ) ( ) ( , , )= = +e 1 2 2K ,
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где lm  — про из воль ные по ло жи тель ные чис ла, а сте пень e (чис ло r) оп -
ре де ля ет ся по ряд ком функ ции y n+ 2

O On
r( ) ( )y e+ =2 .

До ка за тель ст во этой тео ре мы про во дит ся ана ло гич но до ка за -
тель ст ву та кой же тео ре мы для урав не ния Ла п ла са [6].

Та ким об ра зом, если гра ни ца f дос та точ но глад кая, то ко неч ные 
от рез ки ря дов (2.1) или (2.2) мож но ис поль зо вать в ка че ст ве при -
бли жен ных ре ше ний. Если, на при мер, ог ра ни чить ся функ ци ей y2,
то дос та точ но по тре бо вать ма ло сти пер вых трех про из вод ных.

В даль ней шем бу дем ог ра ни чи вать ся уче том чле нов, со дер жа -
щих пер вые и вто рые про из вод ные.

Вы чис лим с этой точ но стью гра нич ные зна че ния про из вод ных
yх и yy (при y f x= ( )); в ча ст но сти, не труд но ус та но вить, что

v pf qf rx y
2 2 2 2= + = ¢¢ + ¢ +y y . (2.3)

Здесь р, q и r — функ ции f ; если F k( )y = 2 , то
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f
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32
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Если F k( )y y= , то
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При бли жен ное ре ше ние вспо мо га тель ной за да чи опи сы ва ет
вих ре вое дви же ние иде аль ной жид ко сти в кри во ли ней ной тру бе.

При ме ча ние. Ог ра ни чения, на ло жен ные на вид функ ции
F( )y , не но сят прин ци пи аль но го ха рак те ра, из ло жен ный ме тод
по зво ля ет по стро ить ре ше ние в квад ра ту рах для про из воль но го
за да ния F( )y . В са мом деле, функ ция y0 бу дет удов ле тво рять
урав не нию
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y y0 0yy F= ( ).

Ре ше ние это го урав не ния вы ра жа ет ся в квад ра ту рах

y A F z dz A dz
z

= + +
é

ë
ê

ù

û
úòò

-

2

0
1

0

2

1
2

( )
y

.

Здесь по сто ян ные А1 и А2 на хо дят ся из ус ло вий

y = 0 при y = 0,  y f x= ( )  при y =1.

3. Урав не ния длин ных волн
Пред по ло жим ап рио ри, что по верх ность изу чае мой вол ны дос та -
точ но глад кая и ее про из вод ные малы. За ме ним вы ра же ние квад ра -
та ско ро сти в (1.5) его при бли жен ным вы ра же ни ем (2.3). Это по -
зво лит све сти за да чу к обык но вен но му диф фе рен ци аль но му урав -
не нию от но си тель но сво бод ной гра ни цы

¢¢ + ¢ + + =f p f f q f r f vf C( ) ( ) ( )2 2 . (3.1)

За да ча со сто ит в оп ре де ле нии трех па ра мет ри че ско го се мей ст ва ре -
ше ний. В ка че ст ве оп ре де ляю щих па ра мет ров це ле со об раз но при нять
по сто ян ную энер гию С, чис ло v и ха рак те ри сти ку за вих рен но сти k. То -
гда ам пли ту да вол ны и ее дли на бу дут од но знач но оп ре де лять ся за да -
ни ем этих трех ве ли чин. Урав не ние (3.1) до пус ка ет пер вый ин те грал

u
r

p
v

p

C

p

p t

q t
dt

f

= - + -
é

ë
ê

ù

û
úò

2
4

2
2

1

( )

( ) ( ) ( )
exp

( )
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Здесь u f
p t

q t
dt= ¢ ×

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ò2 2exp
( )

( )
x

. По сто ян ная ин тег ри ро ва ния вы бра на

из ус ло вия, что u = 0 при f = 1 (в ниж ней точ ке впа ди ны ско рость го -
ри зон таль на). Так как в вер ши не вол ны ско рость так же го ри зон таль -
на, то по сто ян ную энер гию лег ко вы ра зить че рез вы со ту гор ба f * .

Ис сле ду ем урав не ние (3.2) ка че ст вен но в плос ко сти uf, пред по -
ла гая ха рак те ри сти ку за вих рен но сти k ма лой.

4. Пре об ра зо ва ние урав не ния (3.2)
Вве дем вме сто f пе ре мен ную y f= -1 и раз ло жим функ ции, вхо дя -
щие в (3.2), в ряд по k.
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1) Если F k( )y = 2 , то бу дем иметь

u y v C k v C k= - - + + - + + +{ ( ) ( ) }3 6 3 12 6 2 K K

+ - + + + - + + +y v C k v C k2 29 3 6 42 18{ ( ) ( ) }K K

+ - + + - + + +y v k v C k3 23 6 54 18{ ( ) ( ) }K K

+ - + + + + + +y k v C k y kv k4 2 5 230 6 6{ ( ) ( ) } { ( ) }K K K K

+ + +y k6 2{ ( ) }K K K (4.1)

2) Если F k( )y y= , то

( )[ ]u y v C k v C k= - - + + - - + + +3 6 3 16
5

8
5

2
5

2 ( )K K

( )[ ]+ - + + + - + + +y v C k v C k2 6
5

56
5

24
5

29 3 ( )K K

( )[ ]+ - + + - + + +y v k v C k3 8
5

72
5

24
5

23 ( )K K

( )[ ]+ - + + +y k v C k4 8
5

28 ( )K K

[ ]+ + + + + +y k v k y k5 8
5

2 6 2( ) [ ( ) ]K K K K K (4.2)

Для даль ней ших вы чис ле ний удоб но вве сти но вую по сто ян ную
М так, что бы при М = 0 об ра щал ся в нуль ко эф фи ци ент при пер -
вой сте пе ни y. По ло жим

3 3 6 3 12 6M v C k v C= - - + + - +( ) K (4.3)

То гда урав не ние (4.1) пре об ра зу ет ся к сле дую ще му

u My y M k k= + - + + + +3 3 1 42 2{ [ ( ) ] }K K D

+ - - - + + + +y v k M v k3 23 6 3 2{ [ ( ) ] ( ) }K K

+ - - + + +6 3 24 2y k v M k[ ( ) ( ) ]K K

(4.4)

+ + + + ºy vk k P y k v M5 26[ ( ) ] ( , , , )K K K .

135



Па ра метр D в этом урав не нии оп ре де ля ет ся фор му лой

( )D = -
+

+
+

= - - + - +( )
( ) ( )

( ) ( )1
3

1

3

2 1
1 3 6 9

2

2

2
2 15

2
v

k

k

k
v k k v K (4.5)

3) Если F k( )y y=  то бу дем иметь

[ ]{ }u My y M k k= + - + + + +3 3 12 16
15

2 ( )K K D

[ ]{ }+ - - - + + + +y v k M v k3 12
5

8
5

23 2 ( ) ( )K K

[ ] [ ]+ - - + + + + + + +y k v M k y vk k4 8
5

2 5 8
5

23 1( ) ( ) ( )K K K K K

(4.6)

+ ºK P y k v M( , , , ).

Па ра метр D в этом урав не нии оп ре де ля ет ся фор му лой

( )D = - - + +( ) ( )1 3 8
5

2v k k K K (4.7)

5. Ка че ст вен ное ис сле до ва ние урав не ния (4.4)
1°. Урав не ние (4.4) опи сы ва ет се мей ст во кри вых, за ви ся щих от трех 
па ра мет ров: по сто ян ной М (ко то рая од но знач но оп ре де ля ет ся ам -
пли ту дой), па ра мет ром v (за ви ся щим от ско ро сти рас про стра не ния
с) и ха рак те ри сти кой за вих рен но сти k. Эту со во куп ность кри вых
лег че все го изу чить ка че ст вен ны ми ме то да ми. Для это го надо знать 
рас пре де ле ние ну лей по ли но ма, стоя ще го в пра вой час ти (4.4). Для 
ма лых зна че ний k ха рак тер это го рас пре де ле ния мо жет быть об на -
ру жен на ос но ва нии сле дую щих лемм.

Лем ма 5.1. Три наи мень шие по аб со лют ной ве ли чи не кор ня y1,
y2, y3  урав не ния Р (у, k, v, М) = 0 при k ® 0 бу дут стре мить ся к
кор ням урав не ния

P y v M( , , , )0 0= .

Лем ма 5.2. Ос таль ные кор ни это го урав не ния бу дут не ог ра ни -
чен но воз рас тать при k ® 0, при чем

y
k

O
k

4 5

1

2

1
, = ± +

æ

è
ç

ö

ø
÷ и т. д.
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До ка за тель ст во обе их этих лемм сле ду ет из того фак та, что
Р (у, k, v, М) = 0 при k ® 0 стре мит ся рав но мер но к P y v M( , , , )0 0=  в
лю бой ог ра ни чен ной об лас ти плос ко сти ком плекс но го пе ре мен но го k.

2°. Рас смот рим сна ча -
ла слу чай D > 0. Поль зу ясь 
при ве ден ны ми лем ма ми,
лег ко убе ж да ем ся, что в
этом слу чае ха рак тер
кри вой u = Р (у, k, v, М) 
бу дет та ким, ка ким он
изо бра же н на фиг. 2, где

M M M2 1 0 0> > = ,
N u dy dx df dx= = = .

Рас смот рим те перь струк ту ру фа зо вой плос ко сти, пред став лен -
ной на фиг. 2. Так как по смыс лу ве ли чи на у по ло жи тель на и
u(0) = 0 (ка са тель ная во впа ди не го ри зон таль на), то фи зи че ский
смысл име ют лишь  те кри вые, ко то рые про хо дят че рез на ча ло ко -
ор ди нат и ле жат в пра вой по лу плос ко сти (зона II).

То по ло ги че ская струк ту ра
фа зо вой плос ко сти оп ре де ля -
ет ся па ра мет ра ми D и М, ко -
то рые при дан ных k и v за ви -
сят от ам пли ту ды a. С рос -
том a па ра метр М уве ли чи ва -
ет ся. Если ам пли ту да a бу дет
умень шать ся, то па ра метр М
так же бу дет умень шать ся и
при не ко то ром зна че нии 
a a= >0 0 он об ра тит ся в

нуль; это пре дель ное ре ше ние на фиг. 2 обо зна че но че рез M0. Даль -
ней шее умень ше ние a при ве дет к от ри ца тель ным зна че нии ям по -
сто ян ной М. Не труд но убе дить ся, что в этом слу чае урав не ние (4.4) 
не со дер жит ре ше ний, имею щих фи зи че ский смысл. Для это го дос -
та точ но со ста вить диа грам му, ана ло гич ную рас смот рен ной (фиг. 3). 
В са мом деле, если М > 0 и M ® 0, то один из кор ней, ле жа щих в
ле вой по лу плос ко сти, стре мит ся к нулю. При М = 0 по ли ном Р
име ет двой ной нуль. При М < 0 этот ко рень пе ре хо дит в пра вую
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по лу плос кость, а на клон ка са тель ной к Р в нуле ста но вит ся
от ри ца тель ным.

Сле до ва тель но, при D > 0 урав не ние (4.4) не со дер жит ог ра ни -
чен ных ре ше ний, ле жа щих в пра вой по лу плос ко сти, про хо дя щих
че рез на ча ло ко ор ди нат и вдоль ко то рых зна че ние по сто ян ной
М — от ри ца тель но.

Из это го мож но за клю чить, что при ус ло вии D > 0 на по верх но -
сти за вих рен най жид ко сти мо гут су ще ст во вать лишь та кие вол ны,
ам пли ту ды ко то рых a пре вос хо дят не ко то рое чис ло a0. Та ким об ра -
зом, об на ру же но су ще ст во ва ние од но па ра мет ри че ско го (при фик -
си ро ван ных D и k) се мей ст ва ре ше ний урав не ния (4.4), ко то рое при 
a a® 0  стре мит ся к осо бо му ре ше нию M 0 ( )D .

Если D = 0, то осо бое ре ше ние М0 стя ги ва ет ся в точ ку.
Для слу чая D < 0 фа зо вая диа грам ма изо бра же на на фиг. 4.
Ана лиз этой диа грам мы нам по ка зы ва ет, что ну ле вое зна че ние

па ра мет ра D би фур ка ци он ное: при D < 0 вся то по ло ги че ская струк -
ту ра фа зо вой плос ко сти ста но вит ся иной, ис че за ет осо бое ре ше ние 
и ог ра ни че ние сни зу для ам пли ту ды волн.

При D £ 0 на по верх но -
сти за вих рен ной жид ко сти
мо гут су ще ст во вать вол ны
лю бой сколь угод но ма лой
ам пли ту ды. Ре ше ния, при -
над ле жа щие зоне II (фиг. 4),
опи сы ва ют вол ны, близ кие
к обыч ным пе рио ди че ским
вол нам, ко то рые изу ча лись
Дюб реи-Жа ко тен и ее по -
сле до ва те ля ми [7, 8].

Так же, как и в пре ды ду щих слу ча ях, от ри ца тель ные зна че ния
М при во дят к ре ше ни ям, не имею щим фи зи че ско го смыс ла.

3°. Итак, мы ус та но ви ли, что зна че ние D = 0 — би фур ка ци он -
ное. Ма те ма ти че ски это оз на ча ет, что из ме не ние зна ка D при во дит
к из ме не нию чис ла кор ней в пра вой по лу плос ко сти. Сле до ва тель -
но, смысл ра вен ст ва D = 0 со вер шен но та кой же, как и ра вен ст ва
v – 1 = 0 в тео рии по тен циаль ных те че ний. Из этой тео рии из вест -
но, что свой ст ва по то ка при v – 1 > 0 (док ри ти че ское те че ние) су -
ще ст вен но от ли ча ют ся от свойств по то ка при v — 1 < 0 (сверх кри -
ти че ское те че ние).
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Рас смот рим фор му лу (4.5). По ла гая D = 0, най дем, что

v k* = +1 1
2

2 . (5.1)

Та ким об ра зом, кри ти че ская ве ли чи на па ра мет ра v = v* — чет -
ная функ ция ха рак те ри сти ки за вих рен но сти k и всег да боль ше 1.

Пе ре хо дя к раз мер ным ве ли чи нам, мы най дем, что

c
qh

K
* 2

1
2

21
=

+
. (5.2)

Здесь c *  — кри ти че ская ско рость рас про стра не ния вол ны. Так
как в слу чае по тен циаль но го по то ка

c gh* = , (5.3)

то из ра вен ст ва (5.2) сле ду ет ут вер жде ние: зна че ние кри ти че ской
ско ро сти в вих ре вом по то ке всег да мень ше кри ти че ской ско ро сти в 
по тен циаль но м по то ке. Этот факт мож но объ яс нить так: ра вен ст во
(5.3) оз на ча ет, что кри ти че ское зна че ние ско ро сти со от вет ст ву ет
ра вен ст ву по тен циаль ной энер гии уд во ен но му зна че нию ки не ти че -
ской. Ана ло гич ный смысл име ет ра вен ст во (5.2). Так как ки не ти че -
ская энер гия вих ре во го по то ка при про чих рав ных ус ло ви ях боль -
ше ки не ти че ской энер гии по тен циаль но го по то ка, а по тен циаль ная 
энер гия оп ре де ля ет ся толь ко гео мет ри ей сво бод ной по верх но сти,
то ра вен ст во по тен циаль ной энер гии по то ка уд во ен ной ки не ти че -
ской на сту па ет при мень ших зна че ни ях сред ней ско ро сти по то ка.
От сю да и сле ду ет, что кри ти че ская ско рость в вих ре вом по то ке
всег да бу дет мень ше кри ти че ско го зна че ния с в по тен циаль но м.

6. Ис сле до ва ние осо бо го ре ше ния. Ко нои даль ные вол ны
в за вих рен ной жид ко сти
1°. Урав не ния (4.4) и (4.6) мо гут быть про ин тег ри ро ва ны в квад ра ту -
рах. Од на ко резуль тат по лу ча ет ся гро мозд ким. По это му при ис сле -
до ва нии ог ра ни чи ва ем ся тем слу ча ем, ко гда ре ше ние близ ко к осо -
бо му (М ма ло) и ре жим бли зок к кри ти че ско му (D мало). Обо зна чим

M m= D2 ,  a k kv= + -3 6 12 ,  b k v= -6 3 2( ),  d vk= 6 .

Если v близ ко к 1, а k не ве ли ко, то а > 0. Урав не ние (4.4) бу дет
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dy

dx
my k m y a km y

æ

è
ç

ö

ø
÷ = + - + + - + +

2

2 2 2 2 33 3 1 4 18D D D D D{ ( ) } ( )

+ - + +( )b m y cy6 2 4 5D K (6.1)

Мож но пы таться ра зы скать ре ше ния это го урав не ния в виде
ряда

( )y y xn
p

n

nq
= å D D , (6.2)

где р и q — не ко то рые дей ст ви тель ные чис ла. Урав не ние (6.1) всег -
да до пус ка ет три ви аль ное ре ше ние. По это му не об хо дим пред ва ри -
тель ный ана лиз, ко то рый дол жен ус та но вить, при ка ких со от но ше -
ни ях ме ж ду чис ла ми р и q ряд (6.2) мо жет пред ста вить не три ви аль -
ное ре ше ние. Ока зы ва ет ся, что един ст вен ны ми зна че ния ми р и q,
ко то рые для это го мо гут быть ис поль зо ва ны, бу дут p =1 2 и q =1.

Под став ляя ряд (6.2) в (6.1), мож но обыч ным спо со бом по стро -
ить про цесс вы чис ле ния уn. К тому же са мо му резуль тату мы при -
дем, если вме сто урав не ния (6.1) рас смот рим урав не ние

e e e e
dy

dx
My y k M

æ

è
ç

ö

ø
÷ = + - + -

2

2 2 23 3 1 4{ ( ) }D

- - + + - + +y a kM y b M cy3 2 4 2 518( ) ( )e e eD K (6.3)

и бу дем ра зы ски вать ре ше ние в виде ряда

y y y= + +e e1
2

2 K (6.4)

и в окон ча тель ном резуль тате по ло жим e = 1. Для вы чис ле ния та -
кая про цеду ра бо лее удоб на. Для функ ций yi по лу чим сле дую щие
урав не ния:

dy

dx
My y ay aP y1

1
2

1
2

1
3

13= + - ºD ( ),

dy

dx aP y
y

dP y

dy
y M k y y b2

1

2
1

1
1
2

1
3

1
41

3 1 4= + - - +
ì
í
î

ü

( )

( )
( ) D ý

þ
 и т. д. (6.5)
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Пер вое урав не ние этой сис те мы не ли ней ное, осталь ные — ли -
ней ные не од но род ные.

2°. Рас смот рим урав не ние пер во го при бли же ния. Пе ре мен ные в 
этом урав не нии раз де ля ют ся, и мы име ем

dy

P y
ax

y

( )a
ò = . (6.6)

Здесь a — мак си маль ное зна че ние у. Оно со от вет ст ву ет на ча лу
ко ор ди нат (абс цис са гор ба вол ны рав на нулю) и оп ре де ля ет мак си -
маль ное зна че ние кор ня по ли но ма P y( ).

Нас ин те ре су ют толь ко ог ра ни чен ные ре ше ния сис те мы (6.5).
По это му мы долж ны рас смат ри вать лишь та кие зна че ния па ра мет -
ров М и D, при ко то рых все три кор ня это го по ли но ма дей ст ви тель -
ные. Один из них всег да ра вен нулю, один по ло жи тель ный (a > 0) и 
один всег да от ри ца тель ный (–b > 0). Пе ре пи шем урав не ние (6.6)

dy

y y y
ax

y

( )( )a ba - +
=ò . (6.7)

Ле вая часть это го урав не ния име ет стан дарт ную фор му эл лип -
ти че ских ин те гра лов. По это му

ax F=
+

2

a b
y k( , ). (6.8)

Здесь F(y, k) — эл лип ти че ский ин те грал пер во го рода

F
d

( , )
sin

y k
y

k y

y

=
-

ò
1 2 2

0

,  y
a

= arccos
y

,   k
a

a b
2 =

+
. (6.9)

Ис поль зуя из вест ные фор му лы об ра ще ния эл лип ти че ских ин те -
гра лов, мож но за пи сать ре ше ние урав не ния че рез эл лип ти че ские
функ ции

y a b= +am a
x

( )
2

, (6.10)

cos cos ( ) ( )y a b a b= +
é

ëê
ù

ûú
= +

é

ëê
ù

ûú
am cna

x
a

x

2 2
, (6.11)

y a
x

= = +
é

ëê
ù

ûú
a y a a bcos ( )2 2

2
cn . (6.12)
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Здесь че рез сn обо зна че на эл лип ти че ская функ ция Яко би: ее
мо дуль k оп ре де ля ет ся (6.9). По это му вол ны, оп ре де лен ные фор му -
лой (6.12), бу дем на зы вать ко нои даль ны ми, по ана ло гии с ко нои -
даль ны ми вол на ми в не за вих рен ной жид ко сти, по лу чен ные Корт -
ве гом и де Фри сом [9].

3°. Най дем связь ме ж ду дли ной вол ны l, ам пли ту дой a, чис лом 
Фру да и за вих рен но стью k. Так как у(0) = a (мак си маль ное воз вы -
ше ние), а y ( )p 2 0= , то из фор му лы (6.8) на хо дим

l
a b

k=
+

4

a
J

( )
( ). (6.13)

Здесь J( )k  — пол ный эл лип ти че ский ин те грал пер во го рода.
Для того что бы най ти тре буе мую за ви си мость, надо в фор му ле
(6.13) вы ра зить b че рез a. Для это го ис поль зу ем связь a b- = D a
ко эф фи ци ен тов по ли но ма Р(у) с кор ня ми a и b. В резуль тате
по лу чим

l
a

k=
-

4

2a a
J

( )
( )

D
. (6.14)

Фор му ла (6.14) яв ля ет ся ана ло гом фор му лы тео рии длин ных
без вих ре вых волн [6]. Мо дуль эл лип ти че ско го ин те гра ла в (6.16)
оп ре де ля ет ся вы ра же ни ем

k
a

a
2

2
=

- D a
. (6.15)

4°. Рас смот рим пре дель ный слу чай ма лых зна че ний b, т. е. ре -
ше ния, близ кие к осо бо му. От бра сы вая в фор му ле (6.15) сла гае мые, 
со дер жа щие b, по лу чим

y a
x

= a acn 2

2
. (6.16)

В этом слу чае k ~1, сле до ва тель но, ве ли чи ну J( )k  мож но за ме -
нить ее асим пто ти че ским пред став ле ни ем

J( ) lnk
k

=
-

4

1 2
.

Поль зу ясь этим вы ра же ни ем, а так же вы ра же ни ем (6.15), из
(6.13) по лу чим при бли жен ную за ви си мость дли ны вол ны от ам пли -
ту ды, ско ро сти и за вих рен но сти
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l
a

a

a
=

-

2 16

a a
ln

D
. (6.17)

Эта про стая фор му ла дает ана ли ти че ское вы ра же ние того фак -
та, ко то рый был ус та нов лен ка че ст вен ны ми ме то да ми. При фик си -
ро ван ном D > 0, с умень ше ни ем ам пли ту ды a дли на вол ны l уве ли -
чи ва ет ся: l ® ¥, ко гда a a® =D a . Волн, ам пли ту да ко то рых мень -
ше a * , в этом слу чае не су ще ст ву ет.

За ме ча ние. Не об хо ди мо еще рас смот реть два во про са: най ти фор -
му пре дель но го ре ше ния и по ка зать воз мож ность вы чис ле ния по сле -
дую щих при бли же ний (схо ди мость ис поль зо ван ных ря дов при ма лых
зна че ни ях D сле ду ет из об щей тео рии).

От вет на ука зан ные во про сы не труд но по лу чить не по сред ст вен но из
ре зуль та тов это го па ра гра фа. Од на ко для на гляд но сти (что бы не опе ри ро -
вать с эл лип ти че ски ми функ ция ми) во прос о пре дель ном ре ше нии рас -
смот рим са мо стоя тель но. Для это го ча ст но го слу чая во прос о воз мож но -
сти вы чис ле ния по сле дую щих при бли же ний ре ша ет ся осо бен но про сто.

7. Пре дель ное ре ше ние
Пре дель ное ре ше ние со от вет ст ву ет ну ле во му зна че нию по сто ян ной 
энер гии М. Урав не ние (6.3) в этом слу чае име ет вид

e e a e
dy

dx
y y y b y c

æ

è
ç

ö

ø
÷ = - - + +

2

2 3 4 5D D( ) . (7.1)

Сис те ма, ана ло гич ная сис те ме (6.5), бу дет

dy

dx
y ay1

1
2

1= -( )D , (7.2)

dy

dx y ay
y y ay y y b2

1
2

1

2 1 1
2

1
3

1
41

2 3=
-

- - +
( )

{ [ ] }
D

D D  и т. д. (7.3)

За да ча со сто ит в оп ре де ле нии ог ра ни чен ных ре ше ний. По сто -
ян ные, по яв ляю щие ся при ин тег ри ро ва нии этой сис те мы, долж ны
вы би рать ся из ус ло вия того, что бы на ча ло ко ор ди нат со от вет ст во -
ва ло вер ши не гор ба вол ны, где ка са тель ная го ри зон таль на. Сис те ма 
урав не ний (7.2)—(7.3) ин тег ри ру ет ся в замк ну том ви де
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От сю да lim ( )y x = 0 при x ® ±¥. Это зна чит, что осо бое ре ше ние
име ет вид уе ди нен ной вол ны. При k = 0 ряд (7.4) со дер жит одно пер -
вое сла гае мое и опи сы ва ет фор му обыч ной уе ди нен ной вол ны. В этом
слу чае фор му ла (7.4) сов па да ет с точ но стью до ве ли чин по ряд ка ( )1 2- v
с из вест ны ми при бли жен ны ми фор му ла ми Ре лея и Бус си не ска [10].

Бу дем на зы вать «ам пли ту дой» уе ди нен ной вол ны мак си маль ное 
зна че ние функ ции у(a). То гда

a = + +
D D

a a

2

2
K (7.5)

Для ма лых D

a ~
D

a
  D = -

+
+

+

æ

è
ç

ö

ø
÷( )

( ) ( )
1

3

1

3

2 12

2

2
v

k

k

k
. (7.6)

Если k от ри ца тель но, то ам пли ту да бу дет всег да боль ше в вих -
ре вом слу чае, чем ам пли ту да уе ди нен ной вол ны в без вих ре вом по -
то ке. Уе ди нен ная вол на мо жет су ще ст во вать и в том слу чае, если
1 – v = 0, и даже ко гда 1 – v от ри ца тель но для всех зна че ний v, для 
ко то рых D > 0. Этот резуль тат со гла су ет ся с ре зуль та та ми ка че ст -
вен но го ис сле до ва ния.

Та ким об ра зом: 1) в вих ре вом по то ке су ще ст ву ет кри ти че ское
зна че ние ско ро сти и это зна че ние всег да мень ше кри ти че ской ско -
ро сти по тен циаль но го по то ка; 2) на по верх но сти за вих рен ной жид -
ко сти мо гут су ще ст во вать уе ди нен ные вол ны (7.4).
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О не ко то рых осо бен но стях те че ния жид ко сти,
под вер жен ной дей ст вию сил по верх но ст но го
на тя же ния

Рас смат ри ва ют ся не ко то рые осо бен но сти те че ния иде аль ной жид -
ко сти, под вер жен ной си лам по верх но ст но го на тя же ния: воз мож -
ность вы ро ж де ния волн в уе ди нен ные, су ще ст во ва ние уе ди нен ных
волн типа впа дин, су ще ст во ва ние осе сим мет рич ных струй вол но об -
раз ной фор мы и воз мож ность по те ри ус той чи во сти струи, вы зван -
ной дей ст ви ем сил по верх но ст но го на тя же ния. Ис сле до ва ние про -
во дит ся в рам ках асим пто ти ки уз ких по лос (см. [1, 2]).

§ 1. Длин ные вол ны в жид ко сти, под вер жен ной дей ст вию сил
по верх но ст но го на тя же ния
1°. За да ча оп ре де ле ния ус та но вив ших ся волн на по верх но сти тя же -
лой жид ко сти, под вер жен ной си лам по верх но ст но го на тя же ния,
сво дит ся к оп ре де ле нию функ ции y, гар мо ни че ской в по ло се 
0 < <y f x( ), (фиг. 1) и функ ции f x( ) по ус ло ви ям

y =1 при y f x= ( ),  y = 0 при y = 0, (1.1)

y y gx y vf K C2 2 2+ + - =  при y f x= ( ). (1.2)

За да ча (1.1), (1.2) сфор му ли ро ва на в без раз мер ном виде. В ка че -
ст ве ха рак тер ных па ра мет ров при ня ты глу би на жид ко сти h в не ко то -
рой точ ке, по ло же ние ко то рой бу дет ука за но ниже, и рас ход жид ко -
сти Q. В со от но ше нии (1.2) без раз мер ный па ра метр v, зна че ние
сред ней кри виз ны К, без раз мер ный па ра метр g, ха рак те ри зую щий
дей ст вие ка пил ляр ных сил, оп ре де ля ют ся сле дую щи ми фор му ла ми:

v
gh

Q

gh

V
= =

3

2
,  K

f

f
=

¢¢

+ ¢2 1 2 3
2( )
,

g
a a

= =
4 4

2 2

h

Q V h
  V

Q

h
=

æ

è
ç

ö

ø
÷.      (1.3)
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Здесь V — ха рак тер ная ско рость, a — ко эф фи ци ент по верх но ст -
но го на тя же ния.

2°. Функ ция y, гар мо ни че ская внут ри по ло сы 0 < <y f x( ) и ее
про из вод ные име ют пред став ле ния (см. [1], с. 184)

y( , ) ~x y
y

f

f f f

f
y

y

f
+

¢ - ¢¢
-

é

ë
ê

ù

û
ú +

2

6
1

2 2

2
K (1.4)

v
dy f

f f f

f

y

f
x = -

¢ - ¢¢
-

é

ë
ê

ù

û
ú +

¶y
~

1 2

6
3 1

2 2

2
K , v

x

yf

f
y = -

¢
+

¶y

¶
~

2
K

Так как гра ни ца y f x= ( ) за ра нее не из вест на, то не об хо ди мо за -
дать ся не ко то ры ми ап ри ор ны ми оцен ка ми о про из вод ных функ ци 
y f x= ( ) (име ет ся в виду изу че ние длин ных волн и ус ло вий их вы ро -
ж де ния в уе ди нен ную). По это му ес те ст вен но при нять ог ра ни че ния
М.А. Лав рен ть е ва [1]

¢ =f O( )e
3

2 ,  ¢¢ =f O( )e2 ,  ¢¢¢ =f O( )e
5

2  и т. д., (1.5)

имею щие место для уе ди нен ных волн в иде аль ной жид ко сти.
При ус ло ви ях (1.5) из (1.4) име ем асим пто ти че ское пред -

став ле ние для мо ду ля ско ро сти на
кри вой y f x= ( )

( ) ( )v vx y y f x
2 2+ ==

= + ¢¢é

ëê
ù

ûú
+

1
1

2

32

5
2

f
f f O( )e . (1.6)

От бра сы вая ве ли чи ны по ряд ка O( )e
5

2 ,
урав не ние (1.2) за пи шем в ви де

¢¢ -
é

ëê
ù

ûú
+ + - =f f f

f
cf1

3

2
3

3

2

3

2
02g g . (1.7)

Урав не ние (1.7) име ет пер вый ин те грал, и его фа зо вая плос -
кость мо жет быть лег ко изу че на. Од на ко для даль ней ше го име ет
зна че ние та ее часть, для ко то рой вы пол не ны ус ло вия (1.5). Эти ус -
ло вия за ве до мо вы пол не ны при f = 1. По это му мож но по лу чить те
же ка че ст вен ные ре зуль та ты, без гро мозд ких вы чис ле ний, если
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по ло жим f = +1 h и удер жим в (1.7) не сколь ко пер вых чле нов раз ло -
же ний. Ог ра ни чи ва ясь чле на ми по ряд ка O( )h2 , при ве дем (1.7) к
виду

( )1 3
2

2- ¢¢ + + =g h h hA B D, (1.8)

A v C= + + - - +3 2 1 13
2

3
2( ) ( ) ( )b b b ,

B v C= + + - + - +3 1 2 12 3
2

2 3
2

2( ) ( ) ( )b + b b b b b , (1.9)

D C v= - -3
2

3
23 ,  b g g= -3

2
3

21( ).

Для не ко то ро го уп ро ще ния за пи си вве дем вме сто С но вую по -
сто ян ную d: C = + +2 1g d. То гда фор му лы (1.9) при мут вид

A v= - - +3 1 13
2( ) ( )d b ,

B v v= + + - - -3 3 1 13
2

3
2( ) ( )b db b ,  D = 3

2 d. (1.10)

Урав не ние (1.8) до пус ка ет пер вый ин те грал

1
2

3
2

2 1
2

2 1
3

31( ) ( )- ¢ = + - - ºg h h h h hF D A B P . (1.11)

Здесь F — но вая по сто ян ная; мо жем ее при нять рав ной нулю.
Это эк ви ва лент но тому, что в ка че ст ве ли ней но го раз ме ра вы би -
ра ет ся глу би на жид ко сти в вер ши не бу гра или во впа ди не вол ны.
То гда зна че ние h = 0 от ве ча ет h¢ = 0. Та ким об ра зом, по ве де ние
фа зо вых кри вых оп ре де ля ет ся тре мя па ра мет ра ми: v, d и g.

3°. Рас смот рим сна ча ла тот слу чай, ко гда d ³ 0, g < 2
3 и B ³ 0.

По след нее ус ло вие вы пол ня ет ся, на при мер, если v близ ко к 1, а 
d мало. На фиг. 2 изо бра же ны для это го слу чая кри вые Р(h) и
фа зо вая плос кость урав не ния (1.8). Вет ви кри вых, ле жа щие в
ле вой по лу плос ко сти, фи зи че ско го смыс ла не име ют, по сколь ку 
они опи сы ва ют не ог ра ни чен ные ре ше ния урав не ния (1.8). Вет -
ви, ле жа щие в пра вой по лу плос ко сти, опи сы ва ют пе рио ди че -
ские ре ше ния, ам пли ту да ко то рых тем мень ше, чем мень ше зна -
че ние d. Та ким об ра зом, при d > 0 по сво бод ной по верх но сти
рас про стра ня ют ся вол ны, дли на ко то рых l оп ре де ля ет ся
квад ра ту рой:
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l
h

h h h g
=

- - -
ò 2

11
2

2 1
3

3 3
2

d

D A B( ) ( )
, (1.12)

в ко то рой ин те грал рас про стра нен по всей фа -
зо вой тра ек то рии. Из (1.12) ви дим, что 
lim l = ¥ при d ® 0. По это му ес те ст вен но по ста -
вить во прос о ха рак те ре пре дель но го дви же ния 
при l ® ¥. Если v > 1 (т. е. если ско рость рас -
про стра не ния вол ны от но си тель но по коя щей ся 
жид ко сти V gh= ), то при d = 0 фа зо вый порт -

рет те че ния бу дет та ким, ка ким он изо бра же н на фиг. 3.
Та ким об ра зом, пе рио ди че ское ре ше ние в этом слу чае вы ро ди лось

в точ ку h h= ¢ = 0, т. е. те че ние вы ро ж да ет ся в плос ко па рал лель ный по -
ток. Со всем иная си туа ция бу дет при v < 1. Для это го слу чая фа зо вый
порт рет те че ния изо бра же н на фиг. 4. Ви дим, что при l ® ¥ мак си -
маль ное воз вы ше ние («ам пли ту да») h*  не стре мит ся к нулю. Сво бод ная 
по верх ность в этом слу чае пред став ля ет уе ди нен ную вол ну.

Итак, если v > 1, то при l ® ¥ вол ны, ко -
то рые рас про стра ня ют ся с дан ной ско ро стью
(v — фик си ро ва но), вы ро ж да ют ся в рав но мер -
ный по ток, ам пли ту да этих волн h* ® 0. Эти
вол ны при g = 0  были изу че ны Лит ме ном [3].
Если v < 1, то lim *h > 0 при l ® ¥, пре дель ное
ре ше ние пред став ля ет уе ди нен ную вол ну, ко -
то рая сре ди волн, рас про стра няю щих ся с дан -
ной ско ро стью, име ет наи мень шую ам пли ту ду 
h* ( )v , при чем ам пли ту да уе ди нен ной вол ны
стре мит ся к нулю при v ®1. Эти вол ны были
изу че ны Кор те ве гом и де Фри сом [4], со от вет -
ст вую щая тео ре ма су ще ст во ва ния до ка за на

Я.И. Се керж-Зень ко ви чем [5]. Зна че ние v = 1 яв ля ет ся би фур ка ци -
он ным. При v > 1 су ще ст ву ет един ст вен ная фор ма дви же ния бес ко -
неч ной дли ны вол ны — рав но мер ный по ток. При v < 1 и осу ще ст в -
ля ют ся две пре дель ные фор мы: рав но мер ный по ток и уе ди нен ная
вол на. Ис сле дуе мые здесь вол ны ана ло гич ны обыч ным гра ви та ци -
он ным (ко нои даль ным) вол нам, в ко то рые они и пе ре хо дят при 
g ® 0. Слу чаи та ких волн мо гут быть лег ко изу че ны ана ли ти че ски -
ми ме то да ми. При v > 1 вол но вые дви же ния мо гут быть ис сле до ва -
ны ква зи ли ней ны ми ме то да ми (ме то дом Ля пу но ва—Пу ан ка ре или
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ме то дом Кры ло ва—Бо го лю бо ва), по сколь ку уже в пер вом при бли -
же нии урав не ние (1.8) до пус ка ет пе рио ди че ское ре ше ние

h h
g

q=
-

-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ +

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

* cos
( )3 1

1 3
2

1
2

v
x   ( )q = const . (1.13)

Если v < 1, то урав не ние пер во го при бли же ния не со дер жит пе -
рио ди че ских ре ше ний, и, сле до ва тель но,
та кие вол ны нель зя изу чать в ли ней ном
при бли же нии*. В этом слу чае ре ше ние мо -
жет быть по лу че но в эл лип ти че ских функ -
ци ях. Ре ше ние ста но вит ся осо бен но про -
стым d = 0. Лег ко про ве рить, что в этом
слу чае урав не ние (1.8) име ет ре ше ние

h
h

= =
3

2 2 1
2

2 1
2

A

B A x Axch ch

*

, (1.14)

ко то рое стре мит ся к нулю при x ® ¥.
От сю да вид но, что с уве ли че ни ем по верх но ст но го на тя же ния

ам пли ту да уе ди нен ной вол ны

h
b

* ( )

( )
=

-

+ - -

3 1

2 1 3 1

v

v v

рас тет.
4°. Слу чай d < 0, как лег ко про ве рить, фи зи че ско го смыс ла не име ет.
Дей ст ви тель но, рас смат ри ва ет ся асим пто ти че ская тео рия, при чем

за ра нее пред по ла га ет ся, что ре ше ние удов ле тво ря ет ус ло ви ям (1.5). Из 
(1.13) и (1.14) сле ду ет, что сде лан ные ап ри ор ные оцен ки име ют
место, если v близ ко к 1. Та ким об ра зом, в ка че ст ве e надо при нять
ве ли чи ну 1- v , и при ве ден ное рас смот ре ние име ет смысл толь ко в
ок ре ст но сти точ ки v = 1.
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* В стро гой (не асим пто ти че ской по ста нов ке) за да ча о вол нах мо жет быть све де на к

опе ра тор но му урав не нию с опе ра то ром, у ко то ро го про из вод ная Фре ше об ра ща ет ся в

нуль при v = 1 и d = 0.



5°. Выше рас смот рен слу чай толь ко ма лых зна че ний g. Силы
по верх но ст но го на тя же ния толь ко из ме ня ют па ра мет ры волн, но не 
при во дят к по яв ле нию но вых форм дви же ния. Пред по ло жим те -
перь, что g > 2

3. При пе ре хо де па ра мет ра g че рез свое би фур ка ци он -
ное зна че ние g = 2

3 из ме ня ют ся зна ки у ко эф фи ци ен тов А, В и D в
урав не нии (1.8). Про во дя ис сле до ва ние фа зо вой плос ко сти ана ло -
гич но тому, как было сде ла но выше, при дем к сле дую щим
ре зуль та там.

а) Если g > 2
3 и v < 1, то при l ® ¥ вол ны вы ро ж да ют ся в рав но -

мер ный по ток, т. е. при l ® ¥ ам пли ту да волн об ра ща ет ся в нуль.
б) Если g > 2

3 и v > 1, то при l ® ¥ ам пли ту да име ет ко неч ный
пре дел, это пре дель ное те че ние пред став ля ет со бой уе ди нен ную
волну. Од на ко эти вол ны име ют фор му не гор ба, а впа ди ны.

Итак, если па ра мет ры g и v при над ле жат об лас тям 3 и 4
(фиг. 5), то при l ® ¥ су ще ст ву ет един ст вен ная пре дель ная фор ма
дви же ния — рав но мер ный по ток; если па ра мет ры g и v при над ле -
жат об лас тям 1 и 2, то при l ® ¥ су ще ст ву ют две пре дель ные фор -
мы дви же ния, кро ме рав но мер но го по то ка су ще ст ву ет еще дви же -
ние, при ко то ром сво бод ная по верх ность име ет фор му вол ны, но
для зна че ний па ра мет ров, при над ле жа щих об лас ти 1, уе ди нен ная
вол на име ет фор му гор ба, а для об лас ти 2 — впа ди ны.

При ме ча ние. При ве ден ный асим пто ти че ский ана лиз име ет
смысл лишь в слу чае, ко гда A × -

-
1 3

2
1

g  — ма лая ве ли чи на. Рас -
смат ри вал ся тот слу чай, ко гда ма лость этой ве ли чи ны обес пе чи ва -
лась бли зо стью v к 1 и d к нулю. Од на ко эта ве ли чи на мо жет быть
ма лой и в том слу чае, если ве лик зна ме на тель. Это дает но вый тип
дви же ния жид ко сти, ко то рый мо жет быть изу чен асим пто ти че ски -
ми ме то да ми для лю бо го зна че ния v. Пусть, на при мер, v = 0, т. е.
рас смат ри ва ют ся чис то ка пил ляр ные вол ны.

Тогда

A

1

2

3 13
2

2
3

2-
= -

-g

d

g( )
.

Урав не ние (1.8) до пус ка ет ре ше ние типа уе ди нен ной вол ны,
если D = 0, т. е. если d = 0. Но в этом слу чае и А = 0, од на ко урав -
не ние (1.9) здесь (при g > 2

3) про сто не име ет ог ра ни чен ных ре ше -
ний, кро ме три ви аль но го, т. е. чис то ка пил ляр ные те че ния не со -
дер жат уе ди нен ной вол ны.
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§ 2. Осе сим мет рич ные струи
1°. Бу дем рас смат ри вать осе сим мет рич ную струю, под вер жен ную
дей ст вию сил по верх но ст но го на тя же ния; те че ние бу дем счи тать
ус та но вив шим ся. Цель рас смот ре ния — изу чить воз мож ные фор мы
струи. Урав не ние гра ни цы струи бу дем за да вать в виде r f z= ( ). Те -
че ние струи пред по ла га ет ся по тен ци аль ным. По сколь ку струя
пред по ла га ет ся осе сим мет ри чной, то за да ча сво дит ся к оты ска нию
функ ции тока y( , )r z , удов ле тво ряю щей урав не нию

y y yrr zz rr+ - =-1 0, (2.1)

и функ ции f z( ) по сле дую щим ус ло ви ям:

y =1 при r f z= ( ),  y = 0 при r = 0, (2.2)

f K Cr z
- + - =2 2 2 2[ ]y y g  при r f z= ( ). (2.3)

Ус ло вие (2.2) — это ки не ма ти че ское ус ло вие (в дан ном слу -
чае — ус ло вие по сто ян ст ва рас хо да), (2.3) — ди на ми че ское. За -
да ча за пи са на в без раз мер ных пе ре мен ных. В ка че ст ве ха рак тер -
ных па ра мет ров при нят ра ди ус струи R в не ко то ром се че нии,
по ло же ние ко то ро го бу дет ус та нов ле но ниже, и зна че ние функ -
ции тока на по верх но сти струи Q, С — по сто ян ная энер гия, ко -
то рая яв ля ет ся функ цио на лом, К — сред няя кри виз на по верх но -
сти струи

K
f

f

f

f

f

f
= +

¢¢

+ ¢

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

+ ¢
+

¢¢

+ ¢

1

2

1

1

1

2

1

12

2

3
2

1
2

cos ( )

( )

(q f 2 3
2)

é

ë
ê

ù

û
ú. (2.4)

Здесь g — без раз мер ный па ра метр, ха рак те ри зую щий дей ст вие 
сил по верх но ст но го на тя же ния

g
a

=
RV 2

, или g
a

=
R

Q

3

2
  V

Q

R
=

æ

è
ç

ö

ø
÷2
. (2.5)

От сю да вид но, что роль по верх но ст но го на тя же ния бу дет
тем боль ше, чем боль ше ко эф фи ци ент по верх но ст но го на тя же -
ния a и чем мень ше тол щи на струи и ха рак тер ная ско рость час -
тиц жид ко сти.
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2°. Функ ция y, удов ле тво ряю щая (2.1) внут ри по ло сы 0 < <r f z( )
и об ра щаю щая ся в еди ни цу на гра ни це r f z= ( ) и в нуль на пря мой 
r = 0, име ет сле дую щее асим пто ти че ское пред став ле ние (см. [1],
с. 185):

y ~
r

f

f f f

f
r

r

f

2

2

2

2
2

2

2

3

4
1+

¢ - ¢¢
-

æ

è
ç

ö

ø
÷ +K (2.6)

и ана ло гич но

v
r z

rf

f
v

r r f

f f f

f

r
r z=

¢
+ = - +

¢ - ¢¢
-

1 2 1 2 3

2
1

2
3 2

2

2

¶y
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¶y

¶
~ , ~K

2

2f

æ

è
ç

ö

ø
÷ +

é

ë
ê

ù

û
úK (2.7)

и да лее

v v
f

r f

f f

f f f

f

r
r z r z
2 2

2
2 2

2 2

6 4

2

4

1 4 4 6 2
1

2
- = +

¢
+ +

¢ - ¢¢
-( ) ~y y

2

2f

æ

è
ç

ö

ø
÷ +K (2.8)

Так как гра ни ца не из вест на, то сле ду ет за дать ся не ко то ры ми ее 
ап ри ор ны ми оцен ка ми. Имея в виду те же цели, что и в пре ды ду -
щем па ра гра фе, при мем сно ва оцен ки М.А. Лав рен ть е ва

¢ =f O( )e
3

2 ,  ¢¢ =f O( )e2  и т. д. (2.9)

Спра вед ли вость этих оце нок, а так же смысл па ра мет ра e ус та -
но вим ниже. Ис поль зуя оцен ки (2.9), пе ре пи шем фор му лы (2.7) и
(2.8) в виде

y e= -
¢¢

-
æ

è
ç

ö

ø
÷ +

r

f

f

f
r

r

f
O

2

2 2
2

2

24
1 5

2( ),

( ) ( )v v
f

f f Or z r f
2 2

2

4
1

1

2
5

2+ = + ¢¢é

ëê
ù

ûú
+= e .

(2.10)

В со от вет ст вии с оцен ка ми (2.9) пре об ра зу ем (2.4)

K f f O= + ¢¢ +-1
2

1 3( ) ( )e . (2.11)

Под став ляя (2.10) и (2.11) в ди на ми че ское ус ло вие (2.3), по лу -
чим обык но вен ное диф фе рен ци аль ное урав не ние вто ро го по ряд ка
от но си тель но сво бод ной гра ни цы — функ ции f

( )2 4 03 1 2 3- ¢¢ + - - =-g gf f f f C f . (2.12)
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За ме тим, что урав не ние (2.12) до пус ка ет пер вый ин те грал, и его 
свой ст ва лег ко изу чить ме то да ми фа зо вой плос ко сти.

Для на ших це лей дос та точ но рас смот реть квад ра тич ное при бли -
же ние. Для это го по ло жим f = +1 h и удер жим в (2.12) чле ны по ряд -
ка O( )h2 .

Урав не ние (2.12) при мет сле дую щий вид:

( )2 2- ¢¢ + + + =g h h h hA B B D, (2.13)

где по сто ян ные А, В и D вы ра жа ют ся фор му ла ми

A D C= - - - -b g4 2 3 ,  D C= + -g 4,

B D C C D= - - - - - = -2 3 4 3 22b g b b g g( ) , ( ). (2.14)

3°. В слу чае рав но мер но го по то ка и уе ди нен ной вол ны име ем ¢¢ =h 0
и h = 0 при z ® ¥. Сле до ва тель но, в этом слу чае D = 0 и С = 4 – g.
Рас смот рим те че ния, близ кие к этим. По ло жим С = 4 – g + d, а D = d
бу дем счи тать ма лой ве ли чи ной. В этом слу чае

A = - - +g d b16 3( ).

Так как из ла гае мая тео рия име ет смысл при ма лых А, то по ло -
жим g = +16 D, то гда b = - + +24

7
3

98
2O( )D  и да лее

A O= + +3
7

2 2d dD D(max( , )),  B O= +13 2
7 (max( , ))D d .

Та ким об ра зом, для ма лых D и d име ем b > 0, а знак А оп ре де -
ля ет ся со от но ше ни ем D и d. За ме чая так же, что 2 – g < 0 для ма лых 
D, и по вто ряя рас су ж де ния пре ды ду ще го па ра гра фа, мо жем лег ко
по лу чить сле дую щие ре зуль та ты.

а) Если d < 0, т. е. если по сто ян ная энер гия C < - +12 D, то урав -
не ние (2.13) не име ет ог ра ни чен ных ре ше ний. Это зна чит, что
струя, про сти раю щая ся в бес ко неч ность в обе сто ро ны, не ог ра ни -
чен но рас ши ря ет ся хотя бы в од ном из на прав ле ний.

б) Если d ³ 0, то урав не ние (2.13) до пус ка ет ре ше ния, ог ра ни -
чен ные на всей пря мой -¥ < < + ¥z . Если d ¹ 0, то эти ре ше ния
пред став ля ют со бой не ли ней ные вол ны, ам пли ту ды ко то рых умень -
ша ют ся вме сте с d.
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в) Ха рак тер пре дель ных ре ше ний при l ® ¥ (т. е. при d ® ¥)
бу дет су ще ст вен но за ви сеть от D. Если D > 0 (т. е. g > 16), то

lim
A

2
0

-
<

g
 при d ® 0

и ам пли ту да пре дель но го ре ше ния не рав на пулю. Пре дель ное ре ше -
ние пред став ля ет со бой уе ди нен ную вол ну типа впа ди ны. Если D < 0,
то пре дель ное ре ше ние пред став ля ет со бой рав но мер ный по ток.

§ 3. Не ста цио нар ные за да чи тео рии струй
1°. Со ста вим урав не ния длин ных осе сим мет рич ных волн, рас про -

стра няю щих ся вдоль ци лин д ри че ской
струи иде аль ной не ве со мой жид ко сти,
под вер жен ной дей ст вию сил ка пил ляр -
но сти. По тен ци ал ско ро стей j и фор ма
сво бод ной по верх но сти r f z t= ( , ) оп ре де -
ля ет ся как ре ше ние сле дую щей за да чи
(фиг. 6):

¶

¶

¶j

¶

¶

¶

¶j

¶r
r

r z
r

z
æ

è
ç

ö

ø
÷ +

æ

è
ç

ö

ø
÷ = 0,  V

r
r = =

¶j

¶
0 при r = 0, (3.1)

¶j

¶

¶j

¶

¶

¶

¶j

¶t r

f

z z
= -  при r f= , (3.2)

¶j

¶

¶j

¶

¶j

¶
g

t r z
K C+

æ

è
ç

ö

ø
÷ +

æ

è
ç

ö

ø
÷ - =

1

2

1

2
2

2 2

 при r f= . (3.3)

Без раз мер ные пе ре мен ные здесь вве де ны так же, как и в пре -
ды ду щем па ра гра фе.

2°. Рас смот рим сна ча ла вспо мо га тель ную за да чу оп ре де ле ния
по тен циа ла ско ро стей, удов ле тво ряю ще го урав не нию (3.1), ус ло вию 
(3.2) и ус ло вию

j( , , ) ( , )f z t a z t= . (3.4)

Обо зна чая че рез e ма лый па ра метр, сде ла ем в (3.1) за ме ну пе ре -
мен но го z = x e.
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То гда урав не ние (3.1) при мет вид

¶

¶

¶j

¶
e

¶

¶x

¶j

¶xr
r

r
r

æ

è
ç

ö

ø
÷ +

æ

è
ç

ö

ø
÷ =2 0. (3.5)

Ре ше ние (3.5) бу дем ис кать в виде ряда

j j e j= + +0
2

1 K , (3.6)

где j i  удов ле тво ря ют урав не ни ям

¶

¶

¶j

¶r
r

r
æ

è
ç

ö

ø
÷ = 0,  

¶

¶

¶j

¶

¶ j

¶x

2

r
r

r
r1 0

2

æ

è
ç

ö

ø
÷ = - ,K (3.7)

Функ ции j i , удов ле тво ря ют сле дую щим крае вым ус ло ви ям:

¶j ¶i r = 0 при r = 0, j0 = a при r f= , j i i= >0 0( ) при r f= .

Ре шая эту по сле до ва тель ность крае вых за дач и воз вра ща ясь
сно ва к пе ре мен ной z, по лу чим сле дую щее пред став ле ние для j че -
рез его гра нич ные зна че ния:

j ~ ( , ) ( )a z t a f rzz+ - +1
4

2 2 K (3.8)

Для того что бы (3.8) име ло смысл, не об хо ди мо и дос та точ но, что -
бы про из вод ные по тен циа ла а и функ ции f дос та точ но бы ст ро убы ва ли 
вме сте с их но ме ром. Это ус ло вие име ет место, если вол ны дос та точ но 
длин ные. Ис поль зуя пред став ле ние по тен циа ла (3.8), мо жем пре об ра -
зо вать ки не ма ти че ское и ди на ми че ское со от но ше ния (3.2) и (3.3)

¶

¶

¶

¶
g

f

t
a f f a

a

t
a

f
f Czz z z z zz= - + + - +

æ

è
ç

ö

ø
÷ + =

1

4

1

2

12K K, . (3.9)

Если в ра вен ст вах (3.9) ог ра ни чить ся оп ре де лен ным чис лом чле -
нов, то по лу чим урав не ния, ко то рые дают при бли жен ное опи са ние
рас про стра не нию осе сим мет рич ных не ли ней ных волн вдоль струи.

3°. Урав не ния (3.9) мо гут быть ис поль зо ва ны для изу че ния раз -
но об раз ных яв ле ний, воз ни каю щих в тео рии струй. В ча ст но сти,
лег ко мо жет быть изу че на ус той чи вость струи от но си тель но длин -
ных воз му ще ний. Пла то [6], по-ви ди мо му, был пер вым, кто об ра тил 
вни ма ние на то, что силы по верх но ст но го на тя же ния мо гут слу жить
при чи ной не ус той чи во сти струи. По дроб ное ис сле до ва ние это го
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обстоя тель ства было про ве де но Ре ле ем [7], ко то рый по ка зал, что ци -
лин д ри че ская фор ма струи не ус той чи ва от но си тель но дос та точ но
длин ных воз му ще ний. Этот факт сле ду ет из сис те мы (3.9).

По ло жим a V bz= + , f = +1 h и ли неа ри зу ем сис те му (3.9), в ко то -
рой удер жим про из вод ные, по ря док ко то рых не выше вто ро го

h ht zz zb V= -1
4 ,  b b Vt z zz+ - - + =2 0g h h( ) . (3.10)

Бу дем ра зы ски вать ре ше ние типа бе гу щих волн. Для это го по ло жим

h w m= +Ae i z t ,  b Be i z t= +w m . (3.11)

Для оп ре де ле ния А и В име ем урав не ния

A iV B( )m w w+ + =1
4

2 0,  A B i Vg w m w( ) ( )1 2 02+ + + = . (3.12)

За ме тим, что если g = 0, т. е. по верх но ст ное на тя же ние от сут ст -
ву ет, то вто рое урав не ние (3.12) не мед лен но дает m w= -2i V , т. е.
при от сут ст вии сил по верх но ст но го на тя же ния струя на хо дит ся в
без раз лич ном рав но ве сии. Если до ба вить силы по верх но ст но го на -
тя же ния, то струя по те ря ет ус той чи вость. В са мом деле, ха рак те ри -
сти че ское урав не ние сис те мы (3.12) име ет вид

m w m2 3+ +i V D  ( ( ) )D = - + <1
4

2 21 0w g w . (3.13)

От сю да сра зу сле ду ет, что один из кор ней (3.13) име ет по ло жи -
тель ную дей ст ви тель ную часть. Та ким об ра зом, силы по верх но ст -
но го на тя же ния раз ры ва ют тон кую струю. Ин тег ри руя сис те му
(3.9), мож но про сле дить про цесс раз ры ва струи на ка п ли. Из ло -
жен ная тео рия име ет смысл толь ко для длин ных воз му ще ний.
Итак, три ви аль ная фор ма струи не ве со мой жид ко сти, под вер жен -
ная дей ст вию сил по верх но ст но го на тя же ния, не ус той чи ва. Од на -
ко, как вид но из пре ды ду ще го па ра гра фа, воз мож ны и дру гие фор -
мы осе сим мет рич ной струи. В ча ст но сти, мо гут су ще ст во вать вол -
но об раз ные фор мы. По это му ес те ст вен ным об ра зом воз ни ка ет во -
прос: не бу дут ли су ще ст во вать сре ди этих воз мож ных форм
струй ных те че ний ус той чи вые те че ния?
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Асим пто ти ка бы ст рых вра ще ний

§ 1. Вве де ние
1. Пред по ло жим, что ко ле ба тель ная сис те ма опи сы ва ет ся диф фе -
рен ци аль ным урав не ни ем вто ро го по ряд ка,

¢¢ + = ¢y f y F y y t( , ) ( , , )t m , (1.1)

где m — ма лый па ра метр, t m= t — мед лен ное вре мя.
Урав не ние

¢¢ + =y f y( , )t 0 (1.2)

бу дем на зы вать по ро ж даю щим, если t — не ко то рое фик си ро ван ное
чис ло. Функ цию f (у, t) бу дем пред по ла гать та кой, что урав не ние

(1.2) име ет пе рио ди че скую фа зо вую 
плос кость пе рио да 2p. На ри сун ке
изо бра же на фа зо вая плос кость,
при чем внут ри од но го пе рио да
име ет ся толь ко одно по ло же ние
рав но ве сия. Для ис сле до ва ния дви -
же ний с боль шой энер ги ей та кое
пред по ло же ние не яв ля ет ся су ще ст -

вен ным. Из пе рио дич но сти фа зо вой ско ро сти сле ду ет, что f (у, t)
пе рио ди че ская по у пе рио да 2p и что при лю бом t

f f x dx
y

y

( ) ( , )t
p

t
p

= =
+

ò
1

2
0

2

.

Фа зо вые тра ек то рии, за клю чен ные внут ри пет ли се па рат ри сы,
со от вет ст ву ют ко ле ба тель ным дви же ни ям сис те мы и оп ре де ля ют ся
ма лы ми на чаль ны ми энер гия ми. Фа зо вые тра ек то рии, рас по ло жен -
ные вне се па рат ри сы, со от вет ст ву ют вра ща тель ным дви же ни ям
сис те мы и оп ре де ля ют ся боль ши ми на чаль ны ми энер гия ми.
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Со во куп ность ре ше ний урав не ния (1.1) ес те ст вен но рас смат ри вать
за ви ся щей от двух па ра мет ров, один из ко то рых — па ра метр m, а
дру гой па ра метр — это ве ли чи на на чаль ной энер гии. По доб ная точ -
ка зре ния ис поль зо ва лась И.Г. Мал ки ным при ис сле до ва нии сис -
тем, близ ких к сис те мам Ля пу но ва [1]. Пред по ла гая ма лость на -
чаль ной энер гии, он стро ил об щий ин те грал по ро ж даю ще го урав -
не ния ме то дом Ля пу но ва. Опи ра ясь на по стро ен ное ре ше ние по ро -
ж даю ще го урав не ния, И.Г. Мал кин раз вил спе ци аль ный ва ри ант
ме то да Пу ан ка ре, ко то рый по зво ля ет ис сле до вать для ма лых m

урав не ние (1.1). Позд нее по доб ная идея ис поль зо ва лась Г.Е. Куз -
ма ком и Ю.А. Ми тро поль ским при ис сле до ва нии сис тем с мед лен -
ным вре ме нем [2], [3]. В этих ра бо тах пред по ла га лось со че тать ме -
то ды по строе ния ре ше ния по ро ж даю ще го урав не ния в виде ряда с
асим пто ти че ским ис сле до ва ни ем по m.

По сколь ку асим пто ти че ские ме то ды ос ред не ния в прак ти че ских 
за да чах пред став ля ют ся наи бо лее про сты ми и эко но мич ны ми, то
ис сле до ва ние сис те мы (1.1) в слу чае ма лых на чаль ных энер гий це -
ле со об раз но про во дить по сле дую щей схе ме:

1) рас смат ри вая по ро ж даю щее урав не ние как ква зи ли ней ное,
по стро ить его об щий ин те грал;

2) опи ра ясь на это ре ше ние, при вес ти сис те му (1.1) к стан дарт -
но му виду:

¢ =x X x y tm m( , , , ), (1.3)

¢ = +y Y x t Y x y t0 1( , ) ( , , , )m m

и из вест ным спо со бом по стро ить ее асим пто ти че ское ре ше ние.
Сле дуя ука зан ной схе ме, мож но ис сле до вать поч ти всю об ласть

ко ле ба тель ных дви же ний, за ис клю че ни ем об лас ти, при мы каю щей
из нут ри к се па рат ри се, по сколь ку в этой об лас ти пе ри од од но го
ко ле ба ния ста но вит ся боль шим и стре мит ся к бес ко неч но сти, ко -
гда на чаль ная энер гия стре мит ся к не ко то ро му кри ти че ско му зна -
че нию, со от вет ст вую ще му дви же нию по се па рат ри се.

При ме ча ние. В при клад ных ра бо тах при изу че нии ма лых ко ле ба -
ний сис те мы (1.1) обыч но ли неа ри зу ют ле вую часть урав не ния, от -
но ся не ли ней ные сла гае мые к функ ции F, с по сле дую щим ис поль -
зо ва ни ем (в той или иной фор ме) ме то да ма ло го па ра мет ра. Та ким
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спо со бом мож но по лу чить толь ко те ре ше ния, ко то рые при m ® 0
пе ре хо дят в три ви аль ное ре ше ние урав не ния (1.2). Рас смат ри вая
урав не ние (1.1) как дву па ра мет ри че ское, мы мо жем оты скать ре ше -
ния сис те мы, близ кие к не три ви аль ным ре ше ни ям урав не ния (1.2). 
Не труд но при вес ти при ме ры, ко гда урав не ние (1.2) не со дер жит,
на при мер, пе рио ди че ских ре ше ний 1-го типа, но име ет пе рио ди че -
ские ре ше ния 2-го типа. Та ким об ра зом, рас смот ре ние сис те мы
(1.1) как сис те мы, за ви ся щей от двух па ра мет ров, по зво ля ет ис сле -
до вать ее свой ст ва с не срав нен но боль шей пол но той.

2. На стоя щая ра бо та по свя ще на ис сле до ва нию дру го го пре дель -
но го слу чая — слу чая боль ших на чаль ных энер гий. Ока зы ва ет ся,
что, как и в слу чае ма лых энер гий, здесь так же уда ет ся по стро ить
асим пто ти че ские ре ше ния по ро ж даю ще го урав не ния. Если ре ше -
ние для ма лых энер гий мож но пред ста вить в виде от рез ка ряда,
рас по ло жен но го по по ло жи тель ным сте пе ням кор ня из энер гии, то 
для боль ших энер гий ре ше ние пред став ля ет ся в виде ряда по от ри -
ца тель ным сте пе ням кор ня из энер гии.

Как толь ко ре ше ние по ро ж даю ще го урав не ния по строе но, мы
име ем воз мож ность при вес ти сис те му (1.1) к виду (1.3) и ис поль зо -
вать схе му, ко то рая была из ло же на выше.

Та ким об ра зом, в ра бо те по ка зы ва ет ся воз мож ность эф фек тив -
но го ис сле до ва ния всей фа зо вой плос ко сти за ис клю че ни ем по ло -
сы, при мы каю щей к се па рат ри се.

§ 2. По строе ние асим пто ти ки по ро ж даю ще го ре ше ния
1. Бу дем рас смат ри вать не ог ра ни чен ные дви же ния сис те мы (1.2).
По ло жим

¢ = +y zW , (2.1)

где W — зна че ние ве ли чи ны ¢y  в на чаль ный мо мент, z — но вое пе -
ре мен ное. По сле за ме ны урав не ние (1.2) при мет вид

¢ = -z f y( ). (2.2)

Сис те ма (2.1)—(2.2) эк ви ва лент на урав не нию (1.2); так как оно не
со дер жит вре ме ни, то, не ог ра ни чи вая общ но сти, рас смот рим для
сис те мы (2.1)—(2.2) сле дую щую за да чу Коши:
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y( )0 0= ,
z( )0 0= .

Бу дем счи тать ве ли чи ну W боль шой, и вве дем обо зна че ние 
W =1 e. По сле за ме ны не за ви си мо го пе ре мен но го t s= e  сис те ма
урав не ний (2.1)—(2.2) бу дет при ве де на к виду

& ( )z f y= - e ,

&y z= +1 e ,    

&z
dz

ds
=

æ

è
ç

ö

ø
÷. (2.3)

Сис те ма урав не ний (2.3) име ет стан дарт ную фор му. Сле дуя об щей
схе ме, сде ла ем за ме ну пе ре мен ных:

z u u= + + +z e z h e z h1
2

2( , ) ( , ) K ,

y v v= + + +h e z h e z h1
2

2( , ) ( , ) K ,
(2.4)

где но вые не из вест ные h и z удов ле тво ря ют сле дую щим диф фе рен -
ци аль ным урав не ни ям:

& ( ) ( )z e z e z= + +A A1
2

2 K ,

& ( ) ( )h e z e z= + + +1 1
2

2B B K

(2.5)

По тре бу ем, что бы ui и vi были ог ра ни чен ны ми функ ция ми h, и
кро ме того пусть u vi i( , ) ( , )z z0 0 0= = .

Пе рей дем к оп ре де ле нию не из вест ных, вхо дя щих в вы ра же ния
(2.4) и (2.5). Ис поль зуя (2.5), про диф фе рен ци ру ем (2.4). Под став -
ляя за тем по лу чен ные ряды в сис те му (2.3) и срав ни вая ко эф фи ци -
ен ты при оди на ко вых сте пе нях e, мы при дем к сле дую щим
урав не ни ям:

A u f1 1+ = -
h

h( ), (2.6)
B v1 1+ =

h
z, (2.7)

A u A u B u f v2 1 1 1 1 2 1+ + + = - ¢
z h h h( ) , (2.8)

B v A v B v u2 1 1 1 1 2 1+ + + =
z h h . (2.9)
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Рас смот рим урав не ние (2.6). Для того что бы u1 было ог ра ни че -
но при h ® ¥, не об хо ди мо

A f1 0- = .

Та ким об ра зом,

u f d C1
0

( , ) ( ) ( )h z h h z
h

= - +ò ,

где С(z) — про из воль ная функ ция z. Так как u1 0 0( , )h = , то

C( )z = 0.

Вве дем обо зна че ния

f d

d

( ) ( ),

( ) ( ).

h h h

h h h

h

h

=

=

ò

ò

Y

Y F

0

0

(2.10)

То гда u1 = - Y( )h .
Рас смот рим те перь урав не ние (2.7). На ос но ва нии того же тре -

бо ва ния ог ра ни чен но сти

B1 = z

и, сле до ва тель но, v1 0
h

= , т. е. v1 = 0.
Та ким об ра зом, урав не ние (2.8) пе ре пи шет ся так:

u f A2 2h z h= -( ) .

От сю да

A f2 0= =z ,
u2 = z hY( ).

Ана ло гич но из урав не ния (2.9) по лу ча ем
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B2 = - Y,

v2 = - + ×F Y( )h h

и т. д.
Если ог ра ни чить ся в раз ло же ни ях (2.4) и (2.5) чле на ми по ряд ка 

e, то

z2 0= ,

от ку да, в силу вы бо ра на чаль ных ус ло вий,

z = 0.

Та ким об ра зом,

z = - e hY( ). (2.11)

Ана ло гич но,

& ( )h h= -1 Y ,

т. е.

h e= -s s
2 Y ,

y = + -h e h h2 ( ( ))Y F .
(2.12)

Воз вра ща ясь к пе ре мен но му t и по ла гая e =1 W, по лу чим

z t= - -
æ

è
ç

ö

ø
÷

ì
í
î

ü
ý
þ

1 1

W
Y W

W
Y , (2.13)

y t t t= -
æ

è
ç

ö

ø
÷ + -

æ

è
ç

ö

ø
÷ - -

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì
í
î

ü
ýW

W
Y

W
Y W

W
Y F W

W
Y

1 1 1 1
2 þ

é

ë
ê

ù

û
ú.

Про дол жив эту про цеду ру, мы мо жем по лу чить ре ше ние с лю -
бой точ но стью от но си тель но 1 W.
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Так как Y — это по сто ян ная, не за ви ся щая от W, то удоб но вве -
сти но вую по сто ян ную:

l = -W
W

Y
1

.

То гда асим пто ти че ское пред став ле ние об ще го ре ше ния урав не -
ния для боль ших энер гий име ет вид

y t t t t t t O= + + + - + +
æ

è
ç

ö

ø
÷l

l
l l

l
( ) [ ( ) { ( )}]0 2 0 0 3

1 1
Y F . (2.14)

Ре ше ние (2.14) со дер жит две про из воль ные по сто ян ные t0 и l.

При ме ча ние. Фор му ла (2.14) со хра ня ет свою силу и в том слу чае,
ко гда функ ция f (у) не име ет про из вод ных. Она мо жет быть по лу че -
на ме то дом по сле до ва тель ных при бли же ний. Для это го вме сто (2.4)
и (2.5) по ло жим

z u= +z e h z e( , , ),
y v= +h e h z e( , , ),

(2.4¢)

¢ =z e z eA ( , ),
¢ = +h e z e1 B ( , ).

(2.5¢)

Под став ляя раз ло же ния (2.4¢) и (2.5¢) в ис ход ные урав не ния,
по лу чим

A u A u B f v+ + + = - +e e h ez h ( ) ( )1 ,

B v A v B u+ + + = +e e z ez h ( )1 .

Эту сис те му бу дем ре шать по сле дую щей ите ра ци он ной схе ме:

u f v u A u Bk k k k k k
h z hh e e e( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )= - + - - -- - - - -1 1 1 1 1 A k( ) ,

u u v A v B Bk k k k k k k
h z zz e e e( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + - - -- - - - -1 1 1 1 1 .

Не труд но убе дить ся, что, ис поль зо вав на чаль ные ус ло вия, ус ло -
вия ог ра ни чен но сти функ ций u и v и про ве дя два шага ите ра ци он -
но го про цес са, мы при дем к фор му ле (2.14).
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2. Рас смот рим те перь не ко то рые при ме ры:

f y y( ) sin= ; тогда y h h( ) cos= -1 ,

Y =1; F ( ) sinh h h= - .

По это му

y t t= +l
l

l
1
2

sin . (2.15)

В рас смат ри вае мом слу чае ре ше ние урав не ния (1.2) вы ра жа ет ся че -
рез эл лип ти че ские функ ции, и асим пто ти ку (2.15) мож но по стро -
ить не по сред ст вен но.

3. Пусть

f y
y

y
( )

[ , ],

[ , ].
=

+ Î

- Î -

ì
í
î

1 0

1 0

p

p

То гда

Y Y( )
, [ , ],

, [ , ],
h

h h p

h h p

p
=

Î

- Î -

ì
í
î

=
0

0 2
;

F ( )
, [ , ],

, [ , ].

h

h
h p

h
h p

=

Î

- Î -

ì

í
ïï

î
ï
ï

2

2

2
0

2
0

Та ким об ра зом,

y

t t
t

t

t t

=

+ -
é

ë
ê

ù

û
ú Î

é

ëê
ù

ûú

+ +

l
l

p
l

l p

l

l
l

p
l

l

1

2 2
0

1

2

2

2 2

2

, , ,

2 2

2
0

t
t

é

ë
ê

ù

û
ú Î -

é

ëê
ù

ûú

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

, , .
p

l

При ме ча ние. По строе ние при бли жен но го ре ше ния в слу чае
боль ших энер гий мо жет быть осу ще ст в ле но и дру ги ми спо со ба ми,
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от лич ны ми от из ло жен но го. На при мер, по ло жив y t= +W a, Wt s= ,
най дем, что функ ция a удов ле тво ря ет урав не нию

d

ds
f s

a
e a

2

2
2= - +( );

так как пра вая часть за ви сит ана ли ти че ски от па ра мет ра e, то ре -
ше ние мож но ис кать в виде ряда. На при мер, в том слу чае, ко гда 
f y y( ) sin= , ре ше ние (2.1) мо жет быть пред став ле но ря дом

y t t t= + - +
æ

è
ç

ö

ø
÷ + +

æ

è
çW W

W W
W

W
sin sin

1 5

16
2

1

82 6 4
K

+
ö

ø
÷ + +

æ

è
ç

ö

ø
÷ +K K Ksin3

1

48 6
W

W
t

§ 3. Не ко то рые обоб ще ния
Ме то ди ка, из ло жен ная в пре ды ду щем па ра гра фе, без ка ких-ли бо
из ме не ний мо жет быть ис поль зо ва на для асим пто ти че ско го ин тег -
ри ро ва ния урав не ния

¢¢ = =y f x y( , ) 0, (3.1)

где x x x n= ( , , )1 K  — век тор, из ме не ние ко то ро го опи сы ва ет ся сис те -
мой диф фе рен ци аль ных урав не ний

x X x x y i ni i n= =( , , , ), , , ,1 1 2K K .

По-преж не му пред по ла га ет ся, что f (х, у) пе рио дич на по у, f x( ) = 0
для лю бых х и ¢y (0) = W, где W — боль шое чис ло.

Сис те му (3.1)—(3.2) для дос та точ но боль ших W и бу дем на зы -
вать сис те мой с вра щаю щим ся зве ном. По сле за ме ны t s= e , e =1 W, 

¢ = +y zW  сис те ма (3.2) бу дет при ве де на к виду

&x Xi i= e ,
&z f= -e , (3.3)
&y z= +1 e .

Рас смот рим для этой сис те мы за да чу Коши:
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x i i( )0 = a ,
z( )0 0= ,
y y( )0 0= .

Сде ла ем стан дарт ную за ме ну пе ре мен ных:

x wi i
k

ik n= + åx e x x h z( , , , , )1 K ,

z uk
k n= + åz e x x h z( , , , , )1 K ,

y vk
k n= + åh e x x h z( , , , , )1 K ,

& ( , , , )x e x x zi
k

ik nC= å 1 K ,

& ( , , , )z e x x zi
k

k nA= å 1 K ,

& ( , , , )h e x x z= + å1 1
k

k nB K .

На кла ды вая до пол ни тель ные тре бо ва ния

uk n( , , , , )x x z1 0 0K = ,

vk n( , , , , )x x z1 0 0K = ,

w ik n( , , , , )x x z1 0 0K =

и по вто ряя до слов но все рас су ж де ния пре ды ду ще го па ра гра фа, мы
по лу чим

C Xi i1 = ,  w X X di i1
0

= -ò ( ) h
h

,

A1 0= ,  u n1 1= - Y( , , , )x x zK , (3.4)

B1 = z,  v1 0=

C
X

w
w

Xi
i

j
j

i

j

j2 1
1= -

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷å

¶

¶x

¶

¶x
,
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w
X

w
w

X X X Ci
i

j
j

i

j

j i i i2 1
1

2= -
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

- - -
ì
í
ï

îï
å

¶

¶x

¶

¶x
z( )

ü
ý
ï

þï
ò dh
h

0

,

A
f

w X
j

j
j

j2 1= +
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷å

¶

¶x

¶

¶x

Y
,

(3.5)

u
f

w X t A d
j

j
j

j2 1 2

0

= +
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

+ -
ì
í
ï

îï

ü
ý
ï

þï
åò

¶

¶x

¶

¶x
z h

h
Y

,

B2 = - Y,  v2 = -hY F

и т. д.
Ра зу ме ет ся, в об щем слу чае квад ра ту ры в по лу чен ных фор му лах 

уже не бе рут ся.
Ча ст ным слу ча ем рас смот рен ной сис те мы яв ля ет ся урав не ние

¢¢ + =y f y t( , ) 0, (3.6)

ко то рое мо жет быть при ве де но к виду (3.1) за ме ной

t x= .

Сис те ма (3.3) в этом слу чае име ет вид

dx

ds
= e,

dz

ds
f x y= - e ( , ),

dy

ds
z= +1 e .

Фор му лы (3.4) и (3.5), со от вет ст вен но, при мут вид

C1 1= ,  w1 0= ,  A1 0= ;  u1 = - Y( , )x h ,
B1 = z ,  v1 0= ,  C 2 0= ,  w 2 0= ,

A2 =
¶

¶x

Y
,  u2 = + -

¶

¶x
x

¶

¶x
h

F
Y

Y
,  B2 = - Y,  v2 = -Y Fh .
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Воз вра ща ясь к ста рым пе ре мен ным, по лу чим

z t t t t t t t( ) ( ) ( ) , ( )= - - - ×
é

ëê
ù

ûú
ì
í
î

ü
ý
þ

1 1
0 0

W
Y Y Y W

W
Y ,

y t t t t t t( ) ( ) ( ) ( )= - + -
æ

è
ç

ö

ø
÷ -

ì
í
î

æ

è
ççW

W
Y

W
Y W

W
Y

1 1 1
0 2 0

- -
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê

ù

û
ú
ü
ý
þ

F W
W

Yt, ( )
1

0t t .

§ 4. При ве де ние сис те мы (1.1) к стан дарт ной фор ме
1. Пред по ло жим, что об щий ин те грал по ро ж даю ще го урав не ния
из вес тен:

y Q c= ( , , )y t , (4.1)

где y w= +( ) ( ), ,c t t c t0 0  — про из воль ные по сто ян ные. То гда урав -
не ние (1.1) мо жет быть при ве де но к нор маль ной фор ме (1.3), если
в ка че ст ве но вых пе ре мен ных при нять ве ли чи ны с(t) и y(t). Один
из спо со бов та кой ре дук ции при ве ден в [3], для об щих га миль то но -
вых сис тем 2-го по ряд ка этот во прос рас смот рен в [4]. По это му
здесь не об хо ди мые вы чис ле ния мы про ве дем очень крат ко, имея в
виду вы вес ти толь ко те фор му лы, ко то рые бу дут ис поль зо ва ны в
даль ней шем.

Бу дем рас смат ри вать не ог ра ни чен ные дви же ния; имея в виду
пред став ле ние (2.14), по ло жим

y cZ c= +y y t( , , ), (4.2)

где Z — пе рио ди че ская функ ция y пе рио да 2p. Кро ме того,
по ло жим

¢ =y c Q cw t y ty( , ) ( , , ). (4.3)

Диф фе рен ци руя (4.1) и при рав ни вая (4.3), по лу чим

Q c Q Q Qc ¢ + ¢ + - =y t yy m w 0. (4.4)
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Диф фе рен ци ру ем (4.3) и под став ля ем в урав не ние (1.1):

( ) ( ) ( , )w w w y m w w t my y yy yt t yc cQ Q c Q Q Q f Q F+ ¢ + ¢ + + + = . (4.5)

Раз ре шая сис те му (4.4)—(4.5) от но си тель но с¢ и y¢ и учи ты вая, что

w tyy
2 0Q f Q+ º( , ) ,

мы при дем к сле дую щей сис те ме двух урав не ний от но си тель но с и y:

¢ = - - + - =c FQ Q Q Q Q Q X c
m

w w m y ty t y t yy yt y
D

{ ( ) } ( , , )2 ,

¢ = + - + +y w t
m

w wt y y t( , ) {c FQ Q Q Q Qc c c
D

(4.6)

+ - = +( ) } ( , ) ( , , )Q Q Q Q c Y cc ct y yt w w t m y t ,

где

D = - -w wyy y y y( )Q Q Q Q Qc c c
2 . (4.7)

Та ким об ра зом, урав не ние (1.1) при ве де но к нор маль ной фор ме.
Ве ли чи на D не за ви сит от y (см. [3] и [4]).
2. Если в вы ра же нии (4.2) функ цию Z (y, с, t) за ме нить асим -

пто ти че ским пред став ле ни ем (2.14) и по ло жить

y w= t,  c =
1

2w
,

то

y cZ= +y y t( , ).

Асим пто ти че ское пред став ле ние ве ли чи ны D:

D ~ [ ] [ ]
1

2

1 1

2
3 2

3

2w
w

yy y yy y+ + = + +ZZ Z
c

c ZZ Z , (4.8)

от ку да

D = +
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2

13w
w

O , (4.9)
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или, воз вра ща ясь к пе ре мен но му с,

D =
1

2

1
3c

. (4.10)

3. Сис те му урав не ний (4.6) мож но ис сле до вать асим пто ти че ски -
ми ме то да ми. Де лая за ме ну (2.4):

c u= + +x e 1 K , (4.11)
y h e= + +v1 K ,

на хо дим, что x и h удов ле тво ря ют урав не ни ям

¢ = +òx
m

p
y

p

2 0

2

Xd K ,

¢ = + +òh w t
m

p
y m

p

( , ) ( )c Y d O
2 0

2

.
(4.12)

В сис те мах с мед лен но ме няю щи ми ся па ра мет ра ми рас смат ри -
ва ет ся ве ли чи на

J c c Q d( , ) ( , )t
p

w t yy

p

= ò
1

2
2

0

2

. (4.13)

При F = 0 она яв ля ет ся адиа ба ти че ским ин ва ри ан том.
Вы чис лим dJ dt J c Jc= ¢ + t m:

dJ

dt
Q Q Q Q d c Q Q Q Qc c= + ¢ + +ò

1

2
2

2
22

0

2
2

p
w y

m

p
wy y y

p

t y y yt{ } { } d y
p

0

2

ò . (4.14)

За ме тим, что

2
0

2

0

2

w y w w yy y y y yy

pp

Q Q d Q Q Q Q dc c c= -òò [ ] .

По это му пер вый ин те грал в вы ра же нии (4.14) ра вен — D ¢с .
Пре об ра зуя ана ло гич но вто рой ин те грал в вы ра же нии (4.14),

мы за ме ча ем, что пер вое из урав не ний сис те мы (4.12) мож но пе ре -
пи сать в виде

dJ

dt
FQ d= ò

m

p
yy

p

2 0

2

. (4.15)

4. При ве ден ные вы чис ле ния по зво ля ют ус та но вить связь ме ж ду 
J и D:
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D = -J c . (4.16)

От сю да сра зу на хо дим асим пто ти че ское пред став ле ние для ве -
ли чи ны J:

J
c

O= +
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 1
2w

. (4.17)

§ 5. Не ко то рые при ме ры
1. Рас смот рим урав не ние

¢¢ + =y g y( )sint 0. (5.1)

По ро ж даю щее ре ше ние име ет вид

y t
g

t= +l
t

l
l

( )
sin

2
. (5.2)

Сле до ва тель но,

y cg= +y ysin . (5.3)

Из урав не ния (4.15) и пред став ле ния (4.17) сле ду ет, что с = соnst.
Та ким об ра зом, если че рез а мы обо зна чим ам пли ту ду — мак си -
маль ное от кло не ние от рав но мер но го вра ще ния, то в рас смат ри вае -
мом слу чае

a g t= ×const ( )m . (5.4)

Ра вен ст во (5.4) по зво ля ет на гляд но по ка зать раз ли чие свойств дви -
же ния c ма лой и боль шой энер гия ми. Если на чаль ная энер гия
мала, то

J a= =w 2 const, (5.5)

т. е.

a
g t

=
1

4 ( )m
.
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Та ким об ра зом, в слу чае ма лых ко ле ба ний с рос том воз вра щаю щей
силы ко ле ба ния око ло по ло же ния рав но ве сия бу дут про ис хо дить со
все умень шаю щей ся ам пли ту дой. В слу чае вра ща тель ных дви же ний
ам пли ту да от кло не ний от ре жи ма ус та но вив ше го ся вра ще ния уве ли -
чи ва ет ся вме сте с уве ли че ни ем воз вра щаю щей силы. За ме тим, что
уг ло вая ско рость вра ще ния с точ но стью до чле нов по ряд ка O( )1 3w

не из ме ня ет ся при из ме не нии ве ли чи ны воз вра щаю щей силы.
2. Рас смот рим ана лог урав не ния Ван-дер-По ля:

¢¢ + = - ¢ >y y b y y bsin ( sin ) ,m 1 02 . (5.6)

Урав не ние для с:

¢¢ = - -òc b Q c Q d
m

p
w yy

p

2
1 2 2

0

2

D
( sin ) ( ) . (5.7)

B на шем слу чае

1
2 3

D
= c ,  Q c= +y ysin ,  Q cy y= +1 cos .

В вы ра же нии для Q и Qy удер жа ны чле ны са мо го низ ше го по ряд ка
по от но ше нию к с. По сту пая так же при вы чис ле нии ин те гра ла в
урав не нии (4.7), по лу чим

¢ = - - -
é

ë
ê

ù

û
úc

b c bmw

D
1

2 2

2

. (5.8)

Урав не ние (5.8) по зво ля ет вы чис лить ста цио нар ные ам пли ту ды

c
b

b
2 2

=
-

. (5.9)

Так как при вы во де фор му лы (5.9) мы счи та ли ам пли ту ду ма лой, то 
все рас су ж де ния вер ны лишь при ус ло вии, что раз ность 2 – b мала.

Ис сле дуя стан дарт ным спо со бом ус той чи вость ре ше ния (5.9)
урав не ния (5.8), убе ж да ем ся в его не ус той чи во сти. Это обстоя тель -
ство ка че ст вен но от ли ча ет свой ст ва ре ше ний урав не ния (5.6) от его 
ква зи ли ней но го ана ло га

¢¢ + = - ¢y y by ym ( )1 2 , (5.10)

так как из вест но, что его пе рио ди че ские ре ше ния всег да ус той чи вы.
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Это раз ли чие — след ст вие того, что демп фи ро ва ние в не ог ра ни -
чен ных дви же ни ях иг ра ет иную роль, чем в виб ра ци он ных дви же -
ни ях, про ис хо дя щих в ок ре ст но сти рав но ве сия. В по след нем слу чае 
демп фи ро ва ние стре мит ся вер нуть сис те му в ис ход ное со стоя -
ние — со стоя ние по коя. Что ка са ет ся слу чая не ог ра ни чен ных дви -
же ний, то демп фи ро ва ние стре мит ся раз ру шить ис ход ное со стоя -
ние — со стоя ние рав но мер но го вра ще ния. По это му для по строе ния 
пра виль ной ана ло гии мы долж ны ком пен си ро вать ту со став ляю -
щую демп фи ро ва ния, ко то рая оп ре де ля ет по сто ян ное умень ше ние
уг ло вой ско ро сти. Это зна чит, что мы долж ны за ме нить (5.6)
урав не ни ем

¢¢ + = - ¢ -y y b y y dsin ( sin )m m1 2 , (5.11)

где d — не ко то рое по ло жи тель ное чис ло. Урав не ние (5.11) уже бу дет
об ла дать из вест ны ми свой ст ва ми обыч но го урав не ния Ван-дер-По ля;
его пе рио ди че ское ре ше ние бу дет ус той чи вым.

§ 6. Ре зо нанс ные яв ле ния
1. Рас смот рим тот слу чай, ко гда функ ция F в урав не нии (1.1) яв ля -
ет ся пе рио ди че ской функ ци ей вре ме ни пе рио да Т. Рас смот рим слу -
чай, ко гда

F t vy= - ¢j s( ) 2 ,

где v — не ко то рая по сто ян ная, а s по доб ра но так, что функ ция j s( )t
име ет пе ри од 2p по пе ре мен но му st. Кро ме того, при мем, что

j = 0,  Z = 0.

Ог ра ни чи ва ясь слу ча ем глав но го ре зо нан са*, по ло жим y s= +t h.
То гда сис те ма урав не ний (4.6) при ни ма ет вид

¢ = - - + +c t v cZ cZ
m

j s w y y
D

{ ( ) ( )} ( )2 1 1 ,

¢ = - + - +h t v cZ Zw s
m

j s w y
D

{ ( ) ( )}2 1 .
(6.1)

Обо зна чим че рез c0 ре ше ние урав не ния
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w s( )c 0 =

и бу дем изу чать ре ше ния урав не ния (6.1), пред по ла гая, что

c c O= +0 ( )m .

То гда

w s w m- = ¢ - + >( ) ( ) ( ),c c c O kk
0 0 1. (6.2)

Сле до ва тель но, вбли зи зна че ний с = с0 функ ции с и h бу дут ме нять -
ся мед лен но. На этом ос но ва нии, ис поль зуя прин цип ос ред не ния,
пе ре пи шем сис те му (6.1) в виде

¢ = - - + +òc
c

c t Z v c c Z dt
ms

p
j s wy y

p s

2
2 1

0
0 0 0

2 2

0

2

D( )
{ ( ) ( ) ( )} O( )m 2 ,

¢ = ¢ - + +òh c c c
c

t Z dt Ow
ms

p
j s m

p s

( ) ( )
( )

( ) ( )0 0
0 0

2
2

2 D
.

(6.3)

Сис те ма (6.3) по лу ча ет ся из сис те мы (6.1) ос ред не ни ем по t на ин -
тер ва ле (0; 2p s), по сколь ку пра вые час ти сис те мы (6.1) яв ля ют ся
пе рио ди че ски ми функ ция ми t пе рио да 2p s. При ее вы во де мы ис -
поль зу ем ус ло вия j = 0, f  = 0, Z = 0; кро ме того, было при ня то во
вни ма ние, что

dt
d

O d= +
y

s
m y( ) .

От бра сы вая чле ны по ряд ка m2, мы при дем к «уко ро чен ной» сис те ме. 
По сколь ку мы рас смат ри ва ем дви же ния с боль шей энер ги ей (w ве -
ли ко), то в пер вом из урав не ний (6.3) мы от бро сим сла гае мое c Z0

2 2
y ,

по сколь ку оно име ет по ря док О (1 4w ) и мало по срав не нию с еди -
ни цей. Кро ме того, за ме ним ве ли чи ну D асим пто ти че ским вы ра же -
ни ем (4.10). Те перь уко ро чен ные урав не ния мы бу дем пи сать в ви де

¢ = - -
ì
í
ï

îï

ü
ý
ï

þï
c c c Z

v

c
m j y2

2
0
3

0

0

,

¢ = -
-

+h
c c

c
c Z0

0
3

0
3

2
2m j .

(6.4)
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В этих урав не ни ях при ня то обо зна че ние

F F= ò
s

p

p s

2 0

2

( )s ds.

2. Воз мож ные ста цио нар ные ре жи мы оп ре де ля ют ся сис те мой
урав не ний

j yZ
v

c
=

2

0
3

,  2
2

0

0
3

mjZ
c c

c
=

-
. (6.5)

Из пер во го урав не ния мы на хо дим h. Это урав не ние яв ля ет ся
транс цен дент ным и мо жет иметь мно го кор ней (или ни од но го).
Вто рое урав не ние ли ней ное и по зво ля ет оп ре де лить с.

Обо зна чим че рез с* и h* ка кое-ли бо ре ше ние сис те мы (6.5) и
изу чим ус той чи вость это го ре ше ния.

Для это го со ста вим урав не ние в ва риа ци ях:

d m j dyy
¢ = -c c Z h2 0

5 , (6.6)

d
d

m j dy
¢ = - +h

c

c
c Z h

2
2

0
3

0
3 . (6.7)

Ис поль зуя пер вое из урав не ний (6.5), пре об ра зу ем (6.7):

d
d

m d¢ = - +h
c

c
v h

2
4

0
3

. (6.8)

Со ста вим ха рак те ри сти че ское урав не ние сис те мы (6.6) и (6.8):

l m l m j yy
2

04 0- - =v c Z . (6.9)

Мы ви дим, что ко эф фи ци ент при пер вой сте пе ни l не за ви сит
от вида функ ций f и j и для слу чая демп фи ро ва ния (m и v — од но го 
зна ка) всег да от ри ца те лен. Та ким об ра зом, лю бой ре зо нанс ный ре -
жим яв ля ет ся не ус той чи вым, если толь ко в сис те ме есть за ту ха ние.

Та ким об ра зом, мы приш ли к резуль тату, ко то рый был об на ру -
жен Ф.Л. Чер но усь ко в слу чае ко ле ба ния и вра ще ния ма ят ни ка.
Ис поль зо ва ние асим пто ти ки боль ших энер гий по ка зы ва ет его
уни вер саль ность.

3. В ка че ст ве при ме ра рас смот рим слу чай, ко гда

f y y t t( ) sin , ( ) sin= =j s s .

177



То гда

Z = siny,  Z y y= cos ,  Z yy y= - sin

и да лее

jZ h=
1

2
cos ,  j yZ h= -

1

2
sin ,  j yyZ h= -

1

2
cos .

По это му сис те ма (6.5) бу дет иметь вид

sin h
v

c
= -

4

0
3

,

m cosh
c c

c
=

- 0

0
32

.
(6.10)

От сю да сле ду ет, что су ще ст ву ют толь ко два ре зо нанс ных ре жи ма с1

и c2, при чем в од ном слу чае с1 – с0 > 0, а в дру гом с1 – с0 < 0. Ис -
поль зуя вто рое урав не ние (6.10), урав не ние (6.9) мож но пе ре пи сать 
в виде

l m l2 0

0
2

4
4

0- +
-

=v
c c

c
. (6.11)

Та ким об ра зом, в слу чае ма ят ни ка ко ле ба ние с ам пли ту дой с1

бу дет ко ле ба тель но не ус той чи во, а с ам пли ту дой с2 — апе рио ди че -
ски не ус той чи во.

За клю че ние
1. Ос нов ное со дер жа ние ра бо ты со сто ит в из ло же нии тео рии, по -
зво ляю щей изу чить слу чай боль ших энер гий с той же пол но той и
столь же эле мен тар но, как и слу чай ко ле ба ний, близ ких к ква зи ли -
ней ным. Из ло жен ная тео рия мо жет быть рас про стра не на на бо лее
об щий слу чай ко ле ба ния сис тем, со дер жа щих вра щаю щие ся зве нья 
(см. [5]).

2. Из ло же ние тех раз де лов, ко то рые по свя ще ны не ре зо нанс ным 
ре ше ни ям, опи ра ют ся на мно го чис лен ные ра бо ты, со дер жа щие
обос но ва ние ме то да ос ред не ния (см. [6], где при ве де на со от вет ст -
вую щая биб лио гра фия). Что ка са ет ся рас су ж де ний, свя зан ных с ис -
сле до ва ни ем ре зо нанс ных яв ле ний, то они но сят ин туи тив ный ха -
рак тер и тре бу ют обос но ва ния.
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Часть 2

Оп ти ми за ция, ис сле до ва ние опе ра ций
и тео рия управ ле ния



Ме то ды ди на ми че ско го про грам ми ро ва ния в тео рии 
оп ти маль ных управ ле ний
I. Сис те мы, до пус каю щие ис поль зо ва ние
шка лы управ ле ний

В по сле во ен ные годы ва риа ци он ное ис чис ле ние обо га ти лось ря дом 
ис сле до ва ний, по свя щен ных не клас си че ским за да чам (см., на при -
мер, [1]—[6]). Име ет ся так же ряд ра бот, в ко то рых пред ла га ют ся
чис лен ные ме то ды ре ше ния та ких за дач (см., на при мер, [7], [8]).
Ис поль зо ва ние вы чис ли тель ных ма шин по зво ли ло ре шить мно го
кон крет ных за дач, воз ник ших в тех ни ке. Для эф фек тив но го по -
строе ния ре ше ний ва риа ци он ную за да чу обыч но ре ду ци ру ют (при
по мо щи не об хо ди мых ус ло вий экс тре му ма) к не ко то рой крае вой
за да че.

Дан ная ра бо та по свя ще на пря мо му ре ше нию ва риа ци он ных за -
дач оп ти маль но го управ ле ния, без ис поль зо ва ния ре дук ции к крае -
вым за да чам. Тер мин «ди на ми че ское про грам ми ро ва ние» трак ту ет -
ся ав то ром весь ма про из воль но, и об су ж дае мая про цеду ра не по -
сред ст вен ной свя зи с про цеду рой Белл ма на не име ет; она свя за на
не по сред ст вен но с ме то да ми ор га ни зо ван но го пе ре бо ра, ис поль зуе -
мы ми при ре ше нии эко но ми че ских за дач (см. [9]), яв ля ет ся их
даль ней шим раз ви ти ем и адап та ци ей к за да чам ме ха ни ки управ ляе -
мых сис тем.

§ 1. За да ча о ми ни му ме функ цио на ла
1. Рас смот рим за да чу оты ска ния ми ни му ма функ цио на ла

I u F t Lu dt
T

( ) ( , )= ò
0

, (1.1)

где L — не ко то рый опе ра тор, u — функ ция t, ко то рую мы ус ло вим -
ся на зы вать «управ ле ни ем», u GÎ  — мно же ст во до пус ти мых зна че -
ний функ ции u. Оно мо жет быть за да но, на при мер, сле дую щим об -
ра зом (см. фиг. 1): если t tÎ[ , )0 1  или t t tÎ( , ]2  то зна че ния u (t) долж -
ны при над ле жать либо за штри хо ван ной об лас ти, либо ее гра ни цам
f1 и f2. От ре зок [ , ]t t1 2  «не управ ляе мый», т. е. зна че ния функ ции u (t) 
од но знач но оп ре де ля ют ся ее зна че ни ем u (t1). На при мер, если 
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f t u f t1 2( ) ( )< <  то ¢ =u a, где a — за дан ная по сто ян ная. Если пря мая 
u t t( )1 + a  в не ко то рой точ ке дос ти га ет гра ни цы, то за тем зна че ния
u (t) рав ны гра нич ным.

По стро им мно же ст во то чек {u i j } но сле дую ще му ре цеп ту. Ра зо -
бьем ин тер вал (0, t1) на N час тей точ ка ми t h h= , ,2 K  На ка ж дой из 
ука зан ных пря мых в об лас ти оп ре де ле ния G от ме тим точ ки u i j .
Пер вый ин декс бу дет обо зна чать но мер вер ти каль ной пря мой. Вто -

рой ин декс — но мер точ ки на этой
пря мой. Сис те му то чек {u i j } ус ло -
вим ся на зы вать, сле дуя Белл ма ну,
шка лой управ ле ний.

Опе ра цию, ко то рая двум точ кам 
u i j , u i k+1,  ста вит в со от вет ст вие
функ цию u ti j

i k+1, ( ), бу дем на зы вать
A-опе ра ци ей. В дан ной ра бо те мы
бу дем ис поль зо вать по ли го наль ную

ап прок си ма цию, по этому A-опе ра ция в на шем слу чае ука зан ным
точ кам ста вит в со от вет ст вие от ре зок пря мой

A u u u u
u u

h
t ihi j i k i j

i k
i j

i j i k
( , ) ( ),

, ,

+
+ +

º = +
- +

-1
1 1 . (1.2)

Оп ре де лим, кро ме того, чис ло

I F t Lu dti j
i k

i j
i k

i h

i h
+ +

+

= ò
1 1

1
, ,

( )

( , ) .

2. Пе рей дем к опи са нию ал го рит ма ди на ми че ско го про грам ми -
ро ва ния для слу чая ог ра ни че ний опи сан но го выше типа. На пер -

вом шаге фик си ру ем точ ку u j1  и при по мо -
щи A-опе ра ции со еди ним ее со все ми точ -
ка ми u s0  (см. фиг. 2). Для ка ж дой из по лу -
чен ных функ ций u s

j
0
1  вы чис ля ем I s

j
0
1 . Точ ке 

u j1  по ста вим в со от вет ст вие чис ло

I Lj

s s
j

0
1

0
1= min

и управ ле ние, на ко то ром дос ти га ет ся этот ми -
ни мум. По вто рим эту про цеду ру для ка ж дой из то чек мно же ст ва {u j1 }.

На вто ром шаге от ме тим точ ку u k2 , ле жа щую на пря мой t h= 2 ; при 
по мо щи A-опе ра ции по стро им функ ции u

j
k

1
2  и вы чис лим чис ла I

j
k

1
2 .
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Со ста вим вы ра же ние I I I
j

k j
j
k

0 1
2

0
1

1
2

,
= + . Это чис ло яв ля ет ся функ -

ци ей ин дек са j. Пусть

I Ik

j j
k

0
2

0 1
2= min
,

. (1.3)

Точ ке u k2  для лю бо го k по ста вим в со от вет ст вие чис ло I k
0
2  и

управ ле ние u, на ко то ром дос ти га ет ся* минимум (1.3).

При ме ча ние. Пред по ло жим те перь, что речь идет о ми ни ми за -
ции функ цио на ла

I F t Lu dth

h

2

0

2

= ò ( , ) .

То гда для оп ре де ле ния при бли жен но го ре ше ния нам было бы дос -
та точ но най ти чис ло

I Ih
k

k
2 0

2= min .

Ис поль зуя опи сан ную про цеду ру, ка ж дой точ ке шка лы управ ле -
ний uNi , ле жа щей на пря мой t t= 1 , мы по ста ви ли в со от вет ст вие
чис ло I Ni

0  и управ ле ние, на ко то ром реа ли зу -
ет ся это зна че ние функ цио на ла. Сле дую щий
от ре зок вре ме ни яв ля ет ся «не управ ляе мым».
Ка ж дая точ ка uNi  оп ре де ля ет од но знач но
точ ку шка лы управ ле ний, ле жа щую на пря -
мой t t= 2 , т. е. точ ку uN i+1,  (см. фиг. 3). На -
при мер, если пря мая u u t tNs= + -a( )1  не пе -
ре се ка ет гра ни цу, то эта точ ка оп ре де ля ет
точ ку

u u t tN s Ns+ ¢
= + -1 2 1, ( )a .          (1.4)

Ка ж дой та кой точ ке мы по ста вим в со от вет ст вие чис ло

I I F t L u t t dtN s Nr
nr

t

t

0
1

0 1

1

2

+ = + + -ò
, ( , ( ( ))a .
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Вслед ст вие ус ло вий не управ ляе мо го участ ка, как это вид но из
фиг. 3, точ ка f1(t2) мо жет со от вет ст во вать не сколь ким точ кам uNr  и, 
сле до ва тель но, этой точ ке мо жет со от вет ст во вать не сколь ко зна че -
ний функ цио на ла I N r

0
1+ , . Из этих зна че ний за по ми на ем наи мень -

шее и то управ ле ние, на ко то ром оно дос ти га ет ся.
Итак, на пря мой t t= 2  мы по лу чи ли не ко то рый на бор то чек 

uN r+1, , ка ж дой из ко то рых по став ле но в со от вет ст вие чис ло I N r
0

1+ , .
На уча ст ке ( , )t T2  сно ва стро им шка лу
управ ле ний и по вто ря ем всю ту про цеду -
ру, ко то рая была опи са на для ин тер ва ла
(0, t1). В резуль тате это го мы по лу чим на
пря мой t = Т точ ки umi , ка ж дой из ко то -
рых по став ле но в со от вет ст вие зна че ние
функ цио на ла I Mi

0 . Ис ко мое зна че ние
функ цио на ла мы по лу чим из ус ло вия

I I
i

Mi= min 0 .

Функ цию u (t) мы по лу чи ли в фор ме по ли го наль ной кри вой.
3. Точ ность ре ше ния за да чи оп ре де ля ет ся ша гом h и чис лом то -

чек шка лы управ ле ний. Из-за ог ра ни чен но сти па мя ти ма ши ны мы
не всег да смо жем взять дос та точ ное чис ло то чек в шка ле управ ле -
ний, и ре ше ние, ко то рое мы по лу чим, бу дет не дос та точ но точ ным.
По ка жем, что ре ше ние всег да мо жет быть уточ не но.

Обо зна чим че рез u ( )1  функ цию, ко то рую мы на шли (см. фиг.
4). По гру зим функ цию u ( )1  в не ко то рую об ласть, ог ра ни чен ную
кри вы ми f

1
1( )  и f2

1( ) . Об ласть, ог ра ни чен ная эти ми кри вы ми, долж -
на це ли ком при над ле жать об лас ти оп ре де ле ния G. Так как зна че -
ния функ ции u ( )1  мо гут сов па дать с гра нич ны ми, то и функ ции 
f
1

1( )  и f2
1( )  мо гут иметь с функ ци ей u ( )1  об щие точ ки, как это по ка -

за но на фиг. 4. Возь мем шаг h1 мень ший h, и по стро им шка лу
управ ле ний для бо лее «уз кой» об лас ти, со хра нив в но вой шка ле
управ ле ний точ ки пе ре се че ния кри вой u ( )1  с пря мы ми t nh= 1 . Для
этой шка лы управ ле ний по вто рим опи сан ную выше про цеду ру пе -
ре бо ра. В резуль тате мы по лу чим но вое зна че ние функ цио на ла I ( )2

и но вое ре ше ние u ( )2 . Так как функ ция u ( )1  со дер жит ся сре ди ло -
ма ных, ко то рые срав ни ва лись, то I I( ) ( )2 1£ .

Этот про цесс мы мо жем по вто рить лю бое чис ло раз и по лу чить
по сле до ва тель ность зна че ний функ цио на ла I (k) и управ ле ний
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u tk( ) ( ), при чем I Ik k( ) ( )- £1 . Та ким об ра зом, если функ цио нал I ог -
ра ни чен сни зу, то по сле до ва тель ность {I k} схо дит ся. Сле до ва тель -
но, по сле до ва тель ность {u k( ) } схо дит ся в смыс ле сла бой схо ди мо сти 
к функ ции u ¥ , ко то рая мо жет и не быть не пре рыв ной.

При ме ча ния. 1. Чем шире об ласть оп ре де ле ния функ ции u, тем
бо лее тру до ем ким ста но вит ся про цесс оты ска ния функ ции u ¥ . На -
обо рот, чем боль ше ог ра ни че ний на кла ды ва ет ся на об ласть до пус -
ти мых зна че ний, тем эко ном нее ста но вит ся про цеду ра рас че та. За -
да ча ста но вит ся осо бен но про стой, ко гда управ ле ние но сит ре лей -
ный ха рак тер. В этом слу чае на ка ж дом шаге шка ла управ ле ний со -
сто ит из двух то чек и к срав не нию до пус ка ют ся толь ко два
управ ле ния. Это обстоя тель ство яв ля ет ся важ ной осо бен но стью
дан но го ме то да.

2. Из ло жен ная схе ма мо жет быть рас про стра не на и на мно го -
мер ные за да чи. Пусть в вы ра же нии (1.1) функ ция u за ме не на ко -
неч но мер ным век то ром. Этот слу чай от ли ча ет ся от рас смот рен -
но го толь ко тем, что шка ла управ ле ний ста но вит ся мно го мер -
ной; все рас су ж де ния со хра ня ют свою силу. Зна чи тель но бо лее
слож ным яв ля ет ся тот слу чай, ко гда мно го мер ной ста но вит ся об -
ласть ин тег ри ро ва ния.

3. В этой ра бо те ус ло вия, ко то рым дол жен удов ле тво рять опе ра -
тор L, не об су ж да лись. Ус ло вим ся, на при мер, что функ ция F в вы -
ра же нии (1.1) име ет вид F t u( , ) или F t u u( , , )¢ .

В бо лее слож ных слу ча ях при хо дит ся вво дить бо лее слож ную
струк ту ру A-опе ра ции.

В рам ках из ла гае мой схе мы мо жет рас смат ри вать ся функ цио нал 
вида

I u F Mx Lu dt
T

( ) ( , )= ò
0

,

где х — не ко то рый век тор, М — опе ра тор. Од на ко если вы ра же ние
Мх за ви сит так же и от u, то рас су ж де ния ос та ют ся спра вед ли вы ми
толь ко в том слу чае, если вы ра же ние М (х, u) не за ви сит от ис то рии. 
На при мер, если функ ция х оп ре де ле на диф фе рен ци аль ным урав не -
ни ем х¢ = u, то из ло жен ная про цеду ра смыс ла не име ет. В са мом
деле, срав не ние при u u i j=  раз лич ных ва ри ан тов управ ле ния не пра -
во моч но, по сколь ку им бу дут со от вет ст во вать раз лич ные зна че ния х.

186



§ 2. Крае вые за да чи для урав не ния Ла гран жа
1. Рас смот рим сис те му урав не ний Ла гран жа:

d

dt

L

q

L

q
i n

i i

¶

¶

¶

¶¢
- = =0 1 2, , , ,K  , (2.1)

где I L q q t= ¢( , , ) — обоб щен ная функ ция Ла гран жа.
Пусть для урав не ния (2.1) сфор му ли ро ва на сле дую щая крае вая

за да ча: оп ре де лить ре ше ние сис те мы (2.1) — век тор q(t) — по
ус ло ви ям

t t= 0 ,  q q= ( )0 ;  t T= ,  q q T= ( ) . (2.2)

Из прин ци па Га миль то на—Ост ро град ско го сле ду ет, что крае вая 
за да ча (2.2) эк ви ва лент на сле дую щей за да че ва риа ци он но го ис чис -
ле ния: оп ре де лить «управ ле ние» — век тор q(t), ко то рый об ра ща ет в
ми ни мум функ цио нал

W q L q q t dt
T

( ) ( , , )= ¢ò
0

. (2.3)

Эта за да ча яв ля ет ся ча ст ным слу ча ем за да чи, рас смот рен ной в
§ 1 дан ной ра бо ты, и ее ре ше ние мо жет быть по лу че но при по мо -
щи про цеду ры, ко то рая там была опи са на.

2. Осо бен ность рас смат ри вае мой за -
да чи со сто ит в том, что на управ ле -
ние — век тор q не на кла ды ва ет ся ни ка ких 
ог ра ни че ний, кро ме крае вых ус ло вий.
По это му в этой за да че труд но из бе жать
ите ра ци он но го про цес са. Рас смот рим
один из воз мож ных ва ри ан тов на при ме -
ре од но го урав не ния. Итак, пусть в сис те -
ме (2.1) п = 1. То гда за да чу мож но сфор -

му ли ро вать так (см. фиг. 5): в про стран ст ве q, q ¢, t най ти кри вую, со -
еди няю щую пря мые t = 0, q q= ( )0  и t T= , q q T= ( ) , на ко то рой функ -
цио нал (2.3) дос ти га ет ми ни маль но го зна че ния.

Возь мем две про из воль ные точ ки А0 и B0, ле жа щие на этих пря -
мых, и со еди ним их пря мой. Эту пря мую мы при мем в ка че ст ве
ну ле во го при бли же ния q0. Пусть W W q0 0= ( ). За да дим шаг h T N1 1=

и чис ло d1. Шка лу управ ле ний рас по ло жим на «пря мых» t kh= ,
k = 1, 2, … , N1. Мно же ст во {q ki } бу дет со сто ять из трех то чек 
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q q khk0 0{ ( )}, q q khk1 0{ ( ) }+ d  и q q khk2 0{ ( ) }- d . Та ким об ра зом, шка ла
управ ле ний со дер жит точ ки пе ре се че ния пря мой q0 с пря мы ми 
t kh= . Под A-опе ра ци ей бу дем по ни мать опе ра цию про ве де ния пря -
мых (1.2), то гда

W L q
q q

h
t ih

q q

h
ti j

i k
i j

i k i j i k i j+ + +
= +

-
-

-æ
1 1

1
1 1

1

1

, , ,
( ); ;

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

+

ò
i h

i h

dt
1

11( )

.

Ис поль зуя опи сан ную про цеду ру пе ре бо ра, мы най дем пер вое при -
бли же ние — функ цию q1(t) и W W q1 1= ( ). За да вая но вые зна че ния 
h h= 2  и d d= 2 , по стро им но вую шка лу управ ле ний, сле дуя тому же
спо со бу, при няв в ка че ст ве то чек q k0  точ ки с ко ор ди на та ми t kh= 2 , 
q q kh= 1 2( ).

Если чис ло сте пе ней сво бо ды п > 1, то шка лу управ ле ний мы
бу дем раз ме щать на ги пер сфе рах ра диу са d, цен тры ко то рых рас по -
ло же ны в точ ках пре ды ду ще го при бли же ния.

3. Из ло жен ная схе ма рас че та мо жет быть ис поль зо ва на в раз -
лич ных за да чах ме ха ни ки, на при мер при про ек ти ро ва нии ор бит
им пульс ных пе ре ле тов в слож ных гра ви та ци он ных по лях. Рас смот -
рим, на при мер, за да чу о пе ре ле те кос ми че ско го ап па ра та за за дан -
ное вре мя Т из точ ки А (х0, у0, z0) в точ ку B (x Т, у Т, z Т) в про стран -
ст ве, свя зан ном с цент ром Зем ли; кро ме тя го те ния Зем ли учи ты ва -
ет ся еще сила при тя же ния Луны. За да ча со сто ит в оты ска нии на -
чаль но го им пуль са, реа ли зую ще го этот пе ре лет.

Урав не ния дви же ния за пи шем в сле дую щей фор ме:

m f
m m m m

1 1
1 0

1
3 1

1 2

1 2

3 1 2
&& ( )r

r
r

r r
r r= - +

-
-

ì
í
ï

îï

ü
ý
ï

þï
,

m f
m m m m

2 2
2 0

2
3 2

1 2

1 2

3 2 1
&& ( )r

r
r

r r
r r= - +

-
-

ì
í
ï

îï

ü
ý
ï

þï
.

(2.4)

Здесь m1 — мас са Луны, m2 — мас са ап па ра та, т0 — мас са Зем ли,
f — гра ви та ци он ная по сто ян ная, r1 и r2 — ра диу сы-век то ры
Луны и ап па ра та от но си тель но цент ра не под виж ной Зем ли.
Вто рое сла гае мое в пра вой час ти пер во го урав не ния мало и его 
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сле ду ет от бро сить; то гда пер вое из
урав не ний сис те мы (2.4) мож но
про ин тег ри ро вать не за ви си мо от
вто ро го.

Сис те му (2.4) пе ре пи шем так:

m f Ur1 1 1
¢¢ = Ñr , m f Ur2 2 2

¢¢ = Ñr , (2.5)

где

U
m m

r

m m

r

m m

r r
= + +

-

ì
í
î

ü
ý
þ

1

2
0 1

1

0 2

2

1 2

1 2

.

Функ цио нал W для сис те мы (2.5)
име ет вид

W m
x y z

m
x y z

f U dt
T

=
¢ + ¢ + ¢

+
¢ + ¢ + ¢

+
ì
í
î

ü
ý
þ

1
1

2
1

2
1

2

2
2

2
2

2
2

2

0 2 2ò . (2.6)

Раз мер ность шка лы управ ле ний, если стро го сле до вать из ло -
жен ной схе ме, рав на в этом слу чае шести. Од на ко, как мы это за -
ме ти ли, пер вое из урав не ний сис те мы (2.5) мо жет быть про ин тег -
ри ро ва но не за ви си мо от вто ро го. Сле до ва тель но, ве ли чи ны х1, у1,
z1, ¢x1 , ¢y1  и ¢z1  сле ду ет счи тать за дан ны ми функ ция ми вре ме ни. По -
это му в кон крет ных рас че тах раз мер ность шка лы управ ле ний бу дет
рав на трем.

При ме ча ние. Мо жет ока зать ся, что по став лен ная за да ча не име -
ет ре ше ния. В этом слу чае пред ла гае мый про цесс так же не мо жет
быть реа ли зо ван. По яс ним это на при ме ре.

Пред по ло жим, что функ ция Ла гран жа име ет вид

L
q

q

q
= + -

& 2 2 2

2

1

2

w
.

Фа зо вая плос кость это го урав не ния изо бра же на на фиг. 6. Мы ви -
дим, что лю бые две пря мые, про ве ден ные в од ной по лу плос ко сти 
q > 0 или q < 0, мож но со еди нить бес чис лен ным мно же ст вом фа зо -
вых тра ек то рий (на при мер, пря мые q1 и q2 и пря мые q3 и q4). Ка ж -
дой из этих фа зо вых тра ек то рий бу дет от ве чать свое вре мя
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дви же ния. Пе ре би рая фа зо вые тра ек то рии, ко то рые со еди ня ют две
ука зан ные пря мые, мы смо жем най ти ту, вдоль ко то рой вре мя пе -
ре хо да рав но за дан но му. Как это сле ду ет из фиг. 6, не су ще ст ву ет
фа зо вой тра ек то рии, со еди няю щей две пря мые, ле жа щие в раз ных
по лу плос ко стях, на при мер пря мые q1 и q4. Если мы пред при мем
по пыт ку реа ли зо вать из ло жен ный ал го ритм, то уже на пер вом шаге 
по лу чим рас хо дя щий ся ин те грал, по сколь ку, ка ков бы ни был вы -
бор кри вой, со еди няю щей пря мые q1 и q4, она бу дет пе ре се кать
плос кость q = 0.

§ 3. За да чи, для ко то рых спра вед лив прин цип мак си му ма
Л.С. Пон тря ги на
1. Рас смот рим сле дую щую за да чу оп ти маль но го управ ле ния: оп ре -
де лить век тор-функ цию u (t), даю щую ми ни мум функ цио на ла

F x T x u dt
T

( , ) ( , )= ò F
0

, (3.1)

при ус ло вии, что век тор-функ ция х с ком по нен та ми х1, … , хп удов -
ле тво ря ет диф фе рен ци аль но му урав не нию

¢ =x f x u( , ) (3.2)

и гра нич ным ус ло ви ям

x x( )0 0= ,  x T xT( ) = . (3.3)

Кро ме ог ра ни че ний (3.2) и (3.3) по тре бу ем, что бы u GÎ , где G мо -
жет быть и замк ну тым мно же ст вом. Век тор-функ цию f (х, u) и функ -
цию F (t) бу дем пред по ла гать не пре рыв но диф фе рен ци руе мы ми.

Если век тор-функ ции x и u ре ша ют по став лен ную ва риа ци он -
ную за да чу, то, со глас но тео ре ме Л.С. Пон тря ги на, они долж ны
быть ре ше ни ем сле дую щей крае вой за да чи: оп ре де лить век -
тор-функ ции x и р, ко то рые удов ле тво ря ют сле дую щей сис те ме
диф фе рен ци аль ных урав не ний:

¢ = Ñx ~
p H,  ¢ = -Ñp ~

x H, (3.4)

где
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H H pn= +
+

*
1 F,  H fp* ( )= . (3.5)

Функ ция F (t) оп ре де ля ет ся ра вен ст ва ми F ¢ = Ф, F (0) = 0. Функ -
ция p п+1 удов ле тво ря ет урав не нию

¢ = - =
+

p
H

Fn 1 0
¶

¶
(3.6)

при сле дую щем ус ло вии на пра вом кон це:

p Tn+
= -1 1( ) . (3.7)

Сим во лы ~Ñx и ~Ñp оз на ча ют, что гра ди ен ты вы чис ля ют ся в пред по -
ло же нии, что и (х, р, t) по сто ян на, век тор-функ ция х долж на удов -
ле тво рять ус ло вию (3.3), на ком по нен ты век тор-функ ции
р = {р1, … , рп} ни ка ких ус ло вий не на кла ды ва ет ся, век тор-функ ция 
u *  оп ре де ля ет ся ра вен ст вом

H p x p u H p x p un u n( , , , ) min ( , , , )*+ +
=1 1 . (3.8)

Как это сле ду ет из пре ды ду ще го, для ре ше ния ва риа ци он ной за да -
чи (3.1) не по сред ст вен но нель зя при ме нить ва ри ант ди на ми че ско го 
про грам ми ро ва ния, из ло жен ный в § 1.

2. Бу дем пред по ла гать сна ча ла, что мно же ст во G от кры тое; то -
гда функ ция и долж на удов ле тво рять ус ло вию

Ñ =u H 0. (3.9)

Рас смот рим функ цио нал

W x p p F x p F p H dt F Tn n

T

( , , , ) {( ) } ( )
+ +

= ¢ + ¢ - +ò1 1
0

, (3.10)

где функ ция F (t) оп ре де ле на ра вен ст ва ми

¢ =F F,  F( )0 0= . (3.11)

Обо зна чим че рез dWxi ва риа цию W при ус ло вии, что варь и ру ет ся
толь ко одна функ ция xi. Так как d dx x Ti i( ) ( )0 0= = , то
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d d
¶

¶
d

¶

¶
dW x p

H

x
x dt p

H

x
i i i

i
i i

i

= ¢ -
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ = - ¢ +

æ

è
çç

ö

ø
÷÷, x dti

TT

00
òò ,  i n=1 2, , ,K .

На ос но ва нии лем мы Ла гран жа по лу ча ем ¢ = -p H xi i¶ ¶ . При ни мая
во вни ма ние ус ло вие (3.9) ¶ ¶ ¶ ¶H x H xi i u= =( ) const , мы мо жем на пи -
сать ¢ = - =p H xi i u( )¶ ¶ const  и, сле до ва тель но, ¢ = -Ñp ~

x H.
Ана ло гич но,

d d
¶

¶
W p x

H

p
dtpi i i

i

T

= ¢ -
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ò

0

,

или ¢ = Ñx ~
p H.

Да лее,

d dW p F dtp n

T

n +
= ¢ -

+ò1 1
0

( )F ,

от ку да ¢F  = Ф, и, на ко нец,

d d dW F dt F TF p

T

n
= ¢ +

+ò 1

0

( ).

Но dF( )0 0= , по этому

d d dW F p dt F T p TF n

T

n= - ¢ + +
+ +ò 1

0
1 1( ) ( ( ) ),

от ку да ¢ = = -
+ +

p p Tn n1 10 1, ( ) .
Итак, ус ло вие, ко то рое со сто ит в том, что функ ции х и p удов -

ле тво ря ют крае вой за да че (3.3)—(3.9) в пред по ло же нии, что функ -
ция и (х, р) оп ре де ля ет ся урав не ни ем (3.9), яв ля ет ся не об хо ди мым
ус ло ви ем экс тре му ма функ цио на ла (3.10). Эти ус ло вия не об хо ди -
мы, но не дос та точ ны. Они оп ре де ля ют так же и дру гие ста цио нар -
ные зна че ния W. Оче вид но, что эти со стоя ния не мо гут быть оп ре -
де ле ны из ло жен ным ме то дом.

Та ким об ра зом, ис ход ная ва риа ци он ная за да ча для функ цио на -
ла (3.1) за ме не на дру гой ва риа ци он ной за да чей для функ цио на ла
(3.10). Для ре ше ния ис ход ной за да чи (3.1) нель зя было ис поль зо -
вать шка лу управ ле ний и из ло жен ный ал го ритм. Ва риа ци он ная за -
да ча для функ цио на ла (3.11) уже мо жет быть ре ше на пред ла гае мым 
спо со бом, если в ка че ст ве «управ ле ния» взять век тор U с ком по -
нен та ми x x F p p pn n n1 1 1, , , , , , ,K K

+
.
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При ме ча ния. 1. Век тор U име ет раз мер ность 2 2n + . Не смот ря на
это, при ре ше нии за да чи нам дос та точ но ис поль зо вать шка лу, раз -
мер ность ко то рой рав на 2п. В са мом деле, ис поль зуя тот факт, что 
pn+

º -1 1, функ цио нал (3.10) мож но пре об ра зо вать к сле дую ще му
виду:

W x p H x p x p dt
T

= ¢ - -ò {( ) [ ( , ) ( , )]}* F
0

. (3.12)

Это вы ра же ние по ка зы ва ет, что за да ча сво дит ся к по строе нию
кри вой в про стран ст ве 2n + 1 из ме ре ний (х, р, t), со еди няю щей не -
ко то рую точ ку n-мер но го мно го об ра зия S t t x x1 0 0( , )= =  с точ кой
мно го об ра зия той же раз мер но сти S t T x xT2 ( , )= = , вдоль ко то рой
функ цио нал (3.12) при ни ма ет наи мень шее зна че ние. По ло же ние
кон цов этой кри вой внут ри мно го об ра зий S1 и S2 не фик си ру ет ся,
а долж но быть оп ре де ле но.

2. В на ших рас су ж де ни ях пред по ло же ние о том, что функ ция и
оп ре де ля ет ся урав не ни ем (3.10), было су ще ст вен ным. Если оно не
вы пол ня ет ся, то не об хо ди мые ус ло вия ми ни му ма функ цио на ла W
уже не сов па да ют с ус ло вия ми за да чи (3.3)—(3.9). Од на ко ино гда
уда ет ся пре одо леть эту труд ность вве де ни ем но во го управ ле ния.
Пусть, на при мер, управ ле ние — функ ция и ог ра ни че на ус ло ви ем 
u <1. То гда по ло жим u = sinj. Ус ло вие мак си му ма по j бу дет иметь 
вид (3.9), и оп ре де ле ние новогo управ ле ния — функ ции j мо жет
быть осу ще ст в ле но из ло жен ны ми ме то да ми.

3. Мы рас смот ре ли толь ко одну из воз мож ных за дач — за да чу с
фик си ро ван ны ми кон ца ми. Од на ко лег ко убе дить ся, что це лый ряд
дру гих за дач для функ цио на ла (3.1) при ус ло вии (3.9) мо жет быть све -
ден к ва риа ци он ным за да чам для функ цио на ла типа (3.10), ко то рые
до пус ка ют при ме не ние дан но го ме то да. На при мер, мож но по ка зать,
что за да ча со сво бод ным кон цом сво дит ся к оп ре де ле нию кри вой в
про стран ст ве х, р, t, со еди няю щей мно го об ра зия S t x x1 00( , )= =  и 
S t T p2 0( , )= = , на ко то рой функ цио нал (3.12) дос ти га ет наи мень -
ше го зна че ния.

4. В этой ра бо те мы рас смот ре ли за да чи для функ цио на ла
спе ци аль но го вида (3.1). Од на ко в рам ках из ла гае мой схе мы мо -
гут быть рас смот ре ны и дру гие типы функ цио на лов, на при мер
функ цио на лы вида I (х, и). Мо жет быть рас смот рен и бо лее об -
щий слу чай, ко гда сис те ма урав не ний за ви сит от функ цио на ла 

¢ =x f x u F( , , ).
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Един ст вен ным ог ра ни че ни ем, не об хо ди мым для ре дук ции ис -
ход ной за да чи к за да че, до пус каю щей при ме не ние ме то дов ди на -
ми че ско го про грам ми ро ва ния со шка лой управ ле ний, яв ля ет ся воз -
мож ность так вве сти управ ле ние, что бы прин цип мак си му ма был
спра вед лив и при во дил нас к урав не нию Ñu H = 0. (Ра зу ме ет ся, при 
этом мы на хо дим толь ко те ре ше ния, ко то рые от ве ча ют экс тре -
маль ным зна че ни ям функ цио на ла W.)

За клю че ние
Из ло жен ная схе ма чис лен но го ре ше ния ва риа ци он ных за дач име ет
ряд дос то инств и, по-ви ди мо му, мо жет быть ис поль зо ва на для раз -
ра бот ки стан дарт ных спо со бов чис лен но го ре ше ния до воль но ши -
ро ко го кру га за дач.

В на стоя щее вре мя для прак ти че ско го ре ше ния ва риа ци он ных
за дач ис поль зу ет ся ре дук ция по след них к крае вым за да чам для
обык но вен ных диф фе рен ци аль ных урав не ний. В свою оче редь, для
ре ше ния этих за дач упот реб ля ют ся раз лич ные ме то ды ор га ни зо ван -
но го по ис ка: ме тод гра ди ент но го спус ка, ме тод Нью то на и т. д. Эти 
ме то ды тре бу ют ре ше ния за да чи Коши. Ре ше ние за да чи Коши в
об щем слу чае не ус той чи во, и при боль ших ин тер ва лах вре ме ни ме -
то ды ор га ни зо ван но го по ис ка чрез вы чай но тру до ем ки, а ино гда и
про сто не реа ли зуе мы на со вре мен ных ЭВМ, даже в слу чае хо ро ше -
го пер во го при бли же ния.

Пред ла гае мые ме то ды не тре бу ют ре ше ния за да чи Коши. На
ка ж дом шаге ите ра ци он но го про цес са все крае вые ус ло вия удов ле -
тво ря ют ся. Этот ите ра ци он ный про цесс всег да схо дит ся, не за ви си -
мо от ха рак те ра пер во го при бли же ния. (Хо ро шее пер вое при бли же -
ние толь ко со кра ща ет чис ло ите ра ций.)

В дан ной ра бо те рас смат ри вал ся не ко то рый оп ре де лен ный
класс за дач, ко то рые мы на зва ли за да ча ми, до пус каю щи ми ис поль -
зо ва ние шка лы управ ле ний. Лег ко ука зать прак ти че ски очень важ -
ные за да чи, ко то рые не мо гут быть ре ше ны опи сан ным спо со бом.
Од на ко в том слу чае, ко гда ми ни ми зи руе мый функ цио нал ад ди ти -
вен для та ких за дач, так же мо гут быть раз ви ты ме то ды ди на ми че -
ско го про грам ми ро ва ния. Од на ко они по тре бу ют вве де ния но во го
по ня тия шка лы со стоя ний. Это му во про су бу дет по свя ще на сле -
дую щая ста тья. Ав тор ис крен не бла го да рен Н.Я. Ба гае вой,
Д.Е. Охо цим ско му, Б.Н. Пше нич но му и Ф.Л. Чер но усь ко, за ме ча -
ния ми ко то рых он вос поль зо вал ся при под го тов ке ста тьи к пе ча ти.
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Ме то ды ди на ми че ско го про грам ми ро ва ния в тео рии 
оп ти маль ных управ ле ний
II. Об щий слу чай ад ди тив ных функ цио на лов

В пер вой час ти этой ра бо ты [1] были рас смот ре ны не ко то рые за да -
чи ва риа ци он но го ис чис ле ния, чис лен ное ре ше ние ко то рых мож но 
было по стро ить спе ци аль ной ор га ни за ци ей пе ре бо ра с ис поль зо ва -
ни ем шка лы управ ле ний. Од на ко ме тод, раз ви тый в пер вой час ти,
по зво лил рас смот реть толь ко очень уз кий класс за дач. На при мер,
наши рас су ж де ния пе ре ста ва ли быть спра вед ли вы ми, если речь
шла о ми ни ми за ции функ цио на ла

F x u dt
T

( , )
0
ò ,

где х — век тор, удов ле тво ряю щий диф фе рен ци аль но му урав не нию 
¢ =x f x u( , ), и — управ ле ние.

В дан ной час ти ра бо ты рас смат ри ва ет ся об щий слу чай ад ди тив -
ных функ цио на лов

A t t A t A t( ) ( ) ( )1 2 1 2+ = + ,

т. е. функ цио на лов, для ко то рых спра вед лив прин цип Белл ма на.

§ 4. Одна ва риа ци он ная за да ча тео рии мат риц
1. Все за да чи, ко то рые были рас смот ре ны в пер вой час ти ра бо ты, и 
за да чи, ко то рые бу дут рас смот ре ны в дан ной час ти, сво дят ся, как
мы это уви дим, к сле дую щей ва риа ци он ной за да че тео рии мат риц.

Пусть мы име ем трех мер ную мат ри цу

M I
kj
i= { },  i = 1, 2, …, N,  k = 1, 2, …, N1,  j = 1, 2, …, N1,

где I
kj
i  — за дан ные чис ла. Тре бу ет ся ра зы скать ми ни мум сум мы

I I
k j kj

i

i

N

=
=
åmin

,
1

. (4.1)
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Ми ни мум бе рет ся по всем k, j при ус ло вии что из ка ж до го i-го слоя
мы бе рем один эле мент, при чем так, что бы вто рой ниж ний ин декс
i-го сла гае мо го рав нял ся пер во му ниж не му ин дек су (i + 1)-го
сла гае мо го.

2. Для ре ше ния этой за да чи ис поль зу ет ся сле дую щий ал го ритм. 
Вве дем обо зна че ние

I Is
l

k j kj
i

i

l

=
=
åmin

,
1

. (4.2)

При вы чис ле нии I s
l  вво дит ся до пол ни тель ное тре бо ва ние: что -

бы эле мент I
ks
l  но ме ра l имел в ка че ст ве вто ро го ниж не го ин дек са

чис ло s. Так как s ме ня ет ся от 1 до N1, то верх не му ин дек су l бу дет
от ве чать N1 сумм вида (4.2).

По ка жем, как стро ят ся сум мы I s
l . Пред по ло жим, что I r

l-1  по -
строе ны. Рас смот рим мно же ст во эле мен тов I

ks
l , у ко то рых фик си -

ро ван вто рой ниж ний ин декс. Это мно же ст во со сто ит из N1 чи сел.
То гда, оче вид но,

I I Is
l

r
r
l

rs
l= +-min { }1 . (4.3)

Этим пу тем для l = N мы на хо дим N1 сумм I s
N , по сле чего

I I
s

s
N= min . (4.4)

На ка ж дом шаге (пе ре ход от верх не го ин дек са l – 1 к ин дек су l )
мы со вер ша ем N1 сло же ний и срав не ний. Та ким об ра зом, все го мы 
про де лы ва ем NN N

1
2

1+  по доб ных опе ра ций. Стан дарт ная про грам -
ма ре ше ния этой мат рич ной за да чи дана в [2].

При ме ча ния. 1. Мы пред по ла га ли, что мат ри ца М пред став ля ет
со бой па рал ле ле пи пед. Мо жет ока зать ся, что ка ж до му ин дек су i от -
ве ча ет своя не квад рат ная мат ри ца чи сел

{ }I
kj
i ,  k = 1, 2, …, N1i,  j = 1, 2, …, N2i.

То гда мы на зна ча ем в ка че ст ве чис ла N1 наи боль шее из чи сел N1i и
N2i и в пус тую щие ячей ки по ме ща ем чис ло, вос при ни мае мое ма -
ши ной в ка че ст ве ¥. Если речь идет об оты ска нии мак си му ма сум -
мы (4.1), то мы в эти ячей ки по ме ща ем чис ло - ¥.
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2. Из ло жен ный ал го ритм ана ло ги чен ал го рит му пе ре бо ра, при -
ве деннoму в [3].

3. Мо жет ока зать ся, что объ ем мат ри цы бу дет на столь ко боль -
шим, чтo из ло жен ная схе ма бу дет не реа ли зуе ма на ма ши не. В этом 
слу чае мы вы ну ж де ны ис поль зо вать раз лич ные ите ра ци он ные схе -
мы, ко то рые по зво ля ют ис поль зо вать на ка ж дом шаге не зна чи тель -
ную часть мат ри цы М. При ве дем одну из воз мож ных ите ра ци он ных 
схем.

Пусть нам за да но не ко то рое «пер вое при бли же ние»

I I I
k j k j0
1 2

1
0

1
0

2
0

2
0= + +K ,  k j

i i+
=

1
0 0 .

По стро им мат ри цу М1, со стоя щую из 9N чи сел. Ка ж до му ин -
дек су i бу дет от ве чать сле дую щая де вят ка чи сел:

I I I
k j
i

k j
i

k j
i

i i i i i i
0 0 0 0 0 01 1, , ,

, ,
+ -

;  I I I
k j
i

k j
i

k j
i

i i i i i i
0 0 0 0 0 01 1 1 1 1, , ,

, ,
+ + + - +

;

I I I
k j
i

k j
i

k j
i

i i i i i i
0 0 0 0 0 01 1 1 1 1, , ,

, ,
- + - - -

.

Для дан ной мат ри цы ре ша ем за да чу оп ре де ле ния ми ни му ма
сум мы (4.1), этот ми ни мум обо зна чим че рез I1.

Ис поль зуя дан ное при бли же ние, стро им мат ри цу М2 так же,
как М1. Да лее стро им сум му I2 и т. д.

По по строе нию I I I0 1 2³ ³ ³K Так как мат ри ца М ко неч на, то
на ко неч ном шаге мы по лу чим I Is s=

+1 .

При ме ча ния. 1. Пред ла гае мая схе ма по сле до ва тель ных при бли -
же ний нам мо жет дать толь ко ло каль ный ми ни мум.

2. Из ло жен ная схе ма яв ля ет ся толь ко при ме ром. В за ви си мо сти 
от объ е ма па мя ти ма ши ны и струк ту ры мат ри цы М мо гут быть ис -
поль зо ва ны са мые раз но об раз ные ите ра ци он ные спо со бы, ос нов -
ная цель ко то рых — све сти по став лен ную за да чу к за да че с мень -
шим объ е мом мат ри цы М.

4. Один из про стей ших при ме ров, ко то рый сво дит ся к рас смот -
рен ной за да че, — это про бле ма оп ти ми за ции функ цио на ла

I u F u u dt
T

( ) ( , )= ¢ò
0

, (4.5)
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ко то рая изу ча лась в § 1 дан ной ра бо ты.
Мы ап прок си ми ро ва ли ре ше ние ло ма ной. Для это го на плос ко -

сти (u, t) была по строе на шка ла управ ле ний — мно же ст во то чек
{u j

i }, ле жа щих на пря мых t ih= . Ка ж дая из то чек u j
i  со еди ня лась

пря мой с ка ж дой из то чек u
k
i +1 :

u u
u u

h
t ih

j k
i

j
i k

i
j
i

,
( )+

+

= +
-

-1
1

.

И вдоль это го от рез ка пря мой вы чис ля лись зна че ния функ цио на ла

I F u
u u

h
dt

j k
i

jk
i k

i
j
i

ih

i h

,

( )

,+ +

++

=
-æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ò1 1

11

.

Чис ла I
j k
i
,
+1  об ра зу ют мат ри цу М.

5. В из вест ных ус ло ви ях эта схе ма мо жет быть ис поль зо ва на
при ре ше нии крае вых за дач для обык но вен ных диф фе рен ци аль ных 
урав не ний. Пред по ло жим, что мы име ем сис те му

¢ =x f x xi i n( , , )1 K (4.6)

и тре бу ет ся оп ре де лить ее ре ше ние, удов ле тво ряю щее ус ло ви ям

x ai i( )0 = ,  i = 1, 2, …, k;

x T bi i( ) = ,  i = k + 1, …, n. (4.7)

Рас смот рим функ цио нал

I f dtn i i n

T

( , , ) ( ( , , ))x x x x x1 1
2

0

K K= ¢ -åò . (4.8)

Оты ска ние ре ше ния крае вой за да чи (4.6)—(4.7) эк ви ва лент но
оты ска нию аб со лют но го ми ни му ма функ цио на ла (4.8) на мно же ст -
ве век то ров x(t), удов ле тво ряю щих ус ло ви ям (4.7). Та ким об ра зом,
ра зы ски вая опи сан ным ме то дом все воз мож ные ми ни му мы функ -
цио на ла (4.8) и от би рая те из них, ко то рые рав ны нулю, мы най дем 
все воз мож ные ре ше ния ис ход ной крае вой за да чи. Для по лу че ния
дос та точ но точ но го ре ше ния не об хо ди мо ис поль зо вать ите ра ци он -
ную схе му, при этом про цесс сче та бу дет всег да ус той чи вым и всег -
да бу дет иметь место схо ди мость по функ цио на лу, если ре ше ние
крае вой за да чи су ще ст ву ет.
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При ме ча ние. К мат рич ной за да че, рас смот рен ной в дан ном па -
ра гра фе, лег ко сво дит ся за да ча оп ре де ле ния гео де зи че ских на дан -
ной по верх но сти F (х, у, z) = 0. Чис ла I

jk
i  — это про сто дли ны от -

рез ков, со еди няю щих оп ре де лен ным об ра зом упо ря до чен ное мно -
же ст во уз лов сет ки, на тя ну той на по верх ность. С дру гой сто ро ны,
оты ска ние гео де зи че ской, про хо дя щей че рез две за дан ные точ ки,
сво дит ся к ре ше нию не ко то рой крае вой за да чи для диф фе рен ци -
аль ных урав не ний, ко то рым удов ле тво ря ет гео де зи че ская. Та ким
об ра зом, тот факт, что с этой сис те мой урав не ний ас со ции ро ва на
оп ре де лен ным об ра зом по верх ность, по от но ше нию к ко то рой тра -
ек то рии этой сис те мы об ла да ют оп ре де лен ны ми ми ни маль ны ми
свой ст ва ми, по зво ля ет при ме нить не по сред ст вен но ме то ди ку это го
па ра гра фа без ре дук ции к за да че типа (4.8).

§ 5. За да чи тео рии оп ти маль но го управ ле ния
1. Рас смот рим один ча ст ный слу чай за да чи тео рии оп ти маль но го
управ ле ния — за да чу о ми ни му ме функ цио на ла

I u F x u dt
T

( ) ( , )= ò
0

, (5.1)

где и — управ ляю щий век тор раз мер но сти т, х — век тор раз мер но -
сти п, из ме не ние ко то ро го опи сы ва ет ся диф фе рен ци аль ным
урав не ни ем

¢ =x f x u( , ). (5.2)

На управ ле ние-век тор и и век тор х бу дут на ло же ны еще сле дую щие 
уcловия:

u G uÎ , (5.3)
x G xÎ , (5.4)
x G( )0 0Î , (5.5)
x T GT( ) Î ; (5.6)

мно же ст ва Gи и Gх мо гут быть от кры ты ми или замк ну ты ми. Ус ло вие
(5.4) на кла ды ва ет ог ра ни че ния на фа зо вые ко ор ди на ты. G0 и
GT — мно го об ра зия, имею щие раз мер ность мень шую, чем п. Мо гут
рас смат ри вать ся так же за да чи, в ко то рых ог ра ни че ние (5.6) от сут ст ву -
ет. Та кие за да чи мы бу дем на зы вать за да ча ми со сво бод ным кон цом.
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По доб но за да че о ми ни му ме функ цио на ла, рас смот рен ной в § 1,
эта за да ча так же мо жет быть све де на к ва риа ци он ной за да че пре -
ды ду ще го па ра гра фа. Од на ко для этой цели уже не мо жет быть ис -
поль зо ва на шка ла управ ле ний.

2. Вве дем по ня тие шка лы со стоя ний. Рас смот рим для это го
про стран ст во (х, t) и за да дим шаг h. В ги пер п ло ско стях t ih=  раз -
мес тим ко неч ные мно же ст ва { }P j

i  — мно же ст ва уз лов се точ ной схе -
мы. Со во куп ность этих мно жеств мы бу дем на зы вать шка лой со -
стоя ний. При ни ма ет ся, что точ ка шка лы со стоя ний P Gj

i
xÎ . Тем

са мым тра ек то рия, про хо дя щая че рез точ ки шка лы со стоя ний,
удов ле тво ря ет фа зо вым ог ра ни че ни ям ав то ма ти че ски.

Для того что бы све сти эту за да чу к за да че § 4, нам надо со еди -
нить все точ ки P j

i  с точ ка ми P
k
i +1  и вы чис лить вдоль этих кри вых

I F x u dt
jk
i

ih

i h

+

+

= ò1

1

( , )
( )

. (5.7)

Но эти кри вые долж ны удов ле тво рять диф фе рен ци аль ным урав не -
ни ям (5.2).

Пусть нам даны две точ ки Р и Q. Мо гут пред ста вить ся два
слу чая:

1) че рез эти две точ ки нель зя про вес ти ин те граль ную кри вую
сис те мы (5.2), удов ле тво ряю щую ус ло вию (5.4), ка ко во бы ни было 
управ ле ние и (t), удов ле тво ряю щее ус ло вию (5.3). В этом слу чае
точ ка Q на зы ва ет ся не дос ти жи мой из точ ки Р, и при по строе нии
мат ри цы М в ячей ке, со от вет ст вую щей зна че нию функ цио на ла при 
пе ре хо де из точ ки Р в точ ку Q, мы по ме ща ем ¥;

2) су ще ст ву ют управ ле ния, ко то рые пе ре во дят сис те му из со -
стоя ния Р в со стоя ние Q. Это зна чит, что мож но най ти та кое
управ ле ние и (t) ÎG u , что точ ки Р и Q ока жут ся на од ной ин те -
граль ной кри вой сис те мы (5.2). В этом слу чае точ ка Q бу дет дос ти -
жи мой точ кой.

В по след нем слу чае наша за да ча со сто ит в оты ска нии та ко го
управ ле ния и (t), ко то рое обес пе чи ва ло бы пе ре ход сис те мы из точ -
ки Р в точ ку Q со глас но диф фе рен ци аль ным урав не ни ям (5.2). Ти -
пич ным яв ля ет ся тот слу чай, ко гда ре ше ние этой за да чи не един ст -
вен но. Мы долж ны вы брать то ре ше ние, ко то рое дос тав ля ет функ -
цио на лу (5.7) наи мень шее зна че ние.

Итак, мы при хо дим к вспо мо га тель ной ва риа ци он ной за да че:
оп ре де лить управ ле ние u (t), ко то рое пе ре во дит сис те му (5.2) из
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со стоя ния P j
i  в со стоя ние P

k
i +1  и со об ща ет функ цио на лу (5.7) наи -

мень шее зна че ние.
Эта за да ча бо лее лег кая, чем ис ход ная, по сколь ку в ней от сут -

ст ву ют фа зо вые ог ра ни че ния.
Опе ра цию, ко то рая двум за дан ным точ кам ста вит в со от вет ст -

вие управ ле ние и (t), пе ре во дя щее сис те му из од ной точ ки в дру -
гую, и ми ни маль ное зна че ние функ цио на ла (5.7), ко то рое дос ти га -
ет ся на этом от рез ке тра ек то рии, бу дем на зы вать эле мен тар ной
опе ра ци ей. В от ли чие от опе ра ции, ко то рая ис поль зо ва лась в пер -
вой час ти ра бо ты, эту опе ра цию бу дем на зы вать В-опе ра ци ей. Та -
ким об ра зом, B-опе ра ция — это не ко то рый спо соб ре ше ния вспо -
мо га тель ной ва риа ци он ной за да чи.

Итак, об щая схе ма ре ше ния за дач оп ти маль но го управ ле ния та -
ко ва: стро ит ся шка ла со стоя ний, учи ты ваю щая все фа зо вые ог ра -
ни че ния. Да лее со став ля ют ся стан дарт ная про грам ма для эле мен -
тар ной опе ра ции и мат ри ца М. Для этой мат ри цы ре ша ет ся ва риа -
ци он ная за да ча, по став лен ная в § 4.

Во всей этой схе ме наи бо лее труд ным во про сом яв ля ет ся реа -
ли за ция эле мен тар ной опе ра ции. Его ре ше ние за ви сит от кон крет -
но го со дер жа ния за да чи и труд но для стан дар ти за ции. В сле дую -
щем па ра гра фе бу дет опи сан ряд спо со бов по строе ния B-опе ра ции.

При ме ча ния. 1. Для прак ти че ско го при ме не ния дан но го ме то да,
т. е. при его про грам ми ро ва нии, нет не об хо ди мо сти сра зу вы чис лять 
всю мат ри цу М. Сле ду ет иметь стан дарт ный блок пе ре бо ра при пе -
ре хо де от i-го слоя к (i + 1)-му и вы чис лять лишь те эле мен ты мат -
ри цы М, ко то рые не об хо ди мы для реа ли за ции это го пе ре бо ра.

2. Пред по ло жим, что для не ко то рой за да чи нам уда лось реа ли зо -
вать ука зан ную схе му рас че та и мы на шли не ко то рую тра ек то рию Г0

управ ле ния u0 и зна че ние функ цио на ла вдоль этой тра ек то рии I0.
Мы всег да мо жем уточ нить это ре ше ние, умень шив шаг по t и по -
стро ив в ок ре ст но сти Г0 но вую шка лу со стоя ний с мень ши ми ша га -
ми по пе ре мен ным xi (ком по нен ты век то ра х). Но вую шка лу со стоя -
ний надо стро ить так, что бы точ ки ста рой шка лы со стоя ний были
сре ди то чек но вой. В резуль тате мы по лу ча ем но вое ре ше ние — кри -
вую Г1, управ ле ние u1  и функ цио нал I1. Так как кри вая Г0 на хо ди -
лась сре ди тра ек то рий, до пу щен ных к срав не нию, то I I1 0£ .

Опи сан ный про цесс мож но по вто рять не ог ра ни чен ное чис ло
раз. В резуль тате мы по лу чим по сле до ва тель ность управ ле ний {ип}
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и по сле до ва тель ность функ цио на лов {In}, при чем I I I0 1 2³ ³ ³ K

В том слу чае, ко гда функ цио нал I ог ра ни чен сни зу, по сле до ва -
тель ность {In} схо дит ся. Сле до ва тель но, в этом слу чае по сле до ва -
тель ность {иn} схо дит ся в смыс ле схо ди мо сти по функ цио на лу.

Итак, раз ви тый ме тод по зво ля ет стро ить сла бо схо дя щую ся по -
сле до ва тель ность управ ле ний.

3. К рас смат ри вае мой за да че мо жет быть све де на за да ча, в ко -
то рой ог ра ни че ния име ют ха рак тер ин те граль ных не ра венств.
Пусть, на при мер, тре бу ет ся най ти фа зо вую тра ек то рию, вдоль ко -
то рой для лю бо го t TÎ[ , ]0

F ( , )x u dt C
t

£ò
0

, (5.8)

где С — за дан ная по сто ян ная. Вве дем но вую пе ре мен ную x n+1 :

¢ =
+

x x un 1 F ( , ).

То гда ус ло вие (5.8) бу дет оз на чать, что x Cn+
£1  для лю бых t из ин -

тер ва ла (0, Т). Та ким об ра зом мы приш ли к рас смот рен ной за да -
че, но для но во го век то ра х* (t), раз мер ность ко то ро го на еди ни цу
выше.

За да ча по доб но го рода воз ни ка ет, на при мер, в ди на ми ке кос -
ми че ско го ап па ра та, дви жу ще го ся внут ри поя сов ра диа ции. На ли -
чие ра диа ции, плот ность ко то рой оп ре де ля ет ся не ко то рой функ ци -
ей Y( , , )x y z  (х, у, z — де кар то вы ко ор ди на ты), на кла ды ва ет оп ре де -
лен ные тре бо ва ния на тра ек то рию: сум мар ная ра диа ция не долж на
пре вос хо дить не ко то ро го пре де ла

Y( , , )x y z dt C
T

0
ò £ .

Эта за да ча была рас смот ре на в [4].
4. Точ но так же мо гут быть рас смот ре ны раз лич ные ва ри ан ты

изо пaри мет ри че ских за дач. Пусть, на при мер, ог ра ни че ние име ет
вид

F ( , )x u dt C
T

=ò
0

. (5.9)

Вве дем но вую пе ре мен ную x n+1 , как в пре ды ду щем при ме ча нии. То -
гда ус ло вие (5.9) нам даст гра нич ное ус ло вие при t = Т: x T Cn+

=1 ( ) .
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§ 6. О по строе нии эле мен тар ной опе ра ции
По строе ние эле мен тар ной опе ра ции яв ля ет ся цен траль ным во про -
сом тео рии. Здесь очень труд но дать ка кие-ли бо об щие ре ко мен да -
ции. По это му в дан ном па ра гра фе мы об су дим ряд со об ра же ний,
по зво ляю щих во мно гих слу ча ях эф фек тив но реа ли зо вать эле мен -
тар ную опе ра цию.

1. За да ча по строе ния эле мен тар ной опе ра ции со сто ит в раз ра -
бот ке ал го рит ма вы бо ра управ ле ния, оп ти маль ным об ра зом пе ре во -
дя ще го сис те му из од но го со стоя ния в дру гое, близ кое со стоя ние.
Эта бли зость ис ход но го и ко неч но го со стоя ний по зво ля ет раз вить
во мно гих за да чах эф фек тив ные спо со бы реа ли за ции B-опе ра ции.

Рас смот рим сна ча ла один про стой при мер — за да чу о пе ре хо де
кос ми че ско го ап па ра та за вре мя t из точ ки х0, y0, ¢x 0 , ¢y0  в близ кую
точ ку x y x yt t t t, , ,¢ ¢  в пред по ло же нии, что он на хо дит ся под дей -
ст ви ем нью то нов ско го гра ви та ци он но го поля и снаб жен иде аль но
ре гу ли руе мым дви га те лем ма лой тяги. В этом слу чае функ цио нал
(5.1) и сис те ма урав не ний (5.2) име ют вид

I q q dt
t

( ) = ò 2

0

; (6.1)

¢¢ = + ¢¢ = +x f q u y f q u1 2cos , sin . (6.2)

Здесь х и у — де кар то вы ко ор ди на ты; f1 и f2 — ком по нен ты на пря -
жен но сти гра ви та ци он но го поля:

f
x

x y1 2 2 3
2

= -
+( )

,  f
y

x y
2 2 2 3

2

= -
+( )

;

q и и — ис ко мые управ ле ния.
На ве ли чи ны q и и ни ка ких ог ра ни че ний не на кла ды ва ет ся.
За ме ной ¢ = ¢ =x yx h,  сис те ма (6.2) сво дит ся к сис те ме урав не -

ний пер во го по ряд ка. Так как фа зо вые ог ра ни че ния счи та ют ся
удов ле тво рен ны ми вы бо ром то чек Р0 (х, у) и Рt (х t, y t), то вспо мо -
га тель ная за да ча — это клас си че ская за да ча и к ней мо жет быть
при ме нен прин цип мак си му ма.

Да лее, точ ки Р0 и Рt бу дем брать на столь ко близ ки ми, что бы
функ ции f1 и f2 мож но было счи тать по сто ян ны ми. В этих пред по -
ло же ни ях со ста вим га миль то ни ан

H p p f p f p H= + + + +x h1 2 1 3 2 4
* ,  H q p u p u q* ( cos sin )= + -3 4

2 . (6.3)
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Ус ло вия для оп ре де ле ния функ ций q и u, со глас но Л.С. Пон тря ги ну,
име ют вид

¶

¶

H

u
q p u p u

*

( sin cos )= - - =3 4 0,

¶

¶

H

q
p u p u q

*

cos sin= - - =3 4 2 0.
(6.4)

От ку да

cos u
p

p p
=

+

3

3
2

4
2

,  sin u
p

p p
=

+

4

3
2

4
2

,  q p p= +
1

2
3
2

4
2 . (6.5)

Со ста вим урав не ния для им пуль сов

¢ =p1 0,  ¢ =p2 0,  ¢ = -p p3 1 ,  ¢ = -p p4 2 . (6.6)

Сис те ма урав не ний (6.6) ин тег ри ру ет ся в яв ном виде:

p1 = const,  p2 = const,  p p p t3 30 1= - ,  p p p t4 40 2= - . (6.7)

Вер нем ся те перь к сис те ме (6.2), ис поль зуя (6.5) и (6.7):

¢¢ = + - ¢¢ = + -x f p p t y f p p t1 30 1 2 40 2

1

2

1

2
( ), ( ).

Эта сис те ма ин тег ри ру ет ся в яв ном виде. Для оп ре де ле ния p1, р2, р30

и p40 мы по лу ча ем че ты ре урав не ния:

¢ = ¢ + + -
æ

è
çç

ö

ø
÷÷x x f p

p
( ) ( )t t t

t
0

1

2 21 30
1

2

,

¢ = ¢ + + -
æ

è
ç

ö

ø
÷y y f p

p
( ) ( )t t t

t
0

1

2 2
2 40

2
2

,

x x x
f

p
p

( ) ( ) ( )t t
t

t
t

= + ¢ + + -
æ

è
çç

ö

ø
÷÷0 0

2

1

4 3
1

2

30
2 1

3

,

y y y
f

p
p

( ) ( ) ( )t t
t

t
t

= + ¢ + + -
æ

è
ç

ö

ø
÷0 0

2

1

4 3
2

2

40
2 2

3

.
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Та ким об ра зом, в рас смат ри вае мой за да че эле мен тар ная опе ра -
ция све лась к ре ше нию сис те мы ли ней ных ал геб раи че ских
урав не ний.

При ме ча ние. Вме сто ги по те зы по сто ян но го поля мож но ис поль -
зо вать ги по те зу «ли неа ри зо ван но го» поля:

f x1
2= - w ,  f y2

2= - w ,

где по сто ян ное чис ло w2 2 21 3
2= +( )x y , где х и у при ня ты рав ны ми

сред ним зна че ни ям. В этом слу чае эле мен тар ная опе ра ция так же
сво дит ся к ре ше нию сис те мы ли ней ных ал геб раи че ских урав не ний. 
Ли ней ная ап прок си ма ция гра ви та ци он но го поля ока зы ва ет ся очень 
удоб ной во мно гих за да чах ди на ми ки кос ми че ских ап па ра тов. Ее
при ме не ние по зво ля ет ис поль зо вать боль шой шаг по вре ме ни, т. е.
брать мат ри цу М срав ни тель но ма ло го объ е ма.

2. В рас смат ри вае мом при ме ре эле мен тар ную опе ра цию уда ет ся 
за пи сать в яв ном виде. Этот слу чай яв ля ет ся ис клю чи тель ным.
В об щем слу чае мы стал ки ва ем ся с це лым ря дом труд но стей. При
реа ли за ции эле мен тар ной опе ра ции сле ду ет ис поль зо вать бли зость
то чек Р0 и Рt. Это осу ще ст в ля ет ся сле дую щим об ра зом:

а) в силу бли зо сти то чек Р0 и Рt пе ре ход из со стоя ния Р0 в со -
стоя ние Рt реа ли зу ет ся без фа зо вых ог ра ни че ний. По это му мы мо -
жем ис поль зо вать прин цип мак си му ма. Бли зость этих со стоя ний
по зво ля ет так же сде лать ряд уп ро ще ний в сис те ме урав не ний. Они
долж ны быть сде ла ны с та ким рас че том, что бы сис те ма урав не ний
для им пуль сов мог ла быть про ин тег ри ро ва на точ но, то гда мы бу дем 
иметь пред став ле ние о струк ту ре управ ле ния;

б) если сис те ма урав не ний для им пуль сов мо жет быть про ин -
тег ри ро ва на, то им пуль сы бу дут оп ре де ле ны с точ но стью до по сто -
ян ных ин тег ри ро ва ния. Сле до ва тель но, по сле ис клю че ния управ ле -
ния мы при дем к сис те ме урав не ний от но си тель но x i , пра вые час -
ти ко то рых со дер жат не из вест ные по сто ян ные.

Ис поль зуя крае вые ус ло вия при t = t, мы по лу чим сис те му урав -
не ний для оп ре де ле ния этих по сто ян ных. Если ин тер вал t мал, то
долж на быть по строе на ко неч но раз но ст ная схе ма, ко то рая по зво ли -
ла бы за ме нить по лу чен ную сис те му диф фе рен ци аль ных урав не ний
сис те мой транс цен дент ных урав не ний от но си тель но не из вест ных
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кон стант. В ка че ст ве при ме ра, ко то рый по яс ня ет ска зан ное, рас -
смот рим сис те му урав не ний

¢ = +x f x x ui i n i( , , ) ( )1 K j . (6.8)

Управ ле ние — функ ция и — долж но быть вы бра но так, что бы при t = t

x f u dtn n+ +
= ò1 1

0

( )
t

об ра ща лась в ми ни мум. Про стей шая схе ма мо жет быть по лу че на
сле дую щим об ра зом.

В сис те ме (6.8) по ло жим f fi i= , где f i  — по сто ян ные, рав ные,
на при мер, сред ним зна че ни ям этих функ ций на ин тер ва ле из ме не -
ния. То гда урав не ния для им пуль сов да дут нам рi = соnst, а из
прин ци па мак си му ма бу дет сле до вать, что управ ле ние вы би ра ет ся
так, что j i i np f u-

+å 1 ( ) при ни ма ет мак си маль ное зна че ние.
Сле до ва тель но, управ ляю щая функ ция — это не ко то рая по сто -

ян ная, за ви ся щая оп ре де лен ным об ра зом от по сто ян ных рi, т. е. 
u U p pn= ( , , )1 K  и, сле до ва тель но, j i i nu p p( ) ( , , )= F 1 K .

Ин тег ри руя сис те му (6.8) и ис поль зуя ус ло вия при t = t, мы
при дем к сис те ме урав не ний

F i n
i i

ip p
x x

f( , , )
( ) ( )

1

0
K =

-
+

t

t
. (6.9)

Итак, в дан ном при ме ре эле мен тар ная опе ра ция све де на к ре ше -
нию не ко то рой транс цен дент ной сис те мы. Фор му лы (6.9) — это
про стей шие ко неч но раз но ст ные фор му лы, на пи сан ные с уче том
прин ци па мак си му ма.

3. В об щем слу чае не уда ет ся по стро ить ко неч но раз но ст ную
схе му столь же про стую, как та, ко то рая да ет ся фор му лой (6.9). В
са мом деле, если даже одна из функ ций j i º 0, то, по ло жив f fi i= ,
мы по лу чим, что x x f ti i i= +0 ; то гда при t = t зна че ние xi бу дет
впол не оп ре де ле но, и вы бо ром ве ли чин рi мы не смо жем удов ле -
тво рить крае во му ус ло вию для i-й ко ор ди на ты. Сле до ва тель но, в
дан ном слу чае мы не мо жем счи тать управ ле ние по сто ян ным. Как
бы ни был мал ин тер вал вре ме ни t, управ ле ние на этом ин тер ва ле
долж но из ме нять ся во вре ме ни. На про стей шем при ме ре ука жем
один из спо со бов пре одо ле ния этой труд но сти. Рас смот рим сис те -
му урав не ний
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¢ = +x f x x u1 1 1 2( , ) ,  ¢ =x f x x2 2 1 2( , ) (6.10)

и ва риа ци он ную за да чу для функ цио на ла

I F u du= ò ( )
0

t

при гра нич ных ус ло ви ях

x xi i( )0 0= ,  x xi i( )t t= . (6.11)

Точ ку {x it } мы счи та ем близ кой к точ ке {x i 0 } и сис те му (6.10) ли -
неа ри зу ем, по ло жив x xi i i= +0 x . То гда урав не ния (6.10) и ус ло вия
(6.11) при мут вид

¢ = + + +x x x1 10 11 1 12 2f a a u,  ¢ = + +x x x2 20 21 1 22 2f a a , (6.12)

xi ( )0 0= ,  x t x ti i( ) = , (6.13)

где aij — не ко то рые по сто ян ные.
Вы пи шем вы ра же ния га миль то ниа на

H f a a p f a a p up F u= + + + + + + -( ) ( ) ( )10 11 1 12 2 1 20 21 1 22 2 2 1x x x x .

Ус ло вие мак си му ма Н нам по зво лит най ти управ ле ние

u p= j ( )1 . (6.14)

Урав не ния ми для им пуль сов бу дут

¢ = - -p a p a p1 11 1 21 2 ,  ¢ = - -p a p a p2 12 1 22 2 . (6.15)

Бла го да ря тому что сис те ма (6.10) была за ме не на ли неа ри зо ван ной, 
сис те ма урав не ний для им пуль сов (6.15) мо жет быть про ин тег ри ро -
ва на в яв ном виде:

p c p c p1 1 11 2 12= + ,  p c p c p2 1 21 2 22= + , (6.16)
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где ci — по сто ян ные, под ле жа щие оп ре де ле нию, рij — фун да мен -
таль ные ре ше ния сис те мы (6.15).

Та ким об ра зом за да ча све лась к ин тег ри ро ва нию сис те мы (6.12),
где u c c t= j* ( , )1 2 , и оп ре де ле нию по сто ян ных c1 и с2 из (6.13).

Про стей шая ко неч но раз но ст ная схе ма, ко то рая мо жет быть ис -
поль зо ва на для ре ше ния этой за да чи, ос но ва на на ап прок си ма ции
функ ции j* по сто ян ны ми j* ( , , )c c1 2 0  и j t* ( , , )c c1 2 2  на ин тер ва лах
(0, t/2) и (t/2, t). Со от вет ст вен но с этим транс цен дент ная сис те ма
урав не ний для оп ре де ле ния c1 и с2 бу дет иметь вид (воз мож ность
ис поль зо вать по доб ные схе мы была от ме че на в ра бо те [5]):

x t
t t

t1 10
10 11

2
20 12

2

4 4
- - - =f

f a f a

= +
+j t j j t

t
* * *( , , ) ( , , ) ( , , )c c a c c c c1 2 11

2
1 2 1 20

4

0 2

2
, (6.17)

x t t
j t

t2 20
10 21 20 22 2 21 1 2

2

4

0

4
- -

+
=f

f a f a a c c* ( , , )
.

4. В рас смот рен ных при ме рах ис поль зо вал ся прин цип мак си му -
ма Пон тря ги на. Он дал воз мож ность изу чить струк ту ру управ ле ния
и ра зы ски вать управ ле ние сре ди функ ций оп ре де лен но го вида. Это
обстоя тель ство, как мы ви де ли, су ще ст вен но уп ро ща ло за да чу.

В не ко то рых слу ча ях мож но ис поль зо вать и дру гие спо со бы,
по зво ляю щие све сти по строе ние эле мен тар ной опе ра ции к ре ше -
нию транс цен дент ной сис те мы урав не ний.

Рас смот рим важ ный класс дис крет ных управ ле ний. (К чис лу
дис крет ных управ ле ний от но сят ся, на при мер, ре лей ные управ ле -
ния.) Про стей шей за да чей это го клас са бу дет сле дую щая. Оп ре де -
лить ми ни мум

F u d( ) t
t

0
ò

при пе ре хо де сис те мы из точ ки х = 0 в точ ку х = x t  со глас но урав -
не нию ¢ =x u. Управ ле ние счи та ем дис крет ным. Его воз мож ные зна -
че ния обо зна чим че рез ui (i = 1, 2, ..., п).
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Для по строе ния наи бо лее про стой раз но ст ной схе мы бу дем
счи тать, что управ ле ние ос та ет ся по сто ян ным в те че ние от рез ков
вре ме ни t1 и t2 = t – t1. То гда

x x u ui jt t t t- = + -0 1 1( ). (6.18)

Из урав не ния (6.18) вы чис ля ем ti. Все те ва ри ан ты ui и uj, для ко -
то рых t1 > t или t1 < 0, от бра сы ва ем. Да лее, вы ра же ние функ цио -
на ла мы мо жем за пи сать в виде

I F u F ui j= + -t t t1 1( ) ( ) ( ).

За да ча сво дит ся к пе ре бо ру всех воз мож ных зна че ний иi и uj, что
по зво лит оп ре де лить min I. Чис ло пе ре бо ров рав но п2. В слу чае ре -
лей но го управ ле ния име ем п2 = 4, при ре лей ном с вы клю че ни ем
п2 = 9.

Рас смот рим еще один слу чай сис те мы вто ро го по ряд ка:

¢¢ =x u;  x x( ) ( )0 0 0= ¢ = ,  x x( )t t= ,  ¢ = ¢x x( )t t .

В этом слу чае ми ни маль ное ко ли че ст во ин тер ва лов ti, на ко то рых
управ ле ние мо жет быть при ня то по сто ян ным, рав но трем (t1, t2 и
t3 = t t t- +( )1 2 ).

Сис те ма урав не ний для оп ре де ле ния t1 и t2 бу дет та кой:

¢ - ¢ = + + - -x x u u ui j kt t t t t t0 1 2 1 2( ),

x x x u it t + t t t t t t
t

- = ¢ + - - +
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷ +0 0 1 2 1 1 2

1
2

2
( ) (6.19)

+ - - +
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷ +u uj kt t t t

t t
2 1 2

1
2

3
2

2 2
( )

и, со от вет ст вен но,

I u u u F u F u F ui j k i j k
i j k( , , ) min{ ( ) ( ) ( ) (

, ,
= + + - -t t t t t1 2 1 2 )}.

В этом по строе нии эле мен тар ной опе ра ции тре бу ет ся п3 пе ре бо ров. 
В слу чае ре лей но го управ ле ния — 8 пе ре бо ров, ре лей но го с вы клю -
че ни ем — 27 пе ре бо ров. При ре ше нии ал геб раи че ской сис те мы
(6.19) мы долж ны от бро сить все те ком би на ции иi, иj, и иk, для
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ко то рых ве ли чи ны t1 и t2 бу дут либо от ри ца тель ны ми, либо пре -
вос хо дить t.

В этом па ра гра фе мы ука за ли толь ко наи бо лее про стые и гру -
бые раз но ст ные схе мы, ко то рые мо гут быть ис поль зо ва ны. Ис сле -
до ва ние точ но сти дан но го ме то да по тре бу ет рас смот ре ния бо лее
слож ных раз но ст ных схем.

За ме тим од но вре мен но, что мож но при вес ти при ме ры за дач, в
ко то рых нет не об хо ди мо сти ис поль зо вать ко неч но раз но ст ные схе -
мы и для по строе ния эле мен тар ной опе ра ции мож но взять, на при -
мер, ме тод Нью то на.

§ 7. Не ко то рые до пол не ния
1. До сих пор мы рас смат ри ва ли за да чи с фик си ро ван ным вре ме -
нем. За да чи, в ко то рых вре мя не фик си ро ва но, мо гут быть рас -
смот ре ны по доб ным ме то дом. Если сре ди ко ор ди нат сис те мы есть
хотя бы одна, о ко то рой из вест но а priori, что она из ме ня ет ся мо -
но тон но, то за да ча сво дит ся к рас смот рен ной за ме ной не за ви си мо -
го пе ре мен но го (в ка че ст ве но во го пе ре мен но го сле ду ет при нять
ко ор ди на ту, ко то рая из ме ня ет ся мо но тон но). Если сре ди ко ор ди -
нат сис те мы нет та кой, ко то рая из ме ня ет ся мо но тон но, то долж на
быть из ме не на струк ту ра шка лы со стоя ний. Пусть идет речь о за да -
чах на бы ст ро дей ст вие. Вве дем ска ляр r, ха рак те ри зую щий рас -
стоя ние до цели управ ле ния (см. [5]). Пред по ло жим, на при мер, что 
цель управ ле ния — точ ка с ко ор ди на та ми x i

* . То гда мож но при нять

r = -å( )*x xi i
2 .

Шка лу со стоя ний мы бу дем раз ме щать на по верх но сти r = ri. То -
гда эле мен тар ная опе ра ция (ко то рую в этом слу чае мы бу дем на зы -
вать Bt-опе ра ци ей) бу дет со сто ять в ре ше нии сле дую щей вспо мо га -
тель ной ва риа ци он ной за да чи.

Для за дан ных то чек шка лы со стоя ний Р i и Р i+1, ле жа щих на 
смеж ных по верх но стях r = ri и r = ri+1, оп ре де лить управ ле ние 
u uÎG , ко то рое за ми ни мум вре ме ни t пе ре во дит сис те му из со -
стоя ния Р i в со стоя ние Р i+1 со глас но диф фе рен ци аль ным
урав не ни ям

¢ =x f x x ui n( , , , )1 K .
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2. Ме то ды чис лен но го ре ше ния, ко то рые рас смат ри ва лись в дан -
ной ра бо те, от но си лись ис клю чи тель но к за да чам ми ни ми за ции ад ди -
тив ных функ цио на лов. Тем не ме нее в не ко то рых слу ча ях за да чу ми -
ни ми за ции не ад ди тив ных функ цио на лов уда ет ся све сти к ре ше нию
се рии за дач с ад ди тив ным функ цио на лом. По яс ним это на при ме ре.

Пред по ло жим, что за да ча со сто ит в оты ска нии управ ле ния и
тра ек то рии сис те мы

¢ =x f x x un( , , , )1 K , (7.1)

ко то рая со еди ня ет точ ки P x i0 0( )=  и P x xi it t( )=  та ким об ра зом, что
изо бра жаю щая точ ка пе ре хо дит из со стоя ния Р0 в со стоя ние Рt за
вре мя Т, а ми ни мум рас стоя ния до не ко то рой фик си ро ван ной точ -
ки ока зы ва ет ся мак си маль ным:

r r= -åmax
*(min ( ( ) ) )x t xi i

2 .

Функ цио нал r = -åmin ( ( ) )*x t xi i
2  не бу дет ад ди тив ным.

Рас смот рим вспо мо га тель ную за да чу на бы ст ро дей ст вие: най ти
управ ле ние, ко то рое пе ре во дит сис те му из со стоя ния Р0 в со стоя -
ние Рt за ми ни мум вре ме ни Т1 при ус ло вии, что r ³C1  где С1 — не -
ко то рая по сто ян ная.

Эта за да ча с фа зо вы ми ог ра ни че ния ми и ад ди тив ным функ цио -
на лом. Она мо жет быть ре ше на ме то да ми, раз ви вае мы ми в дан ной
ра бо те.

Если вре мя Т1 ока жет ся бо¢льшим, чем Т, то мы рас смот рим
еще одну по доб ную за да чу на бы ст ро дей ст вие при ог ра ни че нии 
r ³C 2 , где C C C C2 1 0= + <d d, .

Ре шив ряд по доб ных за дач, мы мо жем по -
стро ить кри вую С (t). Точ ка пе ре се че ния кри -
вой С (t) и пря мой t = Т со от вет ст ву ет ис ко мо -
му ре жи му (см. фи гу ру).

В за да чах по доб но го рода мож но раз вить
про цеду ру, ана ло гич ную ме то ду Нью то на оп ре -
де ле ния ну лей функ ции.

За клю че ние
Из ло жен ный ме тод не од но крат но ис поль зо вал ся для ре ше ния кон -
крет ных за дач. Для ряда мо ди фи ка ций были со став ле ны про грам мы
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типа стан дарт ных, и все они по ка за ли дос та точ ную эф фек тив ность. 
Од на ко при прак ти че ском ис поль зо ва нии ме то да ди на ми че ско го
про грам ми ро ва ния нуж но иметь в виду сле дую щее обстоя тель ство.
В на стоя щее вре мя еще со вер шен но не раз ра бо тан во прос о за ви -
си мо сти пре дель ных зна че ний ис ко мых функ ций от со от но ше ния
ша гов по фа зо вым и вре мен ным пе ре мен ным при не ог ра ни чен ном
про дол же нии ите ра ци он но го про цес са. Не труд но при вес ти при ме -
ры, ко гда этот пре дел су ще ст вен но за ви сит от дан но го от но ше ния.
При вы пол не нии кон крет ных рас че тов ис поль зо вал ся сле дую щий
при ем. Сна ча ла фик си ро вал ся шаг по вре ме ни и на ка ж дом из эта -
пов ите ра ци он но го про цес са про во ди лось дроб ле ние шага толь ко
по фа зо вым пе ре мен ным. В этом слу чае по сле по лу че ния «пре дель -
но го зна че ния» для дан но го раз бие ния оси вре ме ни про из во ди лось
умень ше ние шага по вре ме ни и вся про цеду ра по вто ря лась сно ва.
В про стых слу ча ях уда ва лось по ка зать, что этот при ем сни ма ет все
ука зан ные труд но сти. Од на ко в об щем слу чае во прос о со от но ше -
нии ша гов по ко ор ди на там и вре ме ни, при во дя щих к нуж но му пре -
де лу, ос та ет ся от кры тым.

В за клю че ние я хочу вы ска зать ис крен нюю благодар ность
Р.П. Фе до рен ко, ко то рый про чел ру ко пись ста тьи и сде лал ряд за -
ме ча ний, ис поль зо ван ных при ре дак ти ро ва нии.
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Ин фор ма ци он ная тео рия ие рар хи че ских сис тем

Пре ди сло вие
На ря ду с клас си че ским оп ре де ле ни ем по ня тия «ин фор ма ция»,
ко то рое сде ла лось ис точ ни ком об шир ных ма те ма ти че ских ис сле -
до ва ний, очень важ на, по мне нию ав то ра, и праг ма ти че ская кон -
цеп ция это го тер ми на. Пред став ле ние об ин фор ма ции как об аб -
ст ракт ной ка те го рии, имею щей меру (эн тро пию), ко то рая яв ля -
ет ся объ ек том са мо стоя тель но го ис сле до ва ния, за ме ня ет ся по ни -
ма ни ем об ин фор ма ции как об аль тер на ти ве не оп ре де лен но сти,
ко то рая не из беж но при сут ст ву ет при лю бом акте при ня тия ре ше -
ния. Зна чит, ин фор ма ция цен на не сама по себе, а в той сте пе -
ни, в ка кой она по мо га ет дос ти гать це лей, ради ко то рых изу ча ет -
ся дан ный управ ляе мый про цесс. Та кая точ ка зре ния име ет пра -
во на су ще ст во ва ние, по сколь ку она ока зы ва ет ся эф фек тив ной
для ана ли за мно гих при клад ных за дач. Бо лее того, она ока зы ва -
ет ся тем от прав ным пунк том, ко то рый по зво ля ет раз вить ма те -
ма ти че скую тео рию управ ляе мых сис тем, об ла даю щих ие рар хи -
че ской струк ту рой.

Лег ко за ме тить, что все бо лее или ме нее слож ные управ ляе мые
сис те мы, будь то тех ни че ские, эко но ми че ские, со ци аль ныe или во -
ен ные, всег да на де ле ны ие рар хи че ской струк ту рой. Они раз де ле ны
на под сис те мы и от дель ные зве нья, об ла даю щие са мо стоя тель ны ми 
пра ва ми при ня тия ре ше ний.

Ана лиз (а тем бо лее син тез) сис тем, на де лен ных ие рар хи че ской 
струк ту рой, не сво дит ся к клас си че ской тео рии оп ти маль ных сис -
тем. И дело здесь даже не в том, что во мно гих слу ча ях функ цио -
ни ро ва ние ие рар хи че ских сис тем опи сы ва ет ся опе ра то ра ми бо лее
слож ной при ро ды, не же ли диф фе рен ци аль ные. В этих сис те мах из -
ме ня ет ся само по ня тие оп ти маль но сти. В са мом деле, что зна чит
оп ти маль ная сис те ма, если ка ж дое ее зве но име ет воз мож ность са -
мо стоя тель но при ни мать ре ше ния, в ча ст но сти, мак си ми зи ро вать
свой соб ст вен ный функ цио нал?
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Та ким об ра зом, ие рар хи че ская сис те ма — это прин ци пи аль но
мно го кри те ри аль ная сис те ма. И, сле до ва тель но, пер вое тре бо ва ние
к лю бой тео рии, опи сы ваю щей эво лю цию управ ляе мой сис те мы,
на де лен ной ие рар хи че ской струк ту рой, — най ти ра цио наль ные ма -
те ма ти че ские по ста нов ки за дач и вло жить ра зум ный смысл в по ня -
тие оп ти маль но сти.

Но пре ж де чем стро ить та кую тео рию, по-ви ди мо му, не об хо ди -
мо сна ча ла дать яс ный от вет на во прос, а для чего во об ще нуж на
ие рар хи че ская струк ту ра, не из беж но пред став ляю щая из себя сис -
те му до пол ни тель ных ог ра ни че ний и, сле до ва тель но, су жаю щая до -
пус ти мую об ласть функ цио ни ро ва ния сис те мы в це лом.

Вот для ре ше ния это го «ну ле во го во про са» и не об хо ди ма та
праг ма ти че ская кон цеп ция по ня тия ин фор ма ции, о ко то рой мы
уже ска за ли не сколь ко слов. Толь ко учет раз но го «уров ня ин фор -
ми ро ван но сти» раз лич ных эле мен тов сис те мы де ла ет по нят ным
не об хо ди мость ее струк ту ри за ции. Впер вые та кой ин фор ма ци он -
ный под ход к ана ли зу ие рар хи че ских сис тем был пред ло жен в
со вме ст ной ра бо те Ю.Б. Гер мей е ра и ав то ра и опуб ли ко ван в
1971 г.*

В пред ла гае мом док ла де мы раз ви ва ем эту кон цеп цию, об ра щая 
вни ма ние, глав ным об ра зом, на со дер жа тель ный ана лиз при ме ров
и об су ж де ние воз мож но стей чис лен но го ана ли за.

§ 1. Пред ва ри тель ный ана лиз
1. За чем нуж на ие рар хия в сис те мах управ ле ния? Вве де ние в дан ной
ди на ми че ской управ ляе мой сис те ме ие рар хи че ской струк ту ры име -
ет сво им след ст ви ем рас пре де ле ние ме ж ду раз лич ны ми ее звень я ми 
функ ций об ра бот ки ин фор ма ции и при ня тия ре ше ний по вы бо ру
управ ляю щих воз дей ст вий. На пер вый взгляд ка жет ся, что соз да ние 
ие рар хи че ской струк ту ры — это про сто до бав ле ние но вых ог ра ни -
че ний, т. е. су же ние мно же ст ва до пус ти мых управ ле ний, ко то рое
не из беж но вле чет сни же ниe по ка за те ля эф фек тив но сти сис те мы в
це лом. Дей ст ви тель но, мо жет ока зать ся, что вве де ние ие рар хи че -
ской струк ту ры вред но или бес смыс лен но, но воз мож но и дру -
гое — без раз де ле ния функ ций при ня тия ре ше ний сис те ма во об ще
не смо жет функ цио ни ро вать.
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Для того что бы ра зо брать ся в этом во про се и вы ра бо тать прин -
ци пы оцен ки ка че ст ва са мой струк ту ры, ав то ру ка жет ся не об хо ди -
мым при нять во вни ма ние связь ме ж ду кри те ри ем ка че ст ва сис те -
мы и тре бо ва ния ми к ал го рит мам об ра бот ки ин фор ма ции.

Мо жет ока зать ся, что пол но стью цен тра ли зо ван ный сбор и об -
ра бот ка ин фор ма ции либо техни чес ки не воз мож ны, либо при во дят
к зна чи тель но му за паз ды ва нию в при ня тии ре ше ний, т. е. к при ня -
тию ре ше ния по ус та ре лой ин фор ма ции. В обо их слу ча ях это при -
во дит к уве ли че нию не оп ре де лен но сти в про це ду рах при ня тия ре -
ше ния, а сле до ва тель но, к сни же нию эф фек тив но сти сис тем
управ ле ния.

Од ним из пу тей пре одо ле ния труд но стей, вы зван ных боль шим
объ е мом ин фор ма ции или слож но стью ее пе ре ра бот ки, яв ля ет ся
«рас па рал ле ли ва ние» про цеду р ее сбо ра и об ра бот ки. Од на ко де -
цен тра ли за ция про цес са об ра бот ки ин фор ма ции не из беж но тре бу ет 
оп ре де лен но го уров ня де цен тра ли за ции так же и про цеду р при ня -
тия ре ше ний, т. е. соз да ния са мо стоя тель но функ цио ни рую щих
под сис тем.

По яв ле ние в сис те ме от дель ных звень ев, спо соб ных за при ем -
ле мое вре мя об ра бо тать всю от но ся щую ся к ним ин фор ма цию,
учесть все из ме не ния кон крет ной си туа ции и по лу чаю щих пра во
при ня тия са мо стоя тель ных ре ше ний по тем или иным во про сам, и
оз на ча ет по яв ле ние в сис те ме ие рар хи че ской струк ту ры.

Для при ня тия ре ше ний в от дель ных звень ях сис те мы не об хо -
дим уже зна чи тель но мень ший объ ем ин фор ма ции, ко то рый мож но 
бы ст рее и луч ше об ра бо тать и, сле до ва тель но, при нять ре ше ние в
ус ло ви ях зна чи тель но мень шей не оп ре де лен но сти.

Та ким об ра зом, де цен тра ли за ция управ ле ния при во дит к
умень ше нию не оп ре де лен но сти, свя зан ной со сбо ром и пе ре ра бот -
кой ин фор ма ции. Од на ко де цен тра ли за ция в свою оче редь слу жит
ис точ ни ком но вой не оп ре де лен но сти.

В самом деле, как толь ко ка кая-ли бо под сис те ма по лу ча ет в
свое рас по ря же ние пра во при ня тия ре ше ний, она пре вра ща ет ся в
са мо стоя тель ный ор га низм, т. е. не из беж но при об ре та ет соб ст вен -
ные цели, в об щем слу чае не то ж де ст вен ные ин те ре сам дру гих под -
сис тем и сис те мы в це лом.

Та ким об ра зом, ос нов ная при чи на не оп ре де лен но сти в при ня -
тии ре ше ний, воз ни каю щей вме сте с об ра зо ванием ие рар хии, —
не из беж ность про ти во ре чий ме ж ду це лым и его час тя ми, ко то рые
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про яв ля ют ся в пер вую оче редь в не то ж де ст вен но сти ин те ре сов всей 
сис темы и ее от дель ных звень ев.

Вот по этому мож но го во рить об оп ти маль ной мере цен тра ли за -
ции и де цен тра ли за ции, об оп ти маль ном рас пре де ле нии функ ций
при ня тия ре ше ний ме ж ду раз лич ны ми уров ня ми сис тем.

Та кой под ход к ана ли зу ие рар хи че ских сис тем управ ле ния ес те -
ст вен но на звать ин фор ма ци он ным. Он по зво ля ет по нять со дер жа -
ние це ло го ряда за дач тео рии ие рар хи че ских сис тем управ ле ния, их 
спе ци фи ку.

Са мый пер вый во прос та кой — что зна чит управ ле ние в ие рар -
хи че ской сис те ме? Да лее, ка кой смысл дол жен быть вло жен в по -
ня тие «оп ти маль ность»? Как про ек ти ро вать, т. е. вы би рать ра цио -
наль ную струк ту ру (или наи луч шую)? И мно го дру гих во про сов,
ко то рые не име ют ана ло гий в клас си че ских за да чах тео рии
управ ле ния.

Из ло же ние бу дет но сить ин дук тив ный ха рак тер. Мы нач нем с
не фор маль но го ана ли за про стей ших при ме ров, а уже позд нее да -
дим опи са ние тех клас сов за дач, для ко то рых мо жет ис поль зо вать ся 
раз ви вае мая тео рия.

При ме ча ние. Ин фор ма ци он ная кон цеп ция по строе ния ие рар -
хи че ской струк ту ры сис тем управ ле ния име ет в ка че ст ве след ст -
вия сле дую щее ут вер жде ние: вме сте с со вер шен ст во ва ни ем тех но -
ло гии пе ре да чи и об ра бот ки ин фор ма ции уро вень цен тра ли за ции
рас тет.

2. Ин фор ма ци он ная кон цеп ция ие рар хи че ской струк ту ры по -
зво ля ет изу чить це лый ряд важ ных осо бен но стей. Од на ко она не
спо соб на учесть со цио ло ги че ские и со ци аль ные ар гу мен ты, ко то -
рые на ря ду с ха рак те ри сти ка ми про цеду р об ра бот ки ин фор ма ции
мо гут ока зать ся ре шаю щи ми при вы бо ра струк ту ры.

При мер I. Рас смот рим объ е ди не ние N про мыш лен ных пред -
при ятий (трест, син ди кат), вы пус каю щих од но тип ную про дук цию.
Это объ е ди не ние бу дем на зы вать Цен тром. Обо зна чим че рез Pi

про дук цию*, вы пус кае мую пред при яти ем (про из во ди те лем) i, и для 
уп ро ще ния рас су ж де ний бу дем счи тать ве ли чи ны Рi ска ля ра ми. Ре -
зуль тат функ цио ни ро ва ния Цен тра оп ре де ля ет ся ре зуль та та ми
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функ цио ни ро ва ния от дель ных про из во ди те лей. Оцен ки вто ро го ре -
зуль та та мо гут быть са мы ми раз ны ми. Так, на при мер, если Центр
це ли ком бю ро кра ти че ская (управ лен че ская) ор га ни за ция, то оцен -
ка его ра бо ты, на при мер зар пла та слу жа щих, бу дет про сто функ ци -
ей P1, …, PN ® J P PN( , , )1 ¼ . При ве дем два воз мож ных типа це ле -
вой функ ции по доб но го рода.

а) Про из во дит ся де фи цит ный про дукт, пол но стью по треб ляе мый 
рын ком; то гда, ка ко во бы ни было пла но вое за да ние P P= * , где 
P p i= å  це ле со об раз но про из во дить мак си маль но воз мож ный объ ем 
про дук та Р. Сле до ва тель но, в этом слу чае функ ция J име ет вид:

J J Pa
i

i

n

=
æ

è
ç

ö

ø
÷

=
å( )

1

, (1.1a)

где J a  — не ко то рая мо но тон ная функ ция; чем боль ше J, тем выше
оце ни ва ет ся (и оп ла чи ва ет ся) дея тель ность Цен тра.

б) Про из во дит ся не де фи цит ный про дукт, или ком плек тую щий
про дукт, или, на ко нец, про дукт, на про из вод ст во ко то ро го рас хо ду -
ет ся де фи цит ный про дукт. В этом слу чае план дол жен быть стро го
вы пол нен. Его пе ре вы пол не ние или при ве дет к омерт в ле нию ка пи -
та ла (в пер вых двух слу ча ях), или к тому, что не ко то рый дру гой
про дукт, мо жет быть, бо лее важ ный, не бу дет про из ве ден в дос та -
точ ном ко ли че ст ве, по то му что сы рье пе ре рас хо до ва но на про из -
вод ст во про дук та Р. В этом слу чае функ ция J име ет вид

J J P Pб
i

i

N

= -
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

=
å( ) *

1

, (1.1б)

Чем мень ше зна че ние мо но тон но воз рас таю щей функ ции J б( ) , тем
выше оце ни ва ет ся дея тель ность Цен тра.

в) Рас смот рим, на ко нец, еще один слу чай, ко гда Центр яв ля ет -
ся хоз рас чет ной фир мой, син ди ка том. В этом слу чае функ ция цели 
J бу дет до хо дом. До ход Цен тра бу дет скла ды вать ся из стои мо сти

сум мар но го про дук та c Pi
i

N

=
å

1

, где с — цена еди ни цы про дук та Р за

вы че том про из вод ст вен ных за трат и ин ве сти ций. Рас смот рим тот
ча ст ный слу чай, ко гда ре сурс U, ис поль зуе мый для ин ве сти -
ций, — эк зо ген ный, т. е. не про из во дя щий ся внут ри сис те мы, и его 
ве ли чи на фик си ро ва на
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u Ui
i

N

=
å =

1

. (1.2)

Здесь ui — ин ве сти ци он ные вло же ния Цен тра в его пред при ятия.
Та ким об ра зом, ре сурс U не уча ст ву ет в фор ми ро ва нии функ ции,
ха рак те ри зую щей до ход.

При уче те про из вод ст вен ных за трат ог ра ни чим ся толь ко за тра -
та ми на ра бо чую силу

Q Li i
i

N

=
=

åw
1

,

где Li — ко ли че ст во ра бо чих на пред при ятии но ме ра i, wi  — став ка
за ра бот ной пла ты на пред при ятии того же но ме ра.

В этом слу чае це ле вая функ ция Цен тра бу дет иметь вид

J c P Lв
i

i

N

i i
i

N
( ) = -

= =
å å

1 1

w . (1.1в)

Центр не имеет пра ва дек ре ти ро вать объ е мы про из вод ст ва Pi, но он 
мо жет вли ять на них. Пред по ло жим, что у Цен тра есть два спо со ба
воз дей ст вий на по ли ти ку про из во ди те лей:

а) Рас пре де ле ние эк зо ген но го ре сур са. Это зна чит, что Центр
име ет пра во на зна чать ве ли чи ны ин ве сти ций — ui .

б) Ус та нов ле ние фон да за ра бот ной пла ты. Бу дем счи тать, что
сум мар ный фонд за ра бот ной пла ты ог ра ни чен

Q Q£ * . (1.3)

Центр име ет пра во на зна чать объ ем фон да для про из во ди те лей, 
т. е. ус та нав ли вать ог ра ни че ния вида

wi i iL Q i N£ =* , , ,1 K (1.4)

при чем

Q Qi
i

N
* *=

=
å

1

. (1.3¢)

Рас смот рим те перь дей ст вия про из во ди те ля. Обо зна чим че рез 
x i  фон ды Про из во ди те ля i. пред по ло жим еще, что про из вод ст вен -
ный про цесс опи сы ва ет ся не ко то рой про из вод ст вен ной функ ци ей,
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ко то рую для оп ре де лен но сти мы бу дем при ни мать в фор ме Коб -
ба—Д у гла са:

P d x Li i i i
i i= -û û1 ,  û i Î[ , ]0 1 (1.5)

Так как по ус ло вию про из во ди тель i по лу чит от Цен тра ре сурс ui,
то фи зи че ский объ ем про дук та, ко то рый он про из ве дет, бу дет

P d x u Li i i i i
i i= + -( )0

1û û , (1.6)

где x i 0  — объ ем фон дов в пре ды ду щий пла но вый пе ри од.
Ус ло вим ся, что до ход про из во ди те ля J i  бу дет ра вен стои мо сти

его про дук ции cPi  за вы че том на клад ных рас хо дов, ко то рые за клю -
ча ют ся толь ко в оп ла те ра бо чей силы wi iL , где wi  — став ка за ра -
бот ной платы. Та ким об ра зом,

J cd x u L Li i i i i i i
i i= + --( )0

1û û w .

За да ча Цен тра — так рас по ря дить ся ре сур сом U и фон да ми Qi
* , что -

бы мак си ми зи ро вать функ цию (1.1). За да ча про из во ди те ля — иметь 
та кое ко ли че ст во ра бо чих Li, что бы мак си ми зи ро вать до ход (1.7).

Таким об ра зом, про бле ма пла ни ро ва ния в ие рар хи че ской сис -
те ме тре бу ет ана ли за кон фликт ной (иг ро вой) си туа ции: здесь име -
ет ся N + 1 иг ро ков — Центр и N про из во ди те лей. Од на ко эта игра
не яв ля ет ся ан та го ни сти че ской. Ее уча ст ни ки име ют про сто не
сов па даю щие ин те ре сы.

Для ана ли за нам не об хо ди ма ги по те за ин фор ми ро ван но сти. Ус -
ло вим ся, что Центр зна ет про из вод ст вен ные функ ции про из во ди те -
лей. Кро ме того, Цен тру не об хо ди ма еще ги по те за по ве де ния про -
из во ди те ля. Ус ло вим ся счи тать, что про из во ди тель дей ст ву ет ра -
зум но. Это зна чит, что по лу чив ре сурс ui, он так вы бе рет свое
управ ле ние Li, что бы мак си ми зи ро вать до ход (1.7). Ре ше ние этой
за да чи при фик си ро ван ных хi0 и ui всег да су ще ст ву ет, и, сле до ва -
тель но, так как функ ция J Li i( ) вы пук ла вверх, его лег ко по лу чить в

яв ном виде из ус ло вия 
¶

¶

J

L
i

i

= 0:

L c x ui i i i= +$ ( )0 , (1.8)
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где

$
( )

c
cd

i
i i

i

i

=
-æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1
1

û û

w
.

Ре ше ние (1.8) спра вед ли во толь ко для того слу чая, ко гда ог ра ни че -
ние (1.4) от сут ст ву ет. В об щем слу чае ре ше ние про из во ди те ля бу дет 
та ким:

L

c x u c x u Q

Qi

i i i i i i i i

i

i
i

=

+ + £$ ( ), $ ( ) ,

, $

*

*

0 0если

если

w

w
w c x u Qi i i i( ) .*

0 + >

ì

í
ï

î
ï

(1.9)

Та ким об ра зом, ги по те за о по ве де нии про из во ди те ля по зво ля ет оп -
ре де лить его управ ле ние как функ цию ui, т. е. управ ле ния Цен тра.
Объ ем про дук та, ко то рый про из во дит про из во ди тель i, лег ко под -
счи ты ва ет ся по фор му ле (1.5):

P

d c x u c x u Q

d x
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i i i i i i i i i

i i

i
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+ + £
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wесли

(1.10)

Имея в сво ем рас по ря же нии вы ра же ние (1.10), уже лег ко вы чис лить
вы ра же ние для це ле вой функ ции Цен тра. Так как со глас но (1.10) 
P p u Qi i i i= ( , )* , то и вы ра же ние функ ции J (p1, …, рN) при мет вид:

J J u u Q QN i N= * * *( , , , , , )1 L L . (1.11)

За да ча Цен тра со сто ит те перь в том, что бы так на зна чить управ -
ляю щие воз дей ст вия ui и Qi

* , что бы функ ция (1.11) дос тиг ла мак си -
маль но го (или ми ни маль но го) зна че ния при ус ло ви ях (1.2) и (1.3).
В том слу чае, ко гда функ ция цели име ет вид (1.1в), а ог ра ни че ние
(1.3) от сут ст ву ет, до ход Цен тра бу дет

J g x ui i i
i

N

= +
=
å ( )0

1

, (1.12)

где

g ci
i

i
i i=

-

û

û1
w $ .
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Те перь Цен тру уже лег ко ре шить за да чу пла ни ро ва ния. Он дол -
жен мак си ми зи ро вать фор му (1.12) при ус ло вии (1.2). Ре ше ние этой
за да чи три ви аль но. Обо зна чим че рез j то из зна че ний i, ко то ро му

со от вет ст ву ет мак си маль ное зна че ние про из ве де ния 
û

û
i

i
i ic

-
w $ , и то гда

u
U i j

i ji =
=

¹

ì
í
î

, ,

.

если

0, если
(1.13)

За да ча пла ни ро ва ния ре ше на пол но стью. Ра зу ме ет ся, в об щем слу -
чае за да ча о мак си ми за ции (1.11) при ус ло ви ях (1.2) и (1.3) — это
слож ная за да ча не ли ней но го про грам ми ро ва ния.

3. Цена де цен тра ли за ции. Итак, мы ви дим, что вы бор управ -
ле ния в ие рар хи че ской сис те ме сво дит ся к не ко то рой иг ро вой
и дос та точ но слож ной за да че. Од на ко вво дя ги по те зу по ве де -
ния, мы сво дим иг ро вую за да чу к спе ци аль ной за да че оп ти ми -
за ции. Та кая про цеду ра, по су ще ст ву, ана ло гич на ис поль зо ва -
нию прин ци па га ран ти ро ван но го ре зуль та та в тео рии ан та го -
ни сти че ских игр, при чем в дан ном слу чае она даже еще бо лее
оп рав да на.

Те перь мы мо жем вве сти по ня тие оп ти маль но го управ ле ния
ие рар хи че ской сис те мой как управ ле ния, дос тав ляю ще го экс тре -
маль ное зна че ние це ле вой функ ции Цен тра, в пред по ло же нии,
что управ ле ние про из во ди те лей оп ре де ле но на ос но ва нии ги по -
те зы их по ве де ния. Оп ти маль ное зна че ние це ле вой функ ции
Цен тра обо зна чим че рез J *.

Пред по ло жим те перь, что в сис те ме управ ле ние пол но стью
цен тра ли зо ва но. Это зна чит, что Центр мо жет рас по ря жать ся не
толь ко рас пре де ле ни ем эк зо ген но го ре сур са и фон дом за ра бот -
ной пла ты, но и ко ли че ст вом на ни мае мых ра бо чих. Оп ти маль ное 
зна че ние це ле вой функ ции Цен тра в этом слу чае обо зна чим че -
рез J **. Оче вид но, что

J J** *³ . (1.14)

Вве дем еще ве ли чи ну

D =
-

³
J J

J

** *

*
0. (1.15)
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Эту ве ли чи ну ес те ст вен но на звать це ной де цен тра ли за ции — это
цена, ко то рую пла тит Центр и ко то рая ха рак те ри зу ет умень ше ние
его до хо да вслед ст вие ор га ни за ции ие рар хи че ской струк ту ры. Она
всег да не от ри ца тель на, т. е. в рас смат ри вае мом при ме ре де цен тра -
ли за ция не вы год на. Ниже мы уви дим иную по ста нов ку за да чи, из
ко то рой бу дет сле до вать уже не об хо ди мость ис поль зо ва ния ие рар -
хи че ской струк ту ры.

За ме тим, что лег ко при вес ти при ме ры, ко гда D = 0 т. е. эф фек -
тив ность функ цио ни ро ва ния сис те мы не за ви сит от ее струк ту ры.

Пред по ло жим, на при мер, что речь идет о функ ции (1.1в) и ог -
ра ни че ния на фонд за ра бот ной пла ты от сут ст ву ют. То гда оп ти маль -
ным управ ле ни ем Цен тра бу дет управ ле ние (1.13), не за ви си мо от
того, вве де на ли ие рар хи че ская струк ту ра при ня тия ре ше ний или
нет. Этот при мер ин те ре сен тем, что в нем оп ти маль ное управ ле -
ние про из во ди те ля, дос тав ляю щее мак си маль ное зна че ние функ -
ции цели про из во ди те ля, сов па да ет с тем управ ле ни ем, ко то рое вы -
бе рет для него Центр, если он один бу дет от вет ст вен за вы бор всех
управ ле ний. В этом слу чае ин те ре сы (а сле до ва тель но, и дей ст вия)
лю бо го из про из во ди те лей не про ти во ре чат ин те ре сам Цен тра. Но
это, ра зу ме ет ся, не зна чит, что их ин те ре сы то ж де ст вен ны. У Цен -
тра иные за да чи, и он рас по ла га ет ины ми воз мож но стя ми для их
ре ше ния. По сле того как Центр вы де лит про из во ди те лю то или
иное ко ли че ст во ре сур са, по след ний ис поль зу ет его наи луч шим для 
Цен тра спо со бом.

4. Управ ле ние с по мо щью штра фов и по ощ ре ний. При мер II. В
при ме ре I были опи са ны два спо со ба управ ле ния. Пер вый —  э то
управ ле ние с по мо щью эк зо ген но го ре сур са. Одна из осо бен но стей 
это го управ ле ния со сто ит в том, что про из во ди тель по лу ча ет его в
свое рас по ря же ние в стро го фик си ро ван ном ко ли че ст ве, не за ви ся -
щем от спо со бов его ис поль зо ва ния.

Вто рой спо соб — это управ ле ние с по мо щью за да ния ог ра ни че -
ний (фонд за ра бот ной пла ты). В од ном от но ше нии оба эти спо со ба 
ана ло гич ны. Они со об ща лись за ра нее про из во ди те лю и ни как не
за ви се ли от ха рак те ра ре ше ний, ко то рые он при мет.

Рас смот рим те перь при мер, в ко то ром Центр име ет воз мож -
ность не по сред ст вен но вли ять на це ле вую функ цию, ме няя ее зна -
че ние в за ви си мо сти от того управ ле ния, ко то рое при ни ма ет
про из во ди тель.
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Со хра ним ус ло вие при ме ра I, бу дем счи тать, что дея тель ность
про из во ди те ля опи сы ва ет ся про из вод ст вен ной функ ци ей Коб -
ба—Ду гла са (1.5), при чем по ло жим û i i N= =1

2
1( , , )K .

Це ле вую функ цию про из во ди те ля мы за пи шем в виде:

J L cd x L L Рi i i i i i i i i( ) ~ ( )= - +
1

2
1

2 w j . (1.16)

Здесь ~ ( )j i iP  — до пол ни тель ное воз на гра ж де ние (или штраф), ко то -
рое вы пла чи ва ет ся Цен тром про из во ди те лю в за ви си мо сти от ре -
зуль та тов его дея тель но сти; ~ ( ) ~j

ji iР G
i

Î , где G
i

~j
 — не ко то рые

мно же ст ва.
Ве ли чи ны xi бу дем счи тать фик си ро ван ны ми и пи сать (1.16) в

виде

J L L L Рi i i i i i i i( ) ~ ( )= - +a w j
1

2 . (1.17)

Ги по те зу по ве де ния про из во ди те ля ос та вим ста рой. Это зна чит, что 
он вы би ра ет свое управ ле ние из ус ло вия мак си му ма функ ции
(1.17). Сле до ва тель но, в ин те ре сах Цен тра фор ма штра фа или по -
ощ ре ния долж на со об щать ся про из во ди те лю за ра нее, т. е. про из во -
ди тель дол жен быть про ин фор ми ро ван о струк ту ре функ ции ~ ( )j i iР .

Ус ло вие мак си му ма J Li i( ) по зво ля ет оп ре де лить зна че ние L i
* ,

дос тав ляю щее мак си мум функ ции J Li i( ). L i
*  бу дет функ цио на лом,

за ви ся щим от вида функ ции ~j i :

L Li i i
* * (~ )= j .

Точ но так же функ цио на лом от ~j i  бу дет и оп ти маль ный объ ем
про дук та Р i

* :

Р i i i
* (~ )= p j .

Сле до ва тель но, за да ча оп ре де ле ния оп ти маль но го управ ле ния
Цен тра — это за да ча та ко го оп ре де ле ния штра фов ~ ( )j i iР , ко то -
рые дос тав ля ют экс тре маль ное зна че ние функ ции цели Центрa 
J Р Р N( , , )1 K , ко то рую мы те перь пе ре пи шем в виде:

J J N N= ( (~ ), , (~ ))p j p j1 1 K . (1.18)
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За да ча оп ре де ле ния экс тре му мов функ цио на ла (1.18) яв ля ет ся
слож ной и не стан дарт ной за да чей оп ти ми за ции, по сколь ку сами
функ цио на лы pi оп ре де ля ют ся из ре ше ния оп ти ми за ци он ной за да -
чи. Для того очень про сто го и ча ст но го слу чая ие рар хи че ской сис -
те мы, ко то рый мы рас смат ри ва ем, ре ше ние за да чи эф фек тив но го
оп ре де ле ния оп ти маль но го штра фа тре бу ет изо бре те ния спе ци аль -
ных ме то дов.

Если функ ция цели Цен тра явно не за ви сит от штра фов и если
на ве ли чи ну этих штра фов не на кла ды ва ет ся ни ка ких ог ра ни че ний, 
то ре ше ние этой за да чи не един ст вен но и три ви аль но.

В са мом деле, пусть Р Р Р N1 2
* * *, , ,K  — объ е мы про дук ции про из -

во ди те лей, ко то рые дос тав ля ют мак си маль ное зна че ние функ ции
цели Цен тра. То гда мы мо жем сис те му штра фов при нять, на при -
мер, в виде:

~ ( ) ( )*j l wi i i i i i i i iР Р Р cd x L L= - - +2 1
2

1
2 , (1.19)

где l — про из воль ное чис ло. В этом слу чае

J Р Рi i i= -l ( )* 2 .

Сле до ва тель но, про из во ди тель так бу дет рас по ря жать ся свои ми ре -
сур са ми, что бы объ ем его про дук ции был ра вен Р i

* . Струк ту ра
штра фа (1.19) де ла ет ин те ре сы про из во ди те ля не про ти во по лож ны -
ми ин те ре сам Цен тра.

Лег ко ви деть, что функ ций вида (1.19), ко то рые де ла ют ин те ре -
сы про из во ди те лей сов па даю щи ми с ин те ре са ми Цен тра, мо жет
быть по строе но бес чис лен ное мно же ст во.

Од на ко не ог ра ни чен ный штраф или по ощ ре ние вряд ли мо гут
пред став лять ка кой-ли бо прак ти че ский ин те рес. В за да чах, «дос та -
точ но ре аль но» по став лен ных, ве ли чи на штра фа либо ог ра ни че на,
т. е. удов ле тво ря ет ус ло вию вида

(~ , , ~ ) ~j j
j1 K N GÎ , (1.20)

где G ~j
 — не ко то рое мно же ст во, либо зна че ние функ ции J за ви сит

от функ ций ~j i :

J J Р Р N N= ( , , ; ~ , , ~ )1 1K Kj j . (1.21)
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В том слу чае, ко гда на функ ции штра фа на ло же ны ог ра ни че ния
вида (1.20) или це ле вая функ ция Цен тра явно за ви сит от функ ций
штра фа, за да ча оп ре де ле ния мак си маль но го штра фа ста но вит ся
труд ной за да чей оп ти ми за ции.

За ме тим, что ос нов ная слож ность здесь та же, что и в за да чах
син те за. Не об хо ди мо оты ски вать функ ции ~ ( )j i iР . По это му так же,
как и в за да чах син те за, функ ции ~j i  сле ду ет счи тать при над ле жа -
щи ми к не ко то ро му дос та точ но про сто му клас су, эле мен ты ко то ро -
го оп ре де ля ют ся не боль шим чис лом па ра мет ров.

Рас смот рим бо лее под роб но эти два по след ние слу чая. Пред по -
ло жим, что Центр пред став ля ет со бой не ко то рое про из вод ст вен ное
объ е ди не ние, вы пус каю щее од но тип ную про дук ции, т. е. не ко то -
рый ана лог од но сек тор ной эко но ми ки. То гда оцен ка его дея тель -
но сти бу дет свя за на с не ко то рой функ ци ей, за ви ся щей толь ко от
объ е ма сум мар но го про дук та, соз дан но го про из во ди те ля ми F Р i( )å . 
Кро ме того, пред по ло жим, что су ще ст ву ет не ко то рый «фонд по ощ -
ре ния» R, при чем

R Рi i
i

N

=
=

å~ ( )j
1

. (1.22)

Рас смот рим по сле до ва тель но два слу чая.
А) Фонд по ощ ре ния R яв ля ет ся эк зо ген ным, т. е. он пре дос тав -

ля ет ся в рас по ря же ние Цен тра ка ким-ли бо выс шим ор га ном, то гда
це ле вая функ ция Цен тра бу дет

J Р Р F РN i
i

N

( , , )1
1

K =
æ

è
ç

ö

ø
÷

=
å . (1.23)

Б) Фонд по ощ ре ния вы де ля ет ся из «до хо да Цен тра», и то гда

J J Р Р F Р RN N i
i

N

N= =
æ

è
ç

ö

ø
÷ -

=
å( , , ; ~ , , ~ ) (~ , , ~ )1 1

1
1K K Kj j j j . (1.24)

Функ цию F мы ус ло вим ся брать в сле дую щем виде

F Р с Р с Р Pi
i

N

i
i

N

i
i

N

= = =
å å å

æ

è
ç

ö

ø
÷ = - -

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
1

1
2

1

2

. (1.25)

Здесь с1 — не ко то рая оп то вая цена, P — не ко то рый за дан ный (до -
пус ти мый, тре буе мый) объ ем ва ло во го про дук та. Если про из водст-

вен ный про дукт Р Pi
i

N

=
å ¹

1

, то воз ни ка ют до пол ни тель ные рас хо ды.
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В за ви си мо сти от тех ни че ско го или эко но ми че ско го со дер жа ния
про бле мы смысл это го сла гае мо го мо жет быть са мый раз ный.

До ход Цен тра в фор ме (1.25) ох ва ты ва ет до воль но ши ро кий
класс за дач, встре чаю щих ся на прак ти ке.  Пре ж де все го это про-

бле ма ком плект ных по ста вок. Если со во куп ный про дукт Р Pi
i

N

=
å <

1

,

то, сле до ва тель но, бо лее вы со кий уро вень ие рар хии, ко то рый ком -
плек ту ет из де лия, не смо жет их по ста вить в нуж ном ко ли че ст ве.

Если Р Pi
i

N

=
å >

1

, то из бы ток про из ве ден но го про дук та (на при мер,

де та лей) не смо жет быть ис поль зо ван и бу дет за мо ро жен.  В обо их

слу ча ях ве ли чи на с Р Pi
i

N

2
1

2

-
æ

è
ç

ö

ø
÷

=
å  мо жет рас смат ри вать ся как штраф

за не вы пол не ние ком плект ных по ста вок. Ве ли чи на с2 мо жет счи -
тать ся ве ли чи ной по сто ян ной.

По доб ная за да ча воз ни ка ет и в тех слу ча ях, ко гда про дукт яв -
ля ет ся не де фи цит ным и из вест на ем кость рын ка или объ ем кон -
тракт ных по ста вок. В этом слу чае Р и бу дет тем объ е мом про дук -
та, ко то рый дол жен быть про из ве ден. Если про из ве де но про дук та

Р Pi
i

N

=
å >

1

, то воз ни ка ют до пол ни тель ные за тра ты, на при мер, на его

хра не ние или вслед ст вие за мо ра жи ва ния ка пи та ла. В этом слу чае

с

Р P

с Р P Р P

i
i

N

i
i

N

i
i

N2
1

2

1 1

0

=

£

-
æ

è
ç

ö

ø
÷ >

=

= =

å

å å

, ,

,

если

если ,

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

где с 2  — по сто ян ная. Здесь с Р Pi
i

N

2
1

-
æ

è
ç

ö

ø
÷

=
å  — ли бо не ко то рая  по сто ян-

ная, либо во гну тая функ ция ар гу мен та.
Рас смот рим сна ча ла слу чай А. Фонд по ощ ре ния — ве ли чи на

эк зо ген ная, и, сле до ва тель но, сум мар ный штраф (или по ощ ре ние)
дол жен удов ле тво рять ус ло вию (1.22).
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Обо зна чим че рез Р i
*  объ ем про дук та, ко то рый, с точ ки зре ния

Цен тра, дол жен про из ве сти про из во ди тель i, и функ цию штра фа
при мем в виде:

~ ( ) ( )*j i i i i i i iР k Р Р e Р= - - +2 . (1.26)

То гда фонд про из во ди те ля бу дет, со глас но (1.16):

J L c e d x L k Р Р Li i i i i i i i i i i( ) ( ) ( )*= + - - - =
1

2
1

2 w

= - - -a w bi i i i i i i iL L k L Р
1

2
1

2 2( )* , (1.27)

где

a i i i ic e d x= +( )
1

2 ,  b i i id x=
1

2 .

Управ ле ние про из во ди те ля оп ре де ля ет ся из ус ло вия: 
¶

¶

J

L
i

i

= 0 или, в
яв ном виде:

L
k Р

k
i

i i i i

i i i

=
+

+

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1

4

2
2

2
a b

w b

*

. (1.28)

И сле до ва тель но, це ле вая функ ция Цен тра бу дет

J c
d x c e k Р

k d x
i i i i i

i i i ii

N

=
+ +

+
-

=
å1

2

2
1

2

2

( )

( )

*

w

-
+ +

+
-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

=
åc

d x c e k Р

k d x
pi i i i i

i i i ii

N

2

2

2
1

2
2

2
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Объ ем «пла но вых за да ний» для про из во ди те лей Р *, ко эф фи ци -
ент по ощ ре ний ei и штра фов ki на хо дят ся в рас по ря же нии Цен тра.
Центр мо жет ими вос поль зо вать ся для оп ти ми за ции функ ции
(1.29) при ог ра ни че нии (1.22), ко то рое в дан ном слу чае име ет вид:

k
d x c e k Р

k d x
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w
. (1.22)
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Та ким об ра зом, за да ча пла ни ро ва ния Цен тра све де на к обыч ной
за да че оты ска ния экс тре му ма (1.29) при ус ло ви ях типа ра вен ст ва
(1.22) и ог ра ни че ни ях вида

Р i
* ³ 0,  ki ³ 0,  e i ³ 0,  i N=1, ,K . (1.30)

Если ко эф фи ци ент с2 имеет вид (1.25), то это дос та точ но слож ная,
но впол не обо зри мая за да ча не ли ней но го про грам ми ро ва ния.

Рас смот рим те перь слу чай Б, в ко то ром фонд по ощ ре ния R не
яв ля ет ся эк зо ген ным, а фор ми ру ет ся из до хо да Цен тра. Этот факт,
оче вид но, не от ра жа ет ся на по ли ти ке про из во ди те ля, ко то рый не -
за ви си мо от это го фон да вы би ра ет свое управ ле ние, сле дуя фор му -
ле (1.28), как толь ко ему со об ще на струк ту ра штра фа (1.26). Сле до -
ва тель но, в этом слу чае за да ча сво дит ся к вы бо ру ве ли чин Р i

* , e i  и 
ki , ко то рые мак си ми зи ру ют функ цию
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(1.31)

при ог ра ни че ни ях (1.30).
За да ча (1.30)—(3.31) яв ля ет ся дос та точ но про стой за да чей квад -

ра тич но го про грам ми ро ва ния.

При ме ча ние. Функ цию штра фа (1.26) мож но пред ста вить в виде

~ ( )j i i i i i i iР a L b L l= + +
1

2 , (1.26)

где

a k d xi i i i= - ,
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b e d x k d x Рi i i i i i i i= +
1

2
1

22 * ,

l k Рi i i= - *2 .

Лег ко ви деть, что вы бор стра те гии про из во ди те ля Li не бу дет
за ви сеть от па ра мет ра li ; та ким об ра зом, из трех па ра мет ров, ко то -
ры ми оп ре де ля ет ся штраф (1.26), толь ко два яв ля ют ся
су ще ст вен ны ми.

Если функ ция цели Цен тра за ви сит толь ко от ве ли чин Рi, то
па ра мет ры li мож но от не сти к ог ра ни че ни ям.

§ 2. Об щая ста ти че ская за да ча
1. По ста нов ка за да чи. Рас смот рим те перь об щий слу чай ста ти че -
ской за да чи, со хра няя для удоб ст ва тер ми но ло гию, ко то рую мы ис -
поль зо ва ли при рас смот ре нии при ме ров. Мы сно ва бу дем го во рить
о Цен тре и про из во ди те лях, хотя то, о чем бу дет го во рить ся ниже,
от но сит ся не толь ко к эко но ми че ским, но и к техни чес ким
сис те мам.

Итак, бу дет изу чать ся сис те ма, со стоя щая из N про из во ди те лей, 
резуль тат функ цио ни ро ва ния ко то рых оце ни ва ет ся функ ци ей

J J ui i i i i i i= ( , , ( ), )g j g x , (2.1)

где иi — эк зо ген ный ре сурс, на хо дя щий ся в рас по ря же нии Цен тра.
Он стес нен ог ра ни че ни ем

u Gi uÎ , (2.2)

на при мер,

u Ui
i

N

=
å =

1

,

g i  — век тор управ ле ний про из во ди те ля. Он мо жет быть стес нен ог -
ра ни че ния ми вида

g gi G
i

Î , (2.3)
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при чем струк ту ра мно же ст ва G
ig  в об щем слу чае мо жет за ви сеть от

ре ше ний Цен тра, т. е. на хо дить ся в его рас по ря же нии. j gi i( ) — это
так же управ ле ния Цен тра. Зна че ния функ ций j gi i( ) оп ре де ля ют ся
дей ст вия ми про из во ди те ля, его управ ле ни ем g i . На вы бор этих
функ ций на ло же ны ог ра ни че ния, ко то рые мы бу дем иметь в виде:

j ji GÎ . (2.4)

На ко нец, x i — это не ко то рые внеш ние ха рак те ри сти ки про цес са.
Они мо гут быть из вест ны про из во ди те лю i точ но или с ка кой-то
сте пе нью точ но сти. Бу дем их счи тать слу чай ны ми ве ли чи на ми, при -
над ле жа щи ми не ко то ро му клас су.* Этот факт бу дем за пи сы вать так:

xi igÎ . (2.5)

Ин те ре сы про из во ди те ля — это мак си ми за ция функ ции Ji.
Опи шем те перь Центр. Его це ле вая функ ция за ви сит от тех же

па ра мет ров

J J u u G GN N N N N= ( , , , , , ( ), , ( ), , , , , ,
1 1 1 1 1 1

K K K K Kg g j g j g x x g gN
)

Од на ко уро вень ин фор ма ции о слу чай ных па ра мет рах xi  y него
иной:

x xi G
i

Î . (2.6)

Центр хуже ин фор ми ро ван об осо бен но стях про цес са. Это зна чит,
что мно же ст ва G

ix  бо лее ши ро кие, чем gi. По след нее обстоя тель ство 
ус ло вим ся за пи сы вать в виде:

g Gi i
Î x . (2.7)

Имен но это обстоя тель ство и оп ре де ля ет соз да ние ие рар хи че ской
сис те мы.
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x i  — скаляр, то x i i ia bÎ[ , ]  и рав но мер но рас пре де ле на на этом от рез ке, или га ус сов ские

мо мен ты ее при над ле жат дан но му от рез ку.



Для того что бы те перь по лу чить ма те ма ти че скую за да чу, мы
долж на ус ло вить ся о «пра ви лах игры». Ус ло вим ся счи тать, что
Центр всег да де ла ет пер вый ход: он со об ща ет про из во ди телю

а) зна че ние эк зо ген но го ре сур са иi,
б) струк ту ру функ ции штра фа, т. е. функ цию j gi i( ),
в) ха рак тер ог ра ни че ний G

ig .
Те перь про из во ди тель дол жен при нять ре ше ние, т. е. рас по ря -

дить ся век то ром g i  в ус ло ви ях не оп ре де лен но сти. Ус ло виимся счи -
тать, что Центр всег да зна ет прин цип при ня тия ре ше ния про из во -
ди те лем. Эту ги по те зу мы ус ло вим ся обо зна чать че рез Гi и пи сать
ее в сле дую щем виде:

$ max ( , , ( ), )
( )

J J ui
G

i i i i i i
i i i

=
Îg g

g j g x
Г

.

В ка че ст ве ес те ст вен ных при ме ров ги по тез Гi мож но при вес ти
сле дую щие:

а) если x i — ве ли чи на, из вест ная про из во ди те лю, то ги по те за
Гi — оп ти ми за ция Ji по gi;

б) если x i — слу чай ный га ус сов ский век тор и его ма те ма ти че -
ское ожи да ние x i  из вест но про из во ди те лю, то ги по те за Гi — оп ти -
ми за ция по g i  при x x= i  т. е,

$ max ( , , ( ))J J ui
G

i i i i i
i i

=
Îg g

g j g ;

в) если xi igÎ , где gi — ог ра ни чен ное замк ну тое мно же ст во и x i

рав но мер но рас пре де ле но в gi, то ги по те за Гi — это мак си ми за ция
по g i  га ран ти ро ван но го ре зуль та та по x, т. е.

$ max min ( , , ( ), )J J ui
G g

i i i i i i
i i i i

=
Î Îg xg

g j g x .

По сле того как ги по те за Гi, сфор му ли ро ва на, про бле мы управ -
ле ния, ко то рые долж ны ре шать ся Цен тром, пре вра ща ют ся в
не ко то рые спе ци аль ные за да чи оп ти ми за ция. В са мом деле,
ги по те зы Гi по зво ля ют оп ре де лить управ ле ния про из во ди те -
лей — ве ли чи ны g i  — как функ ции управ ле ний Цен тра и па ра -
мет ра xi :

g g j g xgi i i i i iu G
i

= ( , ( ), , ). (2.8)
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Та ким об ра зом, функ цио нал J за ви сит толь ко от ве ли чия, ко то -
ры ми мо жет рас по ря жать ся Центр, и слу чай ных фак то ров xi :

J J u u G GN N N N
= * ( , , , , , , , , , , )

1 1 1 1
K K K Kj j x x g g . (2.9)

По сколь ку вы ра же ние (2.8) оп ре де ля ет не ко то рый опе ра тор, то
за да ча оп ти ми за ции функ цио на ла (2.9), ко неч но, не от но сит ся к
чис лу стан дарт ных. На ко нец, для того что бы сде лать за да чу оп ре де -
лен ной, Центр дол жен еще при нять ре ше ние о прин ци пах вы бо ра
соб ст вен ных стра те гий, по сколь ку функ цио нал со дер жит не кон тро -
ли руе мые па ра мет ры xi . Здесь так же очень труд но дать ка кие-ли бо
об щие ре ко мен да ции. В од них слу ча ях Центр мо жет ис поль зо вать
ги по те зы га ран ти ро ван но го ре зуль та та, в дру гих слу ча ях — вводить
ту или дру гую функ цию рис ка и т. д. Центр име ет пра ва опе ри рую -
щей сто ро ны, и фор му ли ров ка прин ци па об ра ще ния с не кон тро ли -
руе мы ми па ра мет ра ми xi  на хо дит ся пол но стью в ком пе тен ции
Цен тра и ле жит вне за да чи, как и ги по те за по ве де ния Гi, но она
долж на быть чет ко сфор му ли ро ва на Цен тром, без чего даль ней ший 
ана лиз ста но вит ся бес смыс лен ным. Ги по те зу о по ве де ния Цен тра
бу дем обо зна чать че рез Г. Та ким об ра зом, для того что бы про вес ти
ана лиз за да чи, не об хо ди ма сис те ма ги по тез { , , , , }Г Г Г Г1 2 K N .

Пре ж де чем пе ре хо дить к ана ли зу за дач, сде ла ем не ко то рые
за ме ча ния.

а) Пред став ля ют прак ти че ский ин те рес те си туа ции, ко гда
Центр не пол но стью ин фор ми ро ван об ин те ре сах, т. е. о це ле вых
функ ци ях про из во ди те лей. Этот слу чай пол но стью вкла ды ва ет ся в
опи сан ную схе му: па ра мет ры xi  мы мо жем трак то вать как ве ли чи -
ны, ко то рые опи сы ва ют сте пень не оп ре де лен но сти на ших зна ний о 
це ле вых функ ци ях про из во ди те лей.

б) Еще раз под черк нем, что су ще ст во ва ние са мо стоя тель ных
ин те ре сов у про из во ди те лей — это объ ек тив ный факт. Эти ин те ре -
сы воз ни ка ют не мед лен но, как толь ко про из во ди тель по лу ча ет пра -
ва са мо стоя тель но го ор га низ ма, т. е. пра ва са мо стоя тель но при ни -
мать ре ше ния. Центр мо жет воз дей ст во вать на эти ин те ре сы, из ме -
нять их в нуж ном на прав ле нии, рас ши рять или су жать воз мож но -
сти про из во ди те лей в дос ти же нии этих це лей.

в) Од ной из осо бен но стей ие рар хи че ских сис тем управ ле ния
яв ля ет ся воз мож ность управ лять с по мо щью ог ра ни че ний, воз мож -
ность су жать или рас ши рять пра ва пред при ятий, вхо дя щих в
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объ е ди не ние. В кон крет ных слу ча ях это мо жет быть раз ре ше ние
или за прет не ко то рых тех но ло гий, ог ра ни че ние на тру до за тра ты и
т. д. Не об хо ди мость по доб ных ог ра ни че ний как раз и яв ля ет ся
след ст ви ем не то ж де ст вен но сти ин те ре сов Цен тра и про из во ди те -
лей, след ст ви ем не воз мож но сти сде лать эти ин те ре сы впол не
сов па даю щи ми.

г) Опи сан ная мо дель яв ля ет ся весь ма об щей и ох ва ты ва ет це -
лый ряд спе ци аль ных осо бен но стей, имею щих прак ти че ский ин те -
рес. Так, на при мер, в ее рам ках лег ко учи ты ва ет ся стои мость пе ре -
ра бот ки ин фор ма ции, ка че ст во ин фор ма ции и т. д.

2. За да ча об эк зо ген ном ре сур се. В силу боль шой общ но сти мо де -
ли труд но го во рить о ка ких-ли бо об щих дос та точ но эф фек тив ных
чис лен ных ме то дах ее ана ли за. По это му мы рас смот рим ряд по сле -
до ва тель но ус лож няю щих ся при ме ров. Нач нем сна ча ла с рас смот -
ре ния за да чи об эк зо ген ном ре сур се.

Пред по ло жим, что ин те ре сы Цен тра опи сы ва ют ся функ ци ей

J J N= ( , , )g g1 K , (2.10)

а ин те ре сы про из во ди те лей — функ ция ми

J J ui i i i= ( , )g , (2.11)

при чем

( , , )u u GN u1 K Î , (2.12)

а на управ ле ние g i  не на кла ды ва ет ся ни ка ких ог ра ни че ний, т. е.

g i
nR iÎ . (2.13)

В ка че ст ве ги по те зы по ве де ния Гi при мем ги по те зу о мак си ми за ции 
функ ции (2.11). То гда ус ло вие, ко то ро му не об хо ди мо долж но удов -
ле тво рять управ ле ние g i , бу дет

¶

¶g

J i

i

= 0. (2.14)

Ус ло вие (2.14) мож но пред ста вить в виде
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F i i iu( , )g = 0,  i = 1, …, N. (2.15)

Та ким об ра зом, за да ча Цен тра сво дит ся к оты ска нию век то ров
и1, ..., иN, дос тав ляю щих мак си мум функ ции (2.10) при ус ло ви ях
(2.12), (2.15), а это стан дарт ная за да ча не ли ней но го про грам ми ро ва ния.

К ана ло гич но му резуль тату мы при дем и в том слу чае, если ве -
ли чи ны g i  под чи не ны ог ра ни че ни ям, до пус каю щим ис поль зо ва ние 
функ ций штра фа. В этом слу чае вме сто функ ции J ui i i( , )g  мы бу -
дем рас смат ри вать не ко то рую функ цию $ ( , , )J ui i i ig l , где l i  — ко -
эф фи ци ент при функ ции штра фа.

Боль шое прак ти че ское зна че ние име ют раз лич ные ва ри ан ты
тео рии воз му ще ния, по зво ляю щие уточ нять при бли жен ный, дис -
пет чер ский ме тод ре ше ния. Рас смот рим одну из воз мож ных схем
тео рии воз му ще ний для того слу чая, ко гда на управ ле ния g i  не на -
ло же но ни ка ких ог ра ни че ний или они сня ты вве де ни ем функ ции
штра фа. Пред по ло жим, что Центр рас по ря дил ся тем или иным об -
ра зом сво им ре сур сом, т. е. на зна чил не ко то рые ве ли чи ны u ui i= ~ .
Точ но так же и про из во ди те ли вы бра ли свои ре ше ния g gi i= ~ . Ка -
ким об ра зом «улуч шить» это ре ше ние?

По ло жим

g g dgi i i= +~ ,
u u ui i i= +~ d . (2.16)

Под став ляя (2.16) в (2.11), за ме ним это вы ра же ние сле дую щим:

J u u J u Ji i i i i i i i i i i(~ , ~ ) (~ , ~ )+ + = + +d g dg g g dg

+ + +
1

2
2( , , ) ( , , ) ( )dg dg dg d dgg g gi i i i i u iJ J u o

i i i i
,

где o( )dg 2  — со во куп ность чле нов, не со дер жа щих управ ле ние dg i , и 
чле нов, по ря док ко то рых бо лее вы со кий, чем g i

2
.

На ос но ва ния ги по те зы Гi цель про из во ди те ля со сто ит в та ком
вы бо ре dg i , ко то рый дос тав ля ет ми ни мум функ ции

d dg d dg dg dgg g gJ u J Ji i i i i i i ii i i
( , ) ( , , )= + +

1

2

+ +( , , ) ( )dg d dggi i u iJ u o
i i

2 .

235



От бра сы вая по след нее сла гае мое и счи тая, что на dg i  не на ло же но
ни ка ких ог ра ни че ний, на хо дим dg i  в яв ном виде:

dg di i i ia A u= + , (2.17)

где век тор ра вен a J Ji i ii i i
= - g g g , а мат ри ца A J Ji i i ui i i i

= - g g g .
За ме тим, что если про из во ди тель в от вет на ход Цен тра, т. е. 

на его ин фор ма цию о u ui i= ~ , вы брал свою стра те гию со глас но
ги по те зе Гi, то и аi = 0 и Ai = 0, т. е. dg i = 0. От сю да сле ду ет не
толь ко вы вод о том, что в рас смат ри вае мом слу чае дан ный ва -
ри ант тео рии воз му ще ний не при го ден, но и бо лее важ ный
резуль тат о ма лой эф фек тив но сти управ ле ния с по мо щью эк зо -
ген но го ре сур са.

Если Центр хо чет не зна чи тель но из ме нить стра те гии про из во -
ди те лей, на при мер, в том слу чае, если не зна чи тель но из ме ни лась
его цель, т. е. его це ле вая функ ция, то он дол жен весь ма су ще ст -
вен но из ме нить ха рак тер рас пре де ле ния ре сур са, по сколь ку из ана -
ли за вы ра же ния (2.17) сле ду ет, что

dg di io u= ( )2 .

3. За да ча о по ощ ре ни ях. Бу дем счи тать, что ин те ре сы Цен тра
опи сы ва ют ся функ ци ей (2.10), а ин те ре сы про из во ди те ля —
функ цио на лом:

J Ji i i i i= ( , ( ))g j g , (2.18)

где j gi i( ) — штраф или по ощ ре ние, за ви ся щие от ре ше ний, ко -
то рые при ни ма ет про из во ди тель. Та ким об ра зом, мы рас смат -
ри ва ем за да чу, в ко то рой це ле вая функ ция Цен тра не за ви сит
от функ ций штра фа. Для того что бы за да ча име ла смысл, как
мы ви де ли, на раз мер штра фа или по ощ ре ния долж но быть на -
ло же но не ко то рое ог ра ни че ние. Для оп ре де лен но сти бу дем
счи тать штраф ска ляр ным, а сум мар ный фонд по ощ ре ний
за дан ным:

j gi i
i

N

Q( )
=
å =

1

. (2.19)
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При ме ча ние. Если Q = 0, то этот слу чай мы мо жем ин тер пре ти -
ро вать как пе ре рас пре де ле ние Цен тром до хо да про из во ди те лей в
за ви си мо сти от того, на сколь ко стра те гия про из во ди те ля спо соб ст -
ву ет дос ти же нию це лей Цен тра.

В пре ды ду щем па ра гра фе мы уже об ра ти ли вни ма ние на те
труд но сти, ко то рые мы встре ча ем при по пыт ках по стро ить про -
цеду ры эф фек тив но го оп ре де ле ния оп ти маль но го штра фа, т. е.
функ ций j gi i( ). По это му, сле дуя иде ям тео рии син те за, бу дем оты -
ски вать функ цию j gi i( ), при над ле жа щую к не ко то ро му клас су
функ ций, оп ре де ляе мо му не боль шим чис лом па ра мет ров. Так же,
как и в пре ды ду щем па ра гра фе, бу дем ис кать j gi i( ) в фор ме квад -
ра тич ной функ ции

j g g gi i i i i i ia b c( ) = + + 2 . (2.20)

Пред став ле ние функ ции по ощ ре ния в фор ме (2.20) ох ва ты ва ет
боль шое ко ли че ст во прак ти че ски важ ных за дач.

По сле за ме ны (2.20) функ цио нал (2.18) пре вра ща ет ся в функ -
цию, за ви ся щую от g i , a i , bi , c i :

J J a b ci i i i i i i i= + +( , )g g g 2 . (2.21)

Если на управ ле ние g i  не на ло же но ни ка ких ог ра ни че ний или если 
мы сни ма ем ог ра ни че ние с по мо щью функ ции штра фа, то не об хо -
ди мое ус ло вие оп ти маль но сти бу дет сле дую щим:

dJ

d

J J
b c a b ci

i

i

i

i

i
i i i i i i i

g

¶

¶g

¶

¶j
g g= + + º =( ) ( , , , )2 0F . (2.22)

В этом слу чае за да ча оты ска ния оп ти маль но го штра фа сво дят ся к
оты ска нию ве ли чин g i i i ia b c, , ,  (i = 1, …, N), дос тав ляю щих мак -
си мум функ ции

J J N= ( , , , )g g g1 2 K

при ог ра ни че ни ях

( )a b c Qi i i i i
i

N

+ + =
=
å g g 2

1

,
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F i i i i ia b c( , , , )g = 0,

т. е. к стан дарт ной за да че не ли ней но го про грам ми ро ва ния.
Та ким об ра зом, с вы чис ли тель ной точ ки зре ния обе за да чи ана -

ло гич ны: вве де ни ем функ ций штра фа, сни маю щих ог ра ни че ния на
управ ле ние про из во ди те ля, обе рас смат ри вае мые за да чи сво дят ся к
не ко то рой за да че не ли ней но го про грам ми ро ва ния, со дер жа щей ог -
ра ни че ния типа ра венств и не ра венств. Од на ко с со дер жа тель ной
точ ки зре ния их при ро да зна чи тель но от ли ча ет ся. Эта раз ни ца лег -
ко ус та нав ли ва ет ся при ана ли зе с по мо щью тео рии воз му ще ний.

Пусть $ , $ , $ , $a b ci i i ig  — не ко то рые зна че ния не из вест ных, ко то -
рые мы хо тим уточ нить, опи ра ясь на наши пред по ло же ния.
По лу чим

a a ai i i= +$ d ,
b b bi i i= +$ d ,
c c ci i i= +$ d ,
g g dgi i i= +$ .

То гда

J J
J J

a b bi i
i

i
i

i

i
i i i i i= + + + + +$ ( $¶

¶g
dg

¶

¶j
d d g dg

+ + +d g dg gc c oi i i i i$ $ $ ) ( )2 2 K .

Со глас но ги по те зе Гi, ве ли чи ны dg i  вы би ра ют ся из ус ло вия

dJ

d
i

idg
= 0,

от ку да для оп ре де ле ния dg мы по лу ча ем сле дя щее урав не ние тео -
рии воз му ще ний:

¶

¶g

¶

¶j

¶

¶j
g dg

J J
b

J
ci

i

i

i
i

i

i
i i i+ +

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =$ $ $2

( )= - + +
¶

¶j
d d g d g

J
a b ci

i
i i i i i$ $ 2 . (2.23)
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Урав не ние (2.23) по ка зы ва ет, что по прав ки на управ ле ние про из во -
ди те ля яв ля ют ся ли ней ны ми функ ция ми по пра вок на управ ле ние
Цен тра, при чем этот вы вод ос та ет ся в силе даже и то гда, ко гда ве -
ли чи на $g i  была вы бра на оп ти маль ным об ра зом, т. е. так, что

¶

¶g

J i

i

= 0.

От сю да сле ду ет важ ный вы вод о том, что в ок ре ст но сти оп ти маль -
но го управ ле ния управ ле ние с по мо щью функ ций по ощ ре ний зна -
чи тель но эф фек тив нее управ ле ния с по мо щью рас пре де ле ния эк зо -
ген но го ре сур са.

Этот вы вод по лу чен на ос но ве рас смот ре ния в «ма лом». Сле до -
ва тель но, он те ря ет свои силу для об ще го слу чая. Дей ст ви тель но, в
ок ре ст но сти оп ти маль но го ре ше ния Цен тру лег че воз дей ст во вать
на про из во ди те ля, лег че при спо со бить его функ цио ни ро ва ние к
дос ти же нию сво их це лей. Од на ко если речь идет о гло баль ной пе -
ре строй ке стра те гии Цен тра (тре бую щей, на при мер, круп ных ин ве -
сти ций для соз да ния но вых фон дов), то мо жет ока зать ся, что
управ ле ние о по мо щью эк зо ген но го ре сур са бу дет эф фек тив нее.

Здесь уже труд но да вать ка кие-ли бо об щие ре ко мен да ции.
4. За ме ча ние о не един ст вен но сти. Все пре ды ду щие рас су ж де ния

име ли смысл в том и толь ко в том слу чае, ко гда урав не ние

¶

¶g

J i

i

= 0 (2.24)

оп ре де ля ет един ст вен ное ре ше ние или зна че ния J i i
s($ )g , где

$g i
s  — кор ни урав не ния (2.24) — не рав ны ме ж ду со бой. Но мо жет

ока зать ся так, что су ще ст ву ет, на при мер, две стра те гии про из во ди -
те ля $g i

1  и $g i
2 , для ко то рых

J Ji i i i($ ) ($ )g g1 2= . (2.25)

Это зна чит, что с точ ки зре ния про из во ди те ля обе стра те гии g i
1  и 

g i
2  — эк ви ва лент ны. Од на ко, с точ ки зре ния Цен тра, эти стра те гии

мо гут быть со всем раз ны ми. Про стей ший при мер — раз лич ные на -
бо ры ас сор ти мен та из де лий, имею щие оди на ко вую сум мар ную
стои мость. С точ ки зре ния про из во ди те ля, эти на бо ры аб со лют но
оди на ко вы. Но Центр мо жет быть за ин те ре со ван в ком плект ной
по став ке из де лий. В этом слу чае, ра зу ме ет ся, Центр дол жен иметь
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из этих на бо ров лишь один впол не оп ре де лен ный. Рас смат ри вае -
мый слу чай не яв ля ет ся па то ло ги ей, он до воль но ти пи чен и в той
или иной фор ме час то встре ча ет ся в жиз ни.

Если име ет место ра вен ст во (2.25), то за да ча управ ле ния Цен -
тра зна чи тель но ус лож ня ет ся. Так, на при мер, с по мо щью эк зо ген -
но го ре сур са по вли ять на вы бор про из во ди те лем того из $g i , ко то -
рый ну жен Цен тру, про сто не воз мож но. Здесь для управ ле ния
прин ци пи аль но не об хо дим спе ци аль ный штраф или по ощ ре ние.

5. За ме ча ние о до пол ни тель ных свя зях. До сих пор мы счи та ли,
что функ цио ни ро ва ние про из во ди те ля i оп ре де ля ет ся толь ко его
стра те ги ей g i  и дей ст вия ми Цен тра. Для ана ли за дан ной си туа ции,
для пре вра ще ния ее в за да чу ма те ма ти ки нам было не об хо ди мо
иметь на бор ги по тез о по ве де нии про из во ди те лей, мы их обо зна чи -
ли че рез Гi и ги по те зу о по ве де нии Цен тра. Но мо жет ока зать ся,
что це ле вая функ ция про из во ди те ля i за ви сит еще и от стра те гий
не ко то рых дру гих про из во ди те лей:

J Ji i i j js= ( , , , )g g g1 K .

Этот слу чай так же дос та точ но ти пи чен и за слу жи ва ет под роб но го
рас смот ре ния. Ве ли чи ны g js  мо гут трак то вать ся, на при мер, как
вза им ные по став ки.

Си туа ция, ко то рая те перь воз ни ка ет, уже су ще ст вен но слож нее
рас смот рен ной ра нее. Пре ж де все го не об хо ди ма еще сис те ма
Гi j — ги по тез, ко то рые дол жен фор му ли ро вать про из во ди тель i о
стра те гии про из во ди те ля j. Но наи бо лее труд ны ми здесь бу дут во -
просы управ ле ния и фор ми ро ва ния ги по те зы о по ве де нии Цен тра.
Один из час тых и труд ных во про сов, ко то рые от но сят ся к это му
кру гу, — что счи тать оп ти маль ным пла ном для про из во ди те лей и
как сфор му ли ро вать ма те ма ти че ские за да чи его оп ре де ле ния?

Ре ше ние этих во про сов тре бу ет, оче вид но, не фор маль но го ана ли за.
6. О роли ин фор ми ро ван но сти. На про тя же нии все го из ло же ния

под чер ки вал ся ха рак тер ин фор ми ро ван но сти. Центр всег да де лал
пер вый ход. Он за ра нее со об щал про из во ди те лям те све де ния, без
ко то рых про из во ди тель про сто не мог при нять оп ре де лен но го ре ше -
ния. Но за метим, что в ус ло ви ях, ко гда Центр сфор му ли ро вал ги по -
те зы Гi, ни ка кой дру гой ин фор ма ции о по ве де нии про из во ди те ля
ему не нуж но — ни ка кая до пол ни тель ная ин фор ма ция не из ме нит
ха рак те ра его стра те гии.
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§ 3. При мер двух уров не вой ди на ми че ской за да чи
1. Осо бен но сти ди на ми че ских за дач. Управ ле ние, в соб ст вен ном
смыс ле сло ва, по яв ля ет ся вме сте с ди на ми кой — ко гда воз ни ка ет
про бле ма це ле на прав лен но го влия ния на про цес сы, ко то рые раз -
вер ты вают ся во вре ме ни. Од на ко это во все не зна чит, что ста ти че -
ские за да ча не ин те рес ны для про блем управ ле ния. Они дают
оцен ку для не ко то рых ин те граль ных ха рак те ри стик про цес са. Но
еще важ нее их ме то ди че ское зна че ние. Они по зво ля ют не толь ко
дос та точ но на гляд но изу чить ма те ма ти че ские осо бен но сти за дач,
воз ни каю щих в тео рии ие рар хи че ских сис тем, но и оце нить ос -
нов ные идеи, ко то рые мо гут быть ис поль зо ва ны для по строе ния
чис лен ных ме то дов.

Од на ко со дер жа ние ди на ми че ских за дач не из ме ри мо бо га че, 
чем ста ти че ских. Здесь воз ни ка ет це лый ряд но вых про блем, не
имею щих ана ло гов в ста ти ке. В са мом деле, если в ста ти че ских
за да чах управ ле ние — это не ко то рый еди нич ный акт при ня тия
ре ше ния, то в ди на ми че ских за да чах рас смат ри ва ет ся не ко то рая 
це поч ка (ко неч ная или бес ко неч ная) по сле до ва тель ных ак тов
при ня тия ре ше ний. Сле до ва тель но, у Цен тра воз ни ка ют со вер -
шен но но вые, зна чи тель но бо лее эф фек тив ные воз мож но сти
вли ять на вы бор стра те гий про из во ди те ля. На ко нец, по вто ряе -
мость ак тов управ ле ния по зво ля ет в ка кой-то сте пе ни ком пен -
си ро вать не дос та ток ин фор ма ции у Цен тра ис поль зо ва ни ем
идей и ме то дов адап тив ных сис тем. В дан ном док ла де, ра зу ме -
ет ся, мы ог ра ни чи ва ем ся из ло же ни ем лишь са мых на чаль ных
фак тов этой тео рии.

2. Де цен тра ли за ция в цен тра ли зо ван ной эко но ми ке. Под черк нем
еще раз, что при ме ры, ко то рые мы рас смат ри ва ем, от но сят ся к
про бле ме де цен тра ли за ции при ня тия ре ше ний в цен тра ли зо ван ной
эко но ми ке. На ли чие об щих гло баль ных це лей как раз и яв ля ет ся
ос нов ным при зна ком та кой сис те мы. Раз во ра чи вая не ко то рую ие -
рар хи че скую сис те му под чи нен но сти, мы за ме ня ем стро гую рег ла -
мен та цию не ко то ры ми эко но ми че ски ми ме ха низ ма ми, спо соб ны ми 
бо лее точ но реа ги ро вать на внеш ние из ме не ния в эко но ми че ской
конъ юнк ту ре, техни чес ком про грес се, из ме не ния со ци аль ных фак -
то ров и т. п. Цен тра ли за ция, ко то рая про яв ля ет ся в воз мож но стях
Цен тра фор ми ро вать или вли ять на фор ми ро ва ние це ле вых функ -
ций про из во ди те ля, ни как не ис клю ча ет су ще ст во ва ние и воз мож -
но сти уче та флюк туа ции ры ноч но го спро са.
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При мер, ко то рый рас смат ри ва ет ся в этом па ра гра фе, носит так
же, как и при ме ры § 1, ме то ди че ский ха рак тер. Од на ко он уже го -
раз до бли же к ре аль но сти и вклю ча ет в себя це лый ряд осо бен но -
стей, ко то рые свой ст вен ны функ цио ни ро ва нию круп ных про из вод -
ст вен ных объ е ди не ний.

3. Ос нов ные урав не ния. Со хра ним обо зна че ния § 2: x ti ( ) — это
фон ды про из во ди те ля i, ко то рые он име ет в мо мент вре ме ни t ;
через ui и vi мы обо зна чим по ток ин ве сти ций, со от вет ст вен но,
Цен тра и про из во ди те ля, т. е. ин тен сив ность вло же ния ка пи та ла (в
еди ни цу вре ме ни). То гда эво лю цию фон дов мы бу дем пи сать в сле -
дую щем виде:

&x u v k xi i i i i= + - , (3.1)

где k — ко эф фи ци ент амор ти за ции. Та ким об ра зом, лаги в дан ной
мо де ли не рас смат ри ва ют ся.

Обо зна чим че рез Рi про дукт, вы пус кае мый про из во ди те лем i в
еди ни цу вре ме ни, че рез $Fi  — со от вет ст вую щую про из вод ст вен ную
функ цию:

P F xi i i i= $ ( , )w ,

где

w gi i iL= .

L i  — по-преж не му обо зна ча ет ко ли че ст во ра бо чей силы, g i  — сред -
нюю став ку за ра бот ной пла ты.

Если g i  — ве ли чи на фик си ро ван ная, то мы бу дем иметь обыч -
ную про из вод ст вен ную функ цию

F x F x L dx L( , ) ( , )w = = -û û1 , (3.2)

где став ка за ра бот ной пла ты g вклю че на в кон стан ту d, и то гда L бу -
дет, как и в § 1, не ко то рой управ ляю щей функ ци ей. Но пред став ля -
ет ин те рес и дру гой слу чай, ко гда ко ли че ст во ра бо чей силы
нормаль но. Оно оп ре де ля ет ся од но знач но объ е мом фон дов L L x= ( ).
То гда став ка за ра бот ной пла ты пре вра ща ет ся в одно из управ ляю -
щих воз дей ст вий и про из вод ст вен ная функ ция бу дет иметь вид
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$( , ) ( , )*F x F xw g= . (3.3)

Пред став ле ние про из вод ст вен ной функ ции в фор ме (3.3) учи ты ва ет 
за ви си мость про из во ди тель но сти тру да от став ки за ра бот ной пла -
ты. Эта за ви си мость мо жет оп ре де лять ся яв ле ния ми весь ма раз ной
при ро ды. Пре ж де все го здесь мо гут учи ты вать ся фак то ры со цио ло -
ги че ские — влия ние фон да по ощ ре ния. Но мо гут быть уч те ны и со -
всем дру гие обстоя тель ства — мо жет быть на нят на ра бо ту бо лее
ква ли фи ци ро ван ный пер со нал.

Обо зна чим че рез ci цену про дук та, то гда «ры ноч ная стои мость»
про дук та вы пус кае мо го в еди ни цу вре ме ни бу дет c Pi i  — для про -
сто ты бу дем счи тать про дукт од но род ным.

Из этой сум мы долж ны быть вы де ле ны ин ве сти ции vi, сред -
ст ва на оп ла ту ра бо чей силы w gi i iL= , вы пла ты Цен тру j i iP( ).
Та ким об ра зом, сле дую щее ба лан со вое со от но ше ние бу дет
та ким:

с P v Pi i i i i i i= + + +w j y( ) . (3.4)

Функ цию y i t( ) ус ло вим ся на зы вать «до хо дом про из во ди те ля»,
это та сум ма, ко то рая ос та ет ся в рас по ря же нии про из во ди те ля и
мо жет быть им из рас хо до ва на на по ощ ре ния ра бо чих, на со ци -
аль ные ну ж ды, строи тель ст во и т. д.

При ме ча ния. 1. Со от но ше ния (3.1)—(3.4) пол но стью опи сы -
ва ют ус ло вия, в ко то рых функ цио ни ру ет про из во ди тель весь
цикл его функ цио ни ро ва ния; они от ра жа ют ос нов ную фор му лу 
по ли ти че ской эко но мии: день ги (ка пи тал, ко ли че ст во ко то ро -
го x i  опи сы ва ет ся со от но ше ни ем (3.1)) — то вар (объ ем ко то ро -
го Pi опи сы ва ет ся со от но ше ни ем (3.2) и (3.3)) — день ги (со от -
но ше ние (3.4)).

2. Мо дель (3.1)—(3.4) не замк ну тая — она со дер жит управ ле ния 
v i , g i , L i , ко то ры ми про из во ди тель мо жет рас по ря жать ся.

3. В ре аль но сти все эти со от но ше ния, ра зу ме ет ся, зна чи тель но
бо лее слож ные. В них, на при мер, от сут ст ву ют амор ти за ци он ные
от чис ле ния, на лог на фонды, обо рот ный ка пи тал и т. д. Не ко то рые 
из этих обстоя тель ств бу дут уч те ны в том при ме ре, ко то рый бу дет
рас смот рен ниже.
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4. Центр. Так же, как и в при ме рах, рас смат ри вае мых в § 1,
мы бу дем счи тать, что функ цио ни ро ва ние Цен тра пол но стью оп -
ре де ля ет ся ре зуль та та ми функ цио ни ро ва ния про из во ди те лей. Ха -
рак те ри сти ки функ цио ни ро ва ния Цен тра бу дут, та ким об ра зом,
не ко то ры ми функ цио на ла ми, за ви ся щи ми от управ ле ний про из -
во ди те лей. Ог ра ни чим ся рас смот ре ни ем толь ко ин те граль ных
функ цио на лов, яв ляю щих ся обоб ще ни ем це ле вых функ ций, рас -
смот рен ных в § 1.

а) Про из во дит ся де фи цит ный про дукт, пол но стью по треб ляе -
мый рын ком. В этом слу чае дея тель ность Цен тра бу дет оце ни вать -
ся тем выше, чем боль ше зна че ние функ цио на ла

J P dta
i

i

NT

=
æ

è
ç

ö

ø
÷

=
åò F

10

. (3.5-1)

Вы ра же ние (3.5-1) от ве ча ет тому слу чаю, ко гда про дукт, про из во -
ди мый объ е ди не ни ем про из во ди те лей, один и тот же. В бо лее об -
щем слу чае мно го но менк ла тур но го про из вод ст ва ар гу мен том бу дет
не ко то рая взве шен ная функ ция.

б) Цен тром про из во дит ся ком плект ная по став ка обо ру до ва ния.
Сум мар ное за да ние чет ко оп ре де ле но. Оно рав но Р *. То гда Центр
обя зан так ру ко во дить про из во ди те ля ми, что бы от кло не ние от пла -
на по ста вок было ми ни маль ным. В ка че ст ве функ цио на ла мо жет
вы сту пать, на при мер, та кой:

J P P
t T

i= - å
Î
max

( , )

*

0
. (3.5-2)

в) Центр яв ля ет ся хоз рас чет ной ор га ни за ци ей. В этом слу чае до -
ход Цен тра бу дет скла ды вать ся из сум мы до хо дов про из во ди те лей.
Здесь воз мож ны раз лич ные ва ри ан ты взаи мо от но ше ний Цен тра
и про из во ди те ля. Мы на них не бу дем ос та нав ли вать ся, так как
они тре бу ют уже де таль но го ана ли за эко но ми че ско го ме ха низ ма.

Ра зу ме ет ся, пе ре чис лен ные типы функ цио на лов не ог ра ни чи ва -
ют все го мно го об ра зия це ле вых функ ций Цен тра.

Для дос ти же ния сво их це лей Центр име ет в сво ем рас по ря же -
нии оп ре де лен ные воз мож но сти. Мы бу дем рас смат ри вать три типа 
управ ляю щих воз дей ст вий.

а) Эк зо ген ный ре сурс, ко то рый рас хо ду ет ся на цен тра ли зо -
ван ные ка пи та ло вло же ния ui. Они под чи не ны оп ре де лен ным
ог ра ни че ни ям
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( , , )u u GN u1 K Î , (3.6)

на при мер:

u t U ti
i

N

( ) ( )
=
å =

1

  " Ît T( , )0 (3.7-1)

или

u t dt Ri

T

i

N

( )
01
òå

=

= . (3.7-2)

Эко но ми че ский смысл ог ра ни че ний (3.7) оче ви ден.
б) Ог ра ни че ния на ак тив ность про из во ди те лей. В рас по ря же -

нии про из во ди те ля име ет ся мно го ви дов управ ле ния, на при мер,
фонд за ра бот ной пла ты wi . На эту ве ли чи ну Цен тром мо гут быть
на ло же ны ог ра ни че ния вида

wi iQ£ ¢   " Ît T( , )0

или

wi

T

it dt Q( ) *

0
ò £ .

Мо гут быть сфор му ли ро ва ны ог ра ни че ния и на объ ем ин ве сти ций
и т. д.

в) Штра фы и по ощ ре ния — функ ции j i iP( ), за ви ся щие от
функ цио ни ро ва ния про из во ди те лей.

5. Ги по те зы по ве де ния. Для того что бы дан ную си туа цию вло -
жить в рам ки ма те ма ти че ской за да чи, не об хо ди мо по сту ли ро вать
ги по те зы Г и Гi — пра ви ла игры. Так же, как и в пре ды ду щем па -
ра гра фе, мы бу дем счи тать, что Центр со об ща ет всю ту ин фор ма -
цию, ко то рая не об хо ди ма про из во ди телю для при ня тая ре ше ния:
ему из вест ны функ ции u ti ( ), j i iP( ) и струк ту ра ог ра ни че ния. В
этом слу чае про из во ди тель мо жет так рас по ря дить ся сво им ре сур -
сом, что бы мак си ми зи ро вать свой до ход. Одна из воз мож ных ги -
по тез Гi бу дет та кой

max ( ( ))c P v Р dti i i i i i

T

- - -ò w j
0

. (3.8)
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Од на ко сро ки пла ни ро ва ния Цен тра и про из во ди те ля мо гут быть
раз ны ми. Про из во ди тель мо жет быть «ме нее даль но ви ден», не же ли
Центр. Он, на при мер, мо жет не знать даль них це лей Цен тра. По -
это му один из ва ри ан тов ги по те зы Гi мо жет быть и та ким:

max ( ( ))c P v Р dti i i i i i

Ti

- - -ò w j
0

, (3.9)

где T Ti < . Об рат ный знак ра вен ст ва на прак ти ке, на вер ное, не
встре ча ет ся, по сколь ку на но вый пла но вый пе ри од Центр мо жет
на зна чить но вые пра ви ла игры, на при мер, из ме нить струк ту ру
штра фов и по ощ ре ний.

За да ча про из во ди те ля, та ким об ра зом, со сто ит в оты ска нии та -
ких v i , g i  и L i , ко то рые дос тав ля ют мак си мум функ цио на лу (3.8).
Ги по те за по ве де ния про из во ди те ля сво дит его за да чу пла ни ро ва ния 
к не ко то рой спе ци аль ной за да че оп ти маль но го управ ле ния. В
резуль тате ее ре ше ния стра те гии про из во ди те лей бу дут не ко то ры ми 
опе ра то ра ми, дей ст вую щи ми из про стран ст ва стра те гий Цен тра в
про стран ст во стра те гий про из во ди те лей.

Центр дол жен так рас по ря дить ся свои ми управ ле ния ми, что бы
дос та вить мак си маль ные зна че ния функ цио на лу вида (3.5). Эта за да -
ча уже не яв ля ет ся стан дарт ной за да чей оп ти маль но го управ ле ния.

В от ли чие от ста ти че ских за дач, даже в са мом про стом слу чае
мы при хо дим к но вым слож ным ти пам оп ти ми за ци он ных за дач,
ана ли ти че ское и ка че ст вен ное ис поль зо ва ние ко то рых очень труд -
но. В сле дую щем па ра гра фе мы сде ла ем по пыт ку на ме тить не ко то -
рые воз мож ные схе мы чис лен но го ана ли за.

По су ще ст ву, за да чи пла ни ро ва ния, о ко то рых идет речь, — это
но вые типы диф фе рен ци аль ных игр.

6. Цена де цен тра ли за ции, роль слу чай ных фак то ров. Го во ря о
ста ти че ских за да чах, мы ста ра лись об ра тить вни ма ние чи та те ля на
то, что ие рар хи че ская струк ту ра управ ле ния не об хо ди ма лишь в
том слу чае, ко гда ниж ние зве нья мо гут ис поль зо вать ин фор ма цию,
ко то рая по тем или дру гим обстоя тель ствам не дос туп на Цен тру.
Если счи тать за да чу пол но стью де тер ми ни ро ван ной и ли шен ной
всех не оп ре де лен но стей, то цена де цен тра ли за ции, как и в ста ти че -
ских за да чах, бу дет по ло жи тель ной.

Для того что бы при бли зить рас смат ри вае мую мо дель к ре аль но -
сти, надо учесть раз но об раз ные слу чай ные фак то ры. Пе ре чис лим
не ко то рые из них.
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а) В дей ст ви тель но сти уве ли че ние фон дов не оп ре де ля ет ся
толь ко ко ли че ст вом вкла ды вае мо го ка пи та ла. Ко ле ба ние стои мо сти 
обо ру до ва ния на рын ке, стои мо сти зар пла ты, раз но об раз ные тех -
ни че ские нов ше ст ва или, на обо рот, от сту п ле ния от при ня той тех -
но ло гии тре бу ют пи сать урав не ние (3.1) в виде

& ( , )( )x kx f u vi i i i i i= - + + x 1 , (3.10)

где xi
( )1  — не ко то рый фак тор, не из вест ный Цен тру.

б) Осо бен но сти про из вод ст вен но го про цес са у про из во ди те лей
ни ко гда точ но не мо гут быть из вест ны Цен тру. По это му про из вод -
ст вен ную функ цию сле ду ет пи сать в виде

P F xi i i i i= $ ( , , )( )w x 2 , (3.11)

где xi
( )2  — так же не ко то рый фак тор, не из вест ный Цен тру.

в) На ко нец, функ ция цели про из во ди те ля так же мо жет со дер -
жать це лый ряд не оп ре де лен но стей. Пре ж де все го цена на про дукт
мо жет за ви сеть от ме ст ной ры ноч ной конъ юнк ту ры, не впол не из -
вест ной Цен тру. Это зна чит, что цена име ет вид

c ci i i= +$ ( )x 3

и, сле до ва тель но, функ ция цели про из во ди те ля бу дет та кой:

{ }J c P v dti i i i i i

T

= + - -ò ( $ )( )x w3

0

. (3.12)

На ко нец, сама функ ция цели мо жет быть из вест на не дос та точ но
точ но.

При ме ча ние. Я хо тел бы за ме тить, что пред по ло же ния о су ще ст -
во ва нии «ры ноч но го хао са» ни как не про ти во ре чат прин ци пу цен -
тра ли за ции управ ле ния. Эко но ми че ский ор га низм име ет не ко то рые 
гло баль ные цели, дос ти же ние ко то рых пре сле ду ет ся Цен тром. Ры -
ноч ный спрос, его флюк туа ция — это не из беж ный эле мент функ -
цио ни ро ва ния об ще ст ва, не воз мож ность рег ла мен та ции всех осо -
бен но стей по треб ле ния. Учет этой ре аль но сти про сто под ни ма ет
пла ни ро ва ние на бо лее вы со кий уро вень, де ла ет его бо лее на уч но
обос но ван ным.
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§ 4. Об щая ди на ми че ская за да ча
1. Функ цио ни ро ва ние про из во ди те ля. Рас смат ри ва ет ся сис те ма, со -
стоя щая из N про из во ди те лей, фа зо вое со стоя ние ко то рых обо зна -
чает ся че рез хi. Век то ры хi удов ле тво ря ют сле дую щей сис те ме диф -
фе рен ци аль ных урав не ний:

& ( , , ( ), )x f ui i i i i i i= g j g x ,  i N=1, ,K , (4.1)

где u ti ( ) — эк зо ген ный ре сурс, на хо дя щий ся в рас по ря же нии Цен -
тра. Ог ра ни че ния, ко то рым долж ны удов ле тво рять эти век то ры, бу -
дем пи сать в виде

( , , )u u GN u1 K Î ; (4.2)

g i  — век тор управ ле ния про из во ди те ля —

g gi G
i

Î ; (4.3)

j gi i( ) — функ ции по ощ ре ния, на хо дя щие ся в рас по ря же нии
Цен тра —

{ }j j j1 , ,K N GÎ ; (4.4)

xi t( ) — не ко то рые не из вест ные или слу чай ные функ ции вре ме -
ни (или па ра мет ров). Уро вени ин фор ми ро ван но сти об этих ве ли чи -
нах у Цен тра и про из во ди те ля раз ные. На ос но ва нии све де ний, на -
хо дя щих ся в рас по ря же нии про из во ди те ля,

xi igÎ . (4.5)

В рас по ря же нии Цен тра на хо дит ся дру гая ин фор ма ция:

xi iGÎ , (4.6)

при чем

g Gi i/º . (4.7)

Прак ти че ски наи бо лее ин те ре сен тот слу чай, ко гда ин фор ма ция 
про из во ди те ля про сто бо лее точ ная, т. е.
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g Gi iÎ . (4.8)

Ус ло вим ся счи тать раз и на все гда, что про из во ди тель ин фор ми ро -
ван о дей ст ви ях Цен тра. Это зна чит, что он мо жет при ни мать ре -
ше ние, т. е. рас по ря жать ся на зна че ни ем управ ляю щих функ ций и
па ра мет ров, зная объ ем эк зо ген но го ре сур са, ко то рый ему вы де лен, 
струк ту ру функ ций по ощ ре ния j gi i( ) и струк ту ру мно же ст ва G

ig . В
этих ус ло ви ях, со глас но ги по те зе Гi про из во ди тель вы би ра ет управ -
ле ние, стре мясь дос та вить мак си маль ные зна че ния функ цио на лу

J F x u t dti i i i i i i i

Ti

= ò ( , , , ( ), , )g j g x
0

. (4.9)

При ме ча ние. Еще раз под черк нем, что ги по те за Гi — это ги по те -
за, ко то рую фор му ли ру ет Центр, ко то рая не об хо ди ма Цен тру для
при ня тия ре ше ний. Мо жет ока зать ся, что про из во ди тель не бу дет
ей сле до вать. Ана лиз это го фак та пред став ля ет спе ци аль ный ин те -
рес и да ле ко вы хо дит за рам ки дан но го док ла да.

За да ча мак си ми за ции функ цио на ла (4.9) при ус ло ви ях (4.1),
(4.2), (4.3), (4.4) и (4.5) яв ля ет ся за да чей оп ти маль но го управ ле ния. 
Од на ко она, как пра ви ло, вы хо дит за рам ки за да чи Пон тря ги на. В
са мом деле, Fi как функ ция xi  мо жет быть не ко то рым функ цио на -
лом. Опе ра ция Fi над xi  мо жет быть, на при мер, опе ра ци ей ма те ма -
ти че ско го ожи да ния или опе ра ци ей ми ни ми за ции, если ги по те за
Гi —  это по лу че ние га ран ти ро ван но го ре зуль та та. В этом слу чае

F F x u ti
g

i i i i i i
i i

=
Î

min $( , , , ( ), , )
x

g j g x . (4.10)

Кро ме того, ог ра ни че ния (4.3), если го во рить об эко но ми че ских
за да чах, яв ля ют ся, как пра ви ло, фа зо вы ми, т. е. струк ту ра мно -
жеств G

ig  за ви сит от фа зо вых пе ре мен ных. На при мер, в за да че
пре ды ду ще го па ра гра фа ин ве сти ции v удов ле тво ря ют, оче вид но,
ог ра ни че нию

0 £ £ - - -v c P Pi i i i i iw y j ( ).

2. По ве де ние Цен тра. В рас по ря же нии Цен тра име ют ся сле дую -
щие воз мож но сти управ лять про из во ди те лем:
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а) рас пре де лять эк зо ген ный ре сурс ui;
б) наз на чать функ ции по ощ ре ния j gi i( );
в) оп ре де лять струк ту ру ог ра ни че ний G

ig .
По след нее из управ ле ний яв ля ет ся спе ци фи кой ие рар хи че ских

сис тем и тре бу ет не ко то рых по яс не ний. В § 1 мы, на при мер, ви де -
ли, что ог ра ни че ния G g  вклю ча ют ус ло вие ог ра ни чен но сти фон да
за ра бот ной пла ты. В тер ми нах на стоя ще го па ра гра фа это ус ло вие
бу дет вы гля деть так:

g gi
j

i
j( ) ( )£ ,

где g i
j( )  оз на ча ет ком по нен ту век то ра g i , а g i

j( )  — неко то рое чис ло,
ко то рое на хо дит ся в рас по ря же нии Цен тра. Ог ра ни че ния мо гут
быть и дру го го типа, на при мер, со блю де ние тех но ло ги че ских про -
пор ций и т. д. Ог ра ни чим ся рас смот ре ни ем ог ра ни че ний вида

V V ti i i( ) ( )g £ + , (4.11)

где V i i( )g  — не ко то рая функ ция ком по нент век то ра g i , а V ti
+ ( ) —

функ ция, ко то рая на хо дит ся в рас по ря же нии Цен тра.
Це ле вую функ цию Цен тра мы бу дем пи сать в виде

J F x x u uN N N

T

N N= ò ( , , , , , , , , , ( ), , ( ), ,1 1 1
0

1 1 1K K K Kg g j g j g x K, , )xN t dt

(4.12)

По сколь ку про из во ди тель бу дет ин фор ми ро ван о дей ст ви ях Цен тра, то
ве ли чи ны xi и g i  бу дут не ко то ры ми опе ра то ра ми от u ti ( ), j i  и xi , т. е.

J F u u t dtN N N

T

= ò * ( , , , , , , , , , )1 1 1
0

K K Kj j x x . (4.13)

Од на ко вы ра же ние (4.13) со дер жит еще слу чай ные (или не оп ре де -
лен ные) фак то ры xi , и для того что бы опи сать дей ст вия Цен тра,
долж но быть рег ла мен ти ро ва но пра ви ло об ра ще ния с эти ми па ра -
мет ра ми (ги по те за Г). В резуль тате мы при дем к функ цио на лу, ко -
то рый бу дем пи сать ус лов но в сле дую щем виде:

J F u u t dt
i

N N N

T
* *min ( , , , , , , , , , )=

Î òx
j j x x

Г 1 1 1
0

K K K . (4.14)
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Воз мож ные при ме ры ги по тез Г были при ве де ны в пре ды ду щем
па ра гра фе.

3. За да ча рас пре де ле ния эк зо ген но го ре сур са в ус ло ви ях пол ной ин -
фор ми ро ван но сти. Про стей шей за да чей рас смат ри вае мо го пла на яв -
ля ет ся, ве ро ят но, имен но эта за да ча. В ней xi º 0, j i º 0. В этом
слу чав за да ча про из во ди те ля сво дит ся к оп ре де ле нию век то ра g i t( ),
дос тав ляю ще го мак си мум функ цио на лу

J F x u t dti i i i i

Ti

= ò ( , , , )g
0

(4.15)

при ог ра ни че ни ях

& ( , , , )x f x u ti i i i i= g , (4.16)

g gi G
i

Î . (4.17)

Пред по ло жим, что G
ig  не за ви сит от фа зо вых пе ре мен ных, а то гда

для ее ре ше ния мо жет быть ис поль зо ван прин цип мак си му ма. Зна -
чит, пе ре мен ные xi и g i  удов ле тво ря ют сле дую щей крае вой за да че:

& ( , , , )x f x u ti i i i i= g , (4.18)

& ,l l
¶

¶

¶

¶
i i

i

i

i

i

f

x

F

x
= -

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ - , (4.19)

H f Fi i iº + ®( ) maxl , (4.20)

x t xi i( )0 0= ,  l i iT( ) = 0. (4.21)

По след нее из ус ло вий (4.21) — след ст вие того, что при t Ti=  на ве -
ли чи ны xi не на кла ды ва ет ся ни ка ких ог ра ни че ний. Рас чет оп ти -
маль ной тра ек то рии в этой за да че дос та точ но сло жен, даже если
функ ции ui фик си ро ва ны. Но для того что бы ре шить за да чу Цен -
тра, нам не об хо ди мо иметь за ви си мость фа зо вой тра ек то рии и
управ ле ния про из во ди те ля от струк ту ры функ ций u ti ( ). По это му
по строе ние ра цио наль ных чис лен ных схем в та кой за да че пред став -
ля ет ся не толь ко важ ной, но и весь ма слож ной про бле мой. За да ча
зна чи тель но уп ро ща ет ся, если мно же ст во G

ig  сов па да ет со всем
про стран ст вом. В этом слу чае не об хо ди мое ус ло вие мак си му ма Ji

име ет вид:
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¶

¶g
l

¶

¶g

¶

¶g
l g

H f F
x u t

i
i

i

i

i

i
i i i iº

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ + º =, ( , , , , )Y 0,  i N=1, ,K , (4.22)

и за да ча Цен тра пре вра ща ет ся в за да чу оты ска ния экс тре му ма функ -
цио на ла при до пол ни тель ных ог ра ни че ни ях типа ра венств. Эта за да -
ча зна чи тель но бо лее обо зри ма. Ко неч но, ее раз мер ность весь ма вы -

со ка и рав на 2
1

ni
i

N

=
å , где ni — раз мер ность век то ра xi, но не труд но по -

стро ить ите ра ци он ные схе мы, ка ж дый шаг ко то рых тре бу ет ре ше ния 
N за дач, раз мер ность ка ж дой из ко то рых рав на 2пi.

Рас су ж де ния, ко то рые здесь были при ве де ны, име ют сво ей це -
лью на ме тить не ко то рые ре ко мен да ции для чис лен но го ана ли за
рас смат ри вае мых ме ха низ мов.

Итак, пре ж де все го сле ду ет стре мить ся снять ог ра ни че ния.
Если за да ча су ще ст вен но не ли ней на, то для этой цели сле ду ет ис -
поль зо вать функ цию штра фа. Если управ ле ние g i  вхо дит ли ней но,
как это было в рас смот рен ном при ме ре, то для сня тия ог ра ни че ний 
бо лее це ле со об раз но вво дить но вые управ ле ния, на при мер, если g i

ска ляр, а ог ра ни че ния име ют вид

g g gi i it x t x( , ) ( , )£ £ + ,

то вме сто g i  мож но вве сти функ цию vi:

[ ]g g g g gi i i i i v= + + -+ - + -1

2
( ) sin .

Да лее, осо бая роль в тео рии ие рар хи че ских сис тем при над ле -
жит раз лич ным ва ри ан там тео рии воз му ще ний, при чем, ве ро ят но,
наи бо лее эф фек тив ной тео ри ей та ко го рода бу дет та кая, в ко то рой
про из ве де на ли неа ри за ция по фа зо вым пе ре мен ным и удер жа ны
чле ны вто ро го по ряд ка ма ло сти по от но ше нию к по прав кам на
управ ле ние. Дру ги ми сло ва ми, це ле со об раз но ис поль зо вать про -
цеду ры тео рии воз му ще ний, яв ляю щие ся ес те ст вен ным обоб ще ни -
ем тех, ко то рые были из ло же ны в § 2.

За ме тим, что ана лиз, про из ве ден ный с по мо щью по доб ной тео -
рии воз му ще ний, даст резуль тат, ана ло гич ной тому, ко то рой мы
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име ли в § 2. Если g i  яв ля ет ся оп ти маль ным ре ше ни ем для про из -
во ди те ля при u ui i= ~ , то

dg di io u= ( )
2

,

т. е. управ ле ние с по мо щью эк зо ген но го ре сур са не яв ля ет ся эф -
фек тив ным в ок ре ст но сти оп ти маль но го ре ше ния про из во ди те ля.

§ 5. При мер трех сту пен ча той ие рар хи че ской сис те мы
1. Пред ва ри тель ные за ме ча ния. Мо де ли эко но ми че ских ме ха низ мов,
ко то рые мы рас смат ри ва ли в этом док ла де, были пре дель но уп роще -
ны. Ве ро ят но, толь ко в са мых про стых слу ча ях мож но све сти ана лиз 
к мо де ли, имею щей два уров ня. В са мом деле, пусть Центр — это
не ко то рые про из вод ст вен ные объ е ди не ния, а про из во ди те ли — хоз -
рас чет ные пред при ятия. Мы рас смот ре ли функ цио ни ро ва ние это го
мно же ст ва эко но ми че ских ор га низ мов как не ко то рой не за ви си мой
со во куп но сти, изо ли ро ванной от все го ос таль но го мира. Но ведь су -
ще ст ву ет еще го су дар ст во, ко то рое име ет юри ди че ское и фак ти че -
ское пра во вме ши вать ся в дея тель ность объ е ди не ний, ста вить им
оп ре де лен ные за да чи, вли ять тем или иным об ра зом на стра те гию
про из во ди те лей. Час тич но мы учли эти воз мож но сти, рас смат ри вая
эк зо ген ный ре сурс — ка пи тал, вы де ляе мый го су дар ст вом в рас по ря -
же ние цен тров. Мы на зва ли его эк зо ген ным ре сур сом. По су ще ст ву
он ими ти ро вал цен тра ли зо ван ные ка пи та ло вло же ния.

Но дей ст ви тель ность зна чи тель но слож нее. Пре ж де все го этот
эк зо ген ный ре сурс яв ля ет ся ка пи та лом, фор ми руе мым в резуль тате
дей ст вия тех же са мых про из во ди те лей. Его фор ми ро ва ние — это
свое об раз ный и слож ный ме ха низм, вклю чаю щий в себя на ло ги на
фон ды, на лог на обо рот и дру гие виды от чис ле ний. Да лее, рас пре -
де ле ние эк зо ген но го ре сур са по объ е ди не ни ям — это еще один ме -
ха низм об ще го су дар ст вен но го пла ни ро ва ния. На ко нец, еще су ще -
ст ву ет банк, деятельность ко то ро го про ни зы ва ет все зве нья ие рар -
хи че ской сис те мы. По это му даже са мая про стая мо дель об ще го су -
дар ст вен но го ме ха низ ма долж на иметь три уров ня ие рар хии.
Од на ко пе ре ход к трех уров не вой сис те ме ка че ст вен но ус лож ня ет
ма те ма ти че ское со дер жа ние за да чи. Для того что бы пред ста вить
себе со дер жа ние за да чи ана ли за по доб но го ме ха низ ма, рас смот рим
ус лов ную мо дель трех сту пен ча той ие рар хи че ской сис те мы, ко то рую 
на зо вем го су дар ст во —  цен тры — про из во ди те ли.
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2. Мо дель «Про грам ма». Пред по ло жим, что в дан ной эко но ми че -
ской сис те ме, ко то рую мы ус лов но на зо вем го су дар ст вом и ко то рая 
пред по ла га ет ся замк ну той*, вы ра ба ты ва ет ся M раз ных про дук тов
Р1, Р2, …, РM. Для вы пол не ния Про грам мы не об хо ди мо, что бы эти
про дук ты вы ра ба ты ва лись в те че ние пла но во го пе рио да в оп ре де -
лен ных ко ли че ст вах. Дру ги ми сло ва ми, в резуль тате раз ра бот ки
Про грам мы оп ре де ле ны функ ции P tj

* ( ). Сле до ва тель но, реа ли за ция
Про грам мы в ка ж дый дан ный мо мент ха рак те ри зу ет ся сис те мой
по ка за те лей

r t
P t

P t
j

j

j

( )
( )

( )*
= .

По сколь ку P tj
* ( ) — не ко то рый аб со лют но не об хо ди мый нор ма тив,

то оцен ка реа ли за ции про грам мы вы пус ка про дук та но ме ра j в те -
че ние пла но во го пе рио да мож но ха рак те ри зо вать чис лом

r r tj
t T

j=
Î
min ( )

( , )0
.

То гда оче вид но, что го су дар ст во тем луч ше вы пол нит Про грам му,
чем боль ше бу дет функ цио нал

J r
P t

P tj
j

j t

j

j

= =min min min
( )

( )*
. (5.1)

3. Цен тры. Пред по ло жим, что весь эко но ми че ский ор га низм го -
су дар ст ва со сто ит из N объ е ди не ний, ко то рые мы бу дем на зы вать
цен тра ми. Ка ж дое объ е ди не ние i со сто ит из Ni про из во ди те лей.
Цен тры вы пол ня ют толь ко управ лен че ские (бю ро кра ти че ские)
функ ции. Они не про из во дят про дукт не по сред ст вен но. За да ча цен -
тров — рас пре де лить ка пи та ло вло же ния, ко то рые вы да ют ся го су дар -
ст вом. Этот ре сурс Ui вы да ет ся го су дар ст вом без воз мезд но — он мо -
де ли ру ет цен тра ли зо ван ные ка пи та ло вло же ния. Кро ме того, го су дар -
ст во вы де ля ет в рас по ря же ние цент ра фонд за ра бот ной пла ты Q ti ( ),
ко то рый цент р дол жен рас пре де лить сре ди про из во ди те лей, вхо дя -
щих в дан ное объ е ди не ние. Кро ме того, цент ру со об ща ет ся его про -
грам ма P t i N j Mj

i * ( ) ( , , , , , )= =1 1K K  про из вод ст ва.
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При ме ча ние. Если цент р i про из во дит толь ко од но тип ную про -
дук цию, на при мер, Pl, то все P j

i = 0 для j l¹ . Как и вся кое бю ро -
кра ти че ское управ лен че ское уч ре ж де ние он за ин те ре со ван в наи -
луч шем вы пол не нии Про грам мы, ко то рое обес пе чи ва ет его ста -
биль ность. Функ цио нал, ха рак те ри зую щий бла го по лу чие цент ра,
бу дем обо зна чать че рез Ji. Одна из воз мож но стей опи сать дей ст вие
цент ра — это максимизация функ цио на ла

J
P t

P t
i

j t

j
i

j
i

= min min
( )

( )*
. (5.2)

Су ще ст ву ют так же пол но стью хоз рас чет ные объ е ди не ния, ко то рые
име ют це ле вые функ ции, от лич ные от (5.2). Их об су ж де ние на со -
дер жа тель ном уров не нас уве ло бы очень да ле ко от ос нов ной за да -
чи док ла да — пред ста вить себе осо бен но сти ма те ма ти че ских ги по -
тез, ле жа щих в ос но ве функ цио ни ро ва ния по доб но го трех сту пен ча -
то го ме ха низ ма. Для того что бы ох ва тить бо лее ши ро кий класс за -
дач, ус ло вим ся счи тать, что цели цент ра опи сы ва ют ся не ко то рым
функ цио на лом Ji, за ви ся щим толь ко от ре зуль та тов про из вод ст вен -
ной дея тель но сти про из во ди те лей, вхо дя щих в объ е ди не ние

J J P P Pi i
i i

M
i= ( , , , )

1 2 K . (5.3)

4. Банк. В рас по ря же нии госу дар ст ва на хо дит ся Банк, ко то рый
яв ля ет ся но си те лем его ин те ре сов. Этим ус лов ным тер ми ном объ е -
ди ня ем как соб ст вен но бан ко вую служ бу, так и фис каль ную на ло -
го вую сис те му.

Че рез z t( ) мы бу дем обо зна чать об щий объ ем де нег, на хо дя щий -
ся в Бан ке, т. е. в рас по ря же нии го су дар ст ва.

В ка че ст ве по сту п ле ний в Банк мы бу дем рас смат ри вать сле -
дую щие со став ляю щие:

а) На лог на фон ды. Фон ды про из во ди те ля k, вхо дя ще го в объ е -
ди не ние i (про из во ди тель ( , )i k ), бу дем обо зна чать че рез x ik . Обо зна -
чим че рез lx  не ко то рый чи сло вой ко эф фи ци ент и бу дем счи тать,
что про из во ди тель от чис ля ет из сво ей при бы ли ве ли чи ну lx ikx :

z xx x ik
k

N

i

N i

=
==

åål
11

. (5.4)

б) На лог с обо ро та. Пред по ло жим, что про из во ди тель (i, k) соз -
дал в еди ни цу вре ме ни про дукт { , , , }P P Pik ik

M
ik

1 2 K . Обо зна чим че рез 
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с j  ры ноч ную (или оп то вую го су дар ст вен ную) цену про дук та Рj. То -
гда го су дар ст ву от чис ля ет ся не ко то рая сум ма c j

* , т. е. про из во ди -
тель по лу ча ет за про да жу про дук та

( )*c c Pj j j
ik

j

M

-
=
å

1

, (5.5)

а го су дар ст ву от чис ля ет ся от всех про из во ди те лей

z c P c PP j j
ik

j

M

k

N

i

N

j j
j

Mi

= =
=== =
ååå å* *

111 1

, (5.6)

где P j  — сум мар ный j-й про дукт.
в) Про цент от кре ди та цен трам. Банк мо жет кре ди то вать цен -

тры. Если y i  — ко ли че ст во де нег, ко то рые цент р i взял в зай мы у
Бан ка, то он вы пла чи ва ет Бан ку в еди ни цу вре ме ни l y ii

y . Та ким
об ра зом, Банк в фор ме про цен та на кре дит по лу ча ет в те че ние еди -
ни цы вре ме ни

z yy y i
i

N

i
=

=
ål

1

. (5.7)

г) Про цент от кре ди та про из во ди те лям. В этом док ла де речь
идет о цен тра ли зо ван ной эко но ми ке, но си те лем це лей ко то рой мы
ус ло ви лись на зы вать го су дар ст во. Не то ж де ст вен ность ин те ре сов
всех уров ней ие рар хии мо жет при вес ти к тому, что го су дар ст ву вы -
год но иметь воз мож ность тем или иным спо со бом не по сред ст вен -
но, ми нуя цен тры, вли ять на ак тив ность про из во ди те лей. Обо зна -
чим че рез yik ко ли че ст во де нег, по лу чен ных про из во ди те лем (i, k) в 
кре дит от Бан ка, че рез l y ik

 — про цент, то гда Банк в те че ние еди ни -
цы вре ме ни по лу ча ет

z yyy y ik
k

N

i

N

ik

i

=
==

åå l
11

. (5.8)

Ко эф фи ци ен ты l y i
 и l y ik

 мы бу дем на зы вать учет ной став кой Бан -
ка — это не ко то рые па ра мет ры, на хо дя щие ся в рас по ря же нии
го су дар ст ва.

Об щий до ход го су дар ст ва рас хо ду ет ся сле дую щим об ра зом:
а) Не про из вод ст вен ные рас хо ды R (t), ко то рые яв ля ют ся за ра -

нее фик си ро ван ны ми функ ция ми вре мени.
б) Цен тра ли зо ван ные ка пи та ло вло же ния Rи. Они скла ды ва ет ся

из сум мы Ui средств, без воз мезд но вы де лен ных го су дар ст вом цен трам
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R Uu i
i

N

=
=
å

1

. (5.9)

в) Фон да за ра бот ной пла ты Q

Q Qi
i

N

=
=

å
1

. (5.10)

Дан ный фонд ог ра ни чен объ е мом про дук тов, ко то рые мож но при -
об ре сти на эти день ги, т. е.

Q c Pj j
j

£ å , (5.11)

где сум ми ро ва ние рас про стра не но по всем тем ин дек сам j, ко то рые 
от ве ча ют по тре би тель ским про дук там («ры ноч ный» про дукт).

г) Кре дит цен трам Ry. Он скла ды ва ет ся из тех средств, ко то рые
в еди ни цу вре ме ни объ е ди не ния бе рут взай мы у Бан ка

R vy i
i

N

=
=
å

1

. (5.12)

д) Кре дит про из во ди те лям R yy

R vyy ik
k

N

i

N i

=
==

åå
11

. (5.13)

Кре ди ты бе рут ся цен тра ми и про из во ди те ля ми — это их управ ле -
ния, но мак си маль ный объ ем кре ди тов ли ми ти ру ет ся Бан ком — это 
управ ле ние го су дар ст ва:

0 £ £ +v v t yi i i( , ) (5.14)

0 £ £ +v v t y x Pik ik ik ik j
ik( , , , ). (5.15)

Та ким об ра зом, Банк име ет пра во от ка зать в кре ди тах, при чем
в об щем слу чае эти управ ле ния за ви сят от объ е ма ка пи та лов, уже
взя тых в зай мы, и от ре зуль та тов функ цио ни ро ва ния.

Кро ме ог ра ни че ний (5.14) и (5.15) на ве ли чи ну те ку щих зай мов, 
долж ны быть на ло же ны ог ра ни че ния на об щую сум му кре ди та, на -
хо дя ще го ся в рас по ря же нии кре ди туе мо го:

0 £ £ +y y ti i ( ), (5.16)
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0 £ £ +y y tik ik
( ). (5.17)

Те перь из ме не ние об ще го ка пи та ла, на хо дя ще го ся в рас по ря -
же нии го су дар ст ва — Бан ка, опи сы ва ет ся сле дую щим ска ляр ным
урав не ни ем:

&z z z z z R R Q R Rx P y yy u y yy= + + + - - - - - , (5.18)

где ве ли чи ны, вхо дя щие в пра вую часть урав не ния, опи сы ва ют ся
фор му ла ми (5.4)—(5.10), (5.12), (5.13).

Та ким об ра зом, за да ча го су дар ст ва со сто ит в том, что бы так
рас по ря дить ся управ ляю щи ми воз дей ст вия ми U ti ( ), Q ti ( ), lx , c j

* , 
l y i

, l y ik
, v i

+ , v
ik
+ , y i

+ , y
ik
+ , что бы мак си ми зи ро вать функ цио нал

(5.1).
5. Функ цио ни ро ва ние цент ра. Ги по те за ин фор ми ро ван но сти

пред по ла га ет, что го су дар ст во (Банк) со об ща ет свои ре ше ния цен -
трам и про из во ди те лям. Та ким об ра зом, цент р рас по ла га ет не ко то -
рым фон дом ка пи таль ных за трат U ti ( ), ко то рый в пре де лах, до пус -
ти мых ог ра ни че ния ми (5.14) и (4.16), он мо жет взять из Бан ка.
Этот фонд рас хо ду ет ся на ин ве сти ции про из во ди те лей и вы пла ту
про цен тов по кре ди ту

U v u y ti i ik y i
k

N

i

i

+ = + "
=

å l
1

. (5.19)

Стро го го во ря, здесь дол жен сто ять зная не ра вен ст ва, так как объ е -
ди не ние долж но иметь не ко то рый ре зерв:

u y U vik y i
k

N

i ii

i

+ £ +
=

å l
1

. (5.19-1)

Ве ли чи на yi в вы ра же ни ях (5.19) и (5.19-1) оп ре де ля ет ся урав не ни ем

&y vi i= . (5.20)

Рас пре де ле ние ре сур са и вы бор раз ме ров кре ди тов у Бан ка —
не един ст вен ные управ ляю щие воз дей ст вия цент ра. Центр рас пре -
де ля ет фонд за ра бот ной пла ты

Q Q qi ik i
k

N i

= +
=

å *

1

,
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где qi — стро го рег ла мен ти ро ван ное чис ло. Оно либо фик си ро ва но
(фонд за ра бот ной пла ты объ е ди не ния), либо яв ля ет ся од но знач ной 
функ ци ей функ цио на ла Ji.

На ко нец, цент р на значает функ ция по ощ ре ния про из во ди те ля

j
ik
j

j
ikP( )  ( , , ; , , ; , , )j M i N k N i= = =1 1 1K K K .

Функ ции по ощ ре ния (или штра фа) долж ны быть под чи не ны
сис те ме ог ра ни че ний. Дос та точ но ес те ст вен ным яв ля ет ся, на при -
мер, та кое

j d
ik
j

j
ik

i
k

N

j

M

P
i

( ) + =
==

åå
11

0. (5.21)

Здесь di  — не ко то рая рег ла мен ти ро ван ная часть благ, при сваи вае -
мая цент ром. Она мо жет быть по став ле на в за ви си мость от дей ст -
вий про из во ди те лей, на при мер, так:

d di i
j

j
ik

k

N

j

M

P
i

=
==

åå
11

. (5.22)

Вы ра же ния (5.22) яв ля ют ся не ко то рым «внут рен ним» ана ло гом на -
ло га с обо ро та. Ра вен ст ва (5.21) оз на ча ют пра ва цент ра в из вест ной 
сте пе ни пе ре рас пре де лить до хо ды сво их про из во ди те лей в за ви си -
мо сти от того, на сколь ко их ак тив ность от ве ча ет це лям цент ра.
Дея тель ность цент ра со сто ит в та ком вы бо ре сво их управ ляю щих
воз дей ст вий, ко торый мак си ми зи ру ет функ цио нал (5.2).

6. Про из во ди тель. Ниж нее зве но этой ие рар хи че ской сис те мы
за ни ма ет про из во ди тель. Ка ж дый про из во ди тель (i, k) об ла да ет оп -
ре де лен ным ка пи та лом (фон да ми) xik, не об хо ди мым для про из вод -
ст ва про дук та P j

ik . Эво лю ция ка пи та ла xik опи сы ва ет ся урав не ни ем

&x x uik ik ik ik ik= - + +û w , (5.23)

где wik  — не цен тра ли зо ван ные ин ве сти ции. Про из вод ст во мы бу дем 
опи сы вать про из вод ст вен ны ми функ ция ми F j

ik  вида

P F x Lj
ik

j
ik

ik
j

ik
j

ik
j= ( , , )g . (5.24)

Здесь x
ik
j  — доля ка пи та ла x ik , не ис поль зуе мая для про из вод ст ва то -

ва ра но ме ра j:
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x x
ik
j

j

M

ik
=
å =

1

. (5.25)

Стои мость про дук ции, реа ли зо ван ной про из во ди те лем, бу дет

c Pj j
ik

j

M

=
å

1

.

Об щее ко ли че ст во де нег (по ток де нег), ко то рое по лу ча ет про из во -
ди тель в еди ни цу вре ме ни, скла ды ва ет ся из стои мо сти реа ли зо ван -
ной про дук ции и кре ди та, по лу чае мо го из Бан ка, v ij . Это ко ли че ст -
во де нег рас хо ду ет ся сле дую щим об ра зом:

а) Вы пла чи ва ет ся го су дар ст ву на лог с обо ро та c Pj j
ik

j

M
*

=
å

1

.
б) Вы пла чи ва ет ся на лог на фон ды lx ikx .

в) Вы пла чи ва ет ся за ра бот ная пла та Q Lik ik
j

ik
j

j

N

=
=
å g

1

,

причем

Q Qik ik£ * .

г) Про из во дят ся внут рен ние ин ве сти ции wik .
д) Вы пла чи ва ет ся цент ру штраф (или по лу ча ет ся по ощ ре ние) 

j
ik
j

j
ikP( ).

Раз ность

Yik j j j
ik

ik x ik ik
j

M

c c P v x= - + - - -
=

å( )* * l w
1

g j
ik
j

ik
j

j

M

ik
j

j
ik

j

M

L P
= =

å å-
1 1

( ) (5.26)

пред став ля ет со бой чис тый до ход про из во ди те ля, ко то рый он мо -
жет рас хо до вать по сво ему ус мот ре нию. Ус ло вим ся на зы вать его
со ци аль ным фон дом пред при ятия.

Цель про из во ди те ля (i, k) мак си ми зи ро вать ин те грал

J t dtik ik

T

= òY ( )
0

. (5.27)

Для того что бы про из во ди тель мог при нять ре ше ние, мы долж -
ны при нять оп ре де лен ную ги по те зу о его ин фор ми ро ван но сти.
Мы бу дем счи тать, что до при ня тия ре ше ния про из во ди те лю со -
об ще ны и струк ту ра функ ций по ощ ре ния, и раз мер цен тра ли зо -
ван ных ин ве сти ций.
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7. За клю че ние. Для того что бы дан ная трех сту пен ча тая ие рар -
хи че ская сис те ма мог ла функ цио ни ро вать, долж ны быть сфор му -
ли ро ва ны оп ре де лен ные «пра ви ла игры». Пре ж де все го дол жен
быть оп ре де лен по ря док хо дов. Пер вый ход де ла ет го су дар ст -
во — оно со об ща ет цен трам и про из во ди те лям зна че ния сво их
управ ляю щих па ра мет ров и функ ций. По сле это го за да ча све де на 
к ана ли зу двух сту пен ча той ие рар хии. В этой сис те ме сле дую щий
ход де ла ют цен тры — они со об ща ют про из во ди те лям зна че ния
сво их управ ляю щих воз дей ст вий. Те перь про из во ди тель дол жен
сде лать свой ход — при нять свои ре ше ния, т. е. вы брать зна че ния 
сво их управ ляю щих функ ций и па ра мет ров. Он их не со об ща ет
цен трам. Цен тры при ни ма ют ре ше ния, ис хо дя из ги по тез Гik о
по ве де нии про из во ди те ля но ме ра (i, k). Ги по те за Гik со сто ит в
том, что про из во ди тель мак си ми зи ру ет функ цио нал (5.27). Его
ре ше ния — управ ляю щие воз дей ст вия про из во ди те лей — бу дут
функ цио на ла ми от управ ляю щих воз дей ст вий цен тров и го су дар -
ст ва. Те перь оче редь за цен тра ми. Они при ни ма ют ре ше ния и не
со об ща ют их го су дар ст ву. По след нее при ни ма ет ре ше ние, ос но -
вы ва лась на ги по те зах Гik и ги по те зах Гi о по ве де нии цен тров.
Ги по те зы Гi со сто ят в мак си ми за ции це ле вых функ ций цен тров.
Это го дос та точ но, что бы при нять ре ше ние на верх нем уров -
не — уров не го су дар ст ва, по сколь ку управ ляю щие функ ции цен -
тров бу дут не ко то ры ми функ цио на ла ми от управ ляю щих воз дей -
ст вий го су дар ст ва. Бу дем на зы вать план рас пре де ле ния ре сур сов
го су дар ст ва и стра те гию ис поль зо ва ния бюд же та оп ти маль ны ми,
если они дос тав ля ют мак си маль ное зна че ние функ цио на лу (5.1)
при ги по те зах Гi и Гik. Ана ло гич но оп ре де ля ют ся оп ти маль ные
пла ны цен тров и про из во ди те лей.

Мно гое из того, что го во ри лось в пре ды ду щем па ра гра фе о
чис лен ной реа ли за ции оп ти маль ных пла нов в двух сту пен ча той
за да че, пе ре но сит ся и на слу чай трех сту пен ча той ие рар хи че ской
сис те мы.

§ 6. Ком мен та рии
1. О мере ин фор ма ции. В этом док ла де все вре мя ис поль зо ва лись
сло ва: ин фор ма ция, ин фор ми ро ван ность, цен ность ин фор ма ции и
т. д. По ня тие цен но сти ин фор ма ции, по мне нию ав то ра, не от де ли -
мо от по ня тия цели, це ле вой функ ции. В пре ди сло вии мы уже под -
черк ну ли этот факт. При дос ти же нии од ной цели ин фор ма ция о
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не ко то ром фон де или про цес се мо жет ока зать ре шаю щее влия ние
на вы бор стра те гии и, сле до ва тель но, на зна че ние це ле вой функ -
ции. Та же ин фор ма ция мо жет быть аб со лют но бес по лез ной в слу -
чае, если цель из ме нят ся. Та ким об ра зом, име ет смысл го во рить о
мере ин фор ма ции или о ее ка че ст ве лишь по от но ше нию к данной
це ле вой функ ции.

Пред по ло жим, что це ле вая функ ция за ви сит от не ко то ро го про -
цес са x( )t , и мы зна ем, на при мер, что

a t b£ £x( )   " Ît T[ , ]0 . (6.1)

Ин фор ма ция (6.1) по зво ля ет рас смот реть две за да чи:
а) най ти max ( )

x
xJ J= +  при ус ло вии (6.1);

б) най ти min ( )
x

xJ J= -  при том же ус ло вии.

Раз ность

D = -+ -J J (6.2)

и оз на ча ет цен ность ин фор ма ции. Та ким об ра зом, в ка че ст ве меры
ин фор ма ции мы мо жем при нять меру не оп ре де лен но сти при вы -
чис ле нии це ле вой функ ции.

Оцен ка (6.2) со от вет ст ву ет прин ци пу га ран ти ро ван но го ре зуль -
та та. Если при ня та дру гая ги по те за по ве де ния, на при мер, вве де на
не ко то рая функ ция рис ка, то вме сто оцен ки (6.2) надо бу дет при -
нять дру гую ана ло гич но по стро ен ную оцен ку. Дру ги ми сло ва ми,
цен ность ин фор ма ции бу дет за ви сеть так же и от ги по те зы по ве де -
ния. Од на ко по сколь ку ги по те за по ве де ния сво дит иг ро вую за да чу
к оп ти ми за ци он ной, то об этом мож но было и не го во рить, по ни -
мая под функ цио на лом J функ цио нал, к ко то ро му мы приш ли по -
сле того, как ис поль зо вали ги по те зу по ве де ния.

2. Аг ре ги ро ва ние. Одна из цен траль ных про блем ис сле до ва ния
опе ра ций — это про бле ма аг ре ги ро ва ния. В раз ной сте пе ни ее ре -
ше ние не об хо ди мо в эко но ми че ском пла ни ро ва нии, во ен ном деле,
со цио ло гии и т. д. В на стоя щее вре мя опуб ли ко ва но мно го раз лич -
ных ра бот, по свя щен ных трак тов ке это го по ня тия. И все (или поч -
ти все) ра бо ты, по свя щен ные этой теме, име ют одно об щее. Про -
бле ма аг ре ги ро ва ния рас смат ри ва ет ся как не ко то рый спе ци аль ный
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ме тод ре ше ния оп ти ми за ци он ной за да чи. Клас си че ским при ме ром
по доб но го под хо да яв ля ет ся ме тод де ком по зи ции Дан ци га— Вуль фа 
в ли ней ном про грам ми ро ва нии.

Мне ка жет ся, что ре ше ние про бле мы аг ре ги ро ва ния долж на ле -
жать со всем в дру гой плос ко сти. Не об хо ди мо чет ко по сту ли ро вать
сле дую щий факт: в про цес се аг ре ги ро ва ния про ис хо дит не толь ко
сжа тие, но и (не из беж но) по те ря ин фор ма ции. По аг ре ги ро ван ной
ин фор ма ции нель зя вос ста но вить ее де заг ре ги ро ван ный ис точ ник,
так же как имея ре ше ние урав не ний На вье—Сто кса, нель зя вос ста -
но вить судь бы мо ле кул, сла гаю щих най ден ное те че ние жид ко сти.

Но если про цесс аг ре ги ро ва ния не из беж но при во дит к по те ре
ин фор ма ции, то она, со глас но ска зан но му, при во дит к не оп ре де -
лен но сти в зна че нии це ле вой функ ции. По-ви ди мо му, мож но го во -
рить о до пус ти мом уров не аг ре ги ро ва ния, если не оп ре де лен ность,
ко то рая по ро ж да ет ся раз но стью J J+ -- , на хо дит ся в до пус тимых
пре де лах.

Есть еще не сколь ко де фек тов этой про бле мы. Во-пер вых, раз -
ные уров ни ие рар хи че ской сис те мы име ют ин фор ма цию раз но го
ка че ст ва об ис ход ном де заг ре ги ро ван ном мас си ве и, во-вто рых, не -
об хо ди мо еще учи ты вать стои мость об ра бот ки мас си вов раз ной
сте пе ни аг ре ги ро ва ния. Все это в це лом, по-ви ди мо му, мо жет слу -
жить ос но вой для по строе ния та кой тео рии аг ре ги ро ва ния, в ко то -
рой сте пень аг ре ги ро ва ния оп ре де ля ет ся со от вет ст вую щим зна че -
ни ем це ле вой функ ции, и мо жет быть по став ле на ма те ма ти че ская
за да ча оп ти маль но го аг ре ги ро ва ния.

3. Ана лиз и син тез ие рар хи че ских сис тем. В пред став лен ном док ла -
де мы за ни ма лись про бле мой ана ли за: изу ча ли осо бен но сти дан ной,
уже спро ек ти ро ван ной сис те мы, с за дан ны ми уров ня ми ие рар хии, с
чет ко рег ла мен ти ро ван ны ми пра ви ла ми функ цио ни ро ва ния.

Од на ко, как и для лю бых сис тем управ ле ния, в тео рии ие рар хи -
че ских сис тем сле ду ет вы де лить про бле мы син те за. Здесь два типа
за дач, ко то рые мож но на звать так: а) за да чи те ку ще го пла ни ро ва -
ния (управ ле ния); б) за да чи струк тур но го син те за.

Они зна чи тель но от ли ча ют ся друг от дру га, и о них сле ду ет го -
во рить не за ви си мо.

а) Под за да чей син те за в тео рии управ ле ния по ни ма ют по строе -
ние та кой управ ляю щей функ ции, зна че ния ко то рой од но знач но
оп ре де ля ют ся фа зо вы ми ко ор ди на та ми управ ляе мой сис те мы. Мы
эту за да чу на зва ли за да чей те ку ще го управ ле ния. По су ще ст ву один 
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из ва ри ан тов ее по ста нов ки при ве ден в док ла де. Функ ция по ощ ре -
ния как раз и есть син те зи рую щее управ ле ние. Од на ко при ве ден -
ная по ста нов ка за да чи не яв ля ет ся ис чер пы ваю щей. Мож но при -
вес ти мно го при ме ров из ре аль ной жиз ни, в ко то рых чет кая рег ла -
мен та ция функ ции по ощ ре ния от сут ст ву ет. В за ви си мо сти от не ко -
то рых внеш них при чин про ис хо дит из ме не ние стра те гии цен тра.
Дру ги ми сло ва ми, ме ня ют ся пра ви ла игры. Это обстоя тель ство по -
ро ж да ет це лый класс но вых за дач, ко то рые ес те ст вен но рас смат ри -
вать под уг лом зре ния цен тра. Мож но ли го во рить о не ко то рых оп -
ти маль ных пра ви лах «из ме не ний пра вил» игры, имея в виду не из -
беж ную ре ак цию ниж них звень ев, воз мож но сти бле фа и т. д. Ин те -
рес но про сле дить на при ме рах, к чему при во дит от сут ст вие вся ких
пра вил, т. е. ана лиз не ко то рой ин фра иг ры — игры без пра вил.

б) В за да чах те ку ще го управ ле ния мы син те зи ро ва ли функ цию
управ ле ния при за дан ной струк ту ре. Од на ко ес те ст вен но по ста вить
во прос о вы бо ре струк ту ры, о воз мож но сти су ще ст во ва ния оп ти -
маль ной ие рар хи че ской струк ту ры, т. е. та кой во прос, о ко то ром
мы го во ри ли в предисловии. Мно же ст во воз мож ных струк тур — это 
всег да не ко то рое дис крет ное мно же ст во. Сле до ва тель но, за да ча вы -
бо ра оп ти маль ной струк ту ры — это за да ча оп ти ми за ции на не ко то -
ром дис крет ном мно же ст ве. Она, ко неч но, ка че ст вен но от ли ча ет ся
от за да чи а). В це лом про бле ма про ек ти ро ва ния оп ти маль ной ие -
рар хи че ской сис те мы сво дит ся к со вме ст но му ре ше нию про блем
дис крет ной и не пре рыв ной ин фор ма ции. В об щем слу чае эти про -
бле мы очень труд но ра зо рвать, по сколь ку с из ме не ни ем струк ту ры
ме ня ет ся сис те ма це ле вых функ ций и сис тем внут рен них свя зей, а
сле до ва тель но, и ги по тез по ве де ния. Но по след ние, как мы ви де ли, 
яв ля ют ся ос но вой ре дук ции про бле мы к оп ти ми за ци он ной, т. е.
ос но вой для вы бо ра оп ти маль ных про грамм (за да ча оп ти маль но го
пла ни ро ва ния) и син те за управ ляю щих воз дей ст вий (функ ций
по ощ ре ния).

По строе ние не ко то рой об щей схе мы про ек ти ро ва ния пред став -
ля ет ся, ко неч но, очень важ ной и труд ной за да чей боль шого при -
клад но го и тео ре ти че ско го зна че ния. Но на се го дняш нем эта пе, я
ду маю, еще бо лее важ но дать за кон чен ный ана лиз не ко то рых кон -
крет ных систем, ко то рый по зво лит вы де лить то об щее, что объ е ди -
ня ет ие рар хи че ские сис те мы раз ной при ро ды.

4. Це ле вые функ ции звень ев. Это са мо стоя тель ная про бле ма и
она име ет мно го ас пек тов. В не ко то рых слу ча ях, на при мер, если
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речь идет об эко но ми че ских сис те мах, объ е ди няю щих хоз рас чет ные 
зве нья, и если мы име ем к тому же воз мож ность вли ять на их фор -
ми ро ва ние с по мо щью штра фов и по ощ ре ний, эта про бле ма ре ша -
ет ся от но си тель но про сто.

Го раз до слож нее про бле ма це ле вых функ ций бю ро кра ти че ских,
управ лен че ских ор га ни за ций типа цен тров. Для вы яс не ния этой
про бле мы не об хо дим глу бо кий со цио ло ги че ский ана лиз. Пока что
о ней мож но го во рить толь ко пред по ло жи тель но.

По-ви ди мо му, та ко го типа ор га ни за ции не сут мно го черт, ха -
рак тер ных для ор га низ ма. Не по сред ст вен но объ ем до хо да, даже у
хоз рас чет ных объ е ди не ний или кор по ра ций, еще не пред став ля ет
со бой ос нов ную цель функ цио ни ро ва ния управленческого ап па ра -
та. По-ви ди мо му, в этих си туа ци ях надо сле до вать Эшби и счи тать, 
что управ лен че ский ап па рат стре мит ся глав ным об ра зом со хра нить
свою ус той чи вость. Но если об ласть го мео ста зи са дос та точ но ши -
ро ка, то в дей ст ви ях цен тров бу дет дос та точ но мно го про из во ла.
Сле до ва тель но, если вер на наша ги по те за, то для управ ле ния
управ лен че ским ап па ра том не об хо ди ма не ко то рая рег ла мен та ция
пра вил не фор маль но го ха рак те ра, на при мер, рос пус ка ап па ра та или 
его ру ко во дства в слу чае, если цент р (объ е ди нение, кор по ра ция) не 
вы пол нит оп ре де лен ных по ка за те лей. Дан ная точ ка зре ния от кры -
ва ет ре аль ные воз мож но сти для фор ма ли зо ван но го опи са ния по ве -
де ния цент ра.

Если речь идет о техни чес ких сис те мах, в ко то рых от дель ные
зве нья не име ют ни ка ких це ле вых функ ций, но спо соб ны по тем
или иным ал го рит мам вы би рать управ ляю щее воз дей ст вие, то про -
бле мы ста вят ся в со вер шен но иной плос ко сти. Здесь мы долж ны
сами на зна чить це ле вые функ ции под сис тем (или, что то же са мое, 
ал го рит мы об ра бот ки ин фор ма ции). Про блема на зна че ния це ле вых 
функ ций бу дет не ко то рой спе ци аль ной за да чей ап прок си ма -
ции — ап прок си ма ции це ле вой функ ции сис те мы це ле вы ми функ -
ция ми под сис тем.

5. За клю че ние. Со об ра же ния, ко то рые из ло же ны в док ла де, были 
по пыт кой най ти ра ди каль ный под ход к ис сле до ва нию ие рар хи че -
ских сис тем. Сей час еще труд но го во рить, на сколь ко общи и дей ст -
вен ны эти под хо ды. Не об хо дим пре ж де все го ана лиз кон крет но го
ма те риа ла — ана лиз функ цио ни ро ва ния кон крет ных сис тем. По пыт -
ка уже се го дня стро ить под роб но раз ра бо тан ные вы чис ли тель ные
схе мы, об ла даю щие вы со кой сте пе нью уни вер саль но сти, — вряд ли
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наи бо лее ра цио наль ный путь раз ви тия тео рии. При ме ры, ко то рые
мы рас смот ре ли, по ка зы ва ют, что ана ли ти че ская при ро да воз ни каю -
щих за дач очень слож на и вряд ли сколь-ни будь уни вер саль ные схе -
мы бу дут эф фек тив ны. Мне ка жет ся, что даль ней шее раз ви тие тео -
рии долж но идти по двум ка на лам. Во-пер вых, не об хо ди мо раз ви -
вать ка че ст вен ные ме то ды, по зво ляю щие на от но си тель но про стых
при ме рах ис сле до вать раз но об раз ные осо бен но сти иг ро во го ха рак те -
ра, ко то рые воз ни ка ют в тео рии ие рар хи че ских сис тем. Во-вто рых,
не об хо ди мо раз вить тех ни ку ма шин но го мо де ли ро ва ния, т. е. по -
строе ния сис тем, ими ти рую щих функ цио ни ро ва ние ре аль ных сис -
тем, и в том чис ле про цеду р при ня тия ре ше ний. По след нее и бу дет,
ве ро ят но, глав ным на прав ле ни ем прак ти че ско го ис поль зо ва ния раз -
ви вае мой тео рии.

1973 г.



Ие рар хи че ские струк ту ры и тео рия игр

В те че ние не сколь ких по след них лет со труд ни ка ми Вы чис ли тель -
но го цент ра АН СССР была опуб ли ко ва на се рия ра бот, ко то рая
по зво ля ет го во рить о фор ми ро ва нии но вой дис ци п ли ны — тео рии
ие рар хи че ских сис тем управ ле ния. В ее ос но ве ле жит пред став ле -
ние о влия нии про цес сов об ра бот ки ин фор ма ции на ка че ст во
при ни мае мых ре ше ний. Мо жет ока зать ся, что цен тра ли зо ван ный
сбор и об ра бот ка ин фор ма ции в из вест ных ус ло ви ях либо во об ще
не воз мож ны, либо при во дят к та ко му уров ню не оп ре де лен но сти,
при ко то ром нель зя го во рить об обос но ван но сти при ни мае мых
ре ше ний. В по доб ных ус ло ви ях цен тра ли зо ван ная сис те ма управ -
ле ния ока зы ва ет ся не эф фек тив ной. Един ст вен ной аль тер на ти вой
в этом слу чае ста но вит ся «рас па рал ле ли ва ние» про цеду р об ра бот -
ки ин фор ма ции и при ня тия ре ше ний, т. е. ор га ни за ция в сис те ме
управ ле ния ие рар хи че ской струк ту ры, а зна чит и оп ре де лен ной
сте пе ни де цен тра ли за ции. Ана лиз воз ник шей та ким спо со бом
сис те мы управ ле ния при во дит к ма те ма ти че ским за да чам иг ро вой
при ро ды.

Из ме няя тем или иным об ра зом юри ди че скую ос но ву взаи мо от -
но ше ний ме ж ду раз лич ны ми звень я ми ие рар хи че ски ор га ни зо ван -
ной сис те мы управ ле ния, мы из ме ня ем тем са мым вза им ную ин -
фор ми ро ван ность сто рон, струк ту ру про цеду р при ня тия ре ше ний и 
фор ма ли зо ван ное опи са ние це ле вых функ ций под сис тем, т. е. из -
ме ня ем ха рак тер иг ро вых за дач, воз ни каю щих при ис сле до ва нии
ие рар хи че ских сис тем управ ле ния. Бла го да ря это му осо бое зна че -
ние для раз ви вае мой тео рии при об ре та ют ис сле до ва ния влия ния
не фор маль ных фак то ров на со дер жа ние и ма те ма ти че ские осо бен -
но сти за дач тео рии игр, ус пеш но про во ди мые по след ние годы Ю.Б. 
Гер мей е ром и его уче ни ка ми.

Пред ла гае мая кон цеп ция ие рар хи че ски ор га ни зо ван ных сис тем
управ ле ния су ще ст вен но от ли ча ет ся от тех кон цеп ций, ко то рые в
сво ей ос но ве опи ра ют ся на идеи блоч но го про грам ми ро ва ния.
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Пред ме том ис сле до ва ния яв ля ет ся не оты ска ние точ но го ре ше ния
тех или иных оп ти ми за ци он ных за дач, а ис сле до ва ние про цеду р
функ цио ни ро ва ния сис тем и вы яс не ние во про са о ра цио наль ной
сте пе ни цен тра ли за ции и де цен тра ли за ции.

На стоя щая ста тья яв ля ет ся вве де ни ем в тео рию ие рар хи че ски
ор га ни зо ван ных сис тем управ ле ния. Пер вый раз дел но сит вспо мо -
га тель ный ха рак тер. В нем из ло же на сис те ма взгля дов, вы ра бо тав -
ших ся в ВЦ АН СССР от но си тель но мес та и зна че ния от дель ных
по ста но вок иг ро вых за дач. Сле дую щие раз де лы по свя ще ны из ло же -
нию по сле до ва тель но ус лож няю щей ся це поч ки за дач и при зва ны
ил лю ст ри ро вать раз ви вае мые идеи и од но вре мен но по ка зать чи та -
те лю ос нов ные труд но сти, воз ни каю щие при ана ли зе.

С ру ко пи сью ста тьи оз на ко ми лись И.А. Ва тель, Ю.Б. Гер мей ер, 
Ф.И. Ереш ко, В.С. Ми ха ле вич и дру гие уче ные, сде лав шие по лез -
ные за ме ча ния. Осо бен но тща тель но ста тью про чел Г.С. По спе лов
и дал ряд со ве тов, су ще ст вен но улуч шив ших из ло же ние. Всем упо -
мя ну тым ли цам ав тор вы ра жа ет свою ис крен нюю благодар ность.

1. За ме ча ния о ги по те зах в тео рии игр
1. Пре ж де чем об су ж дать воз мож ные пути по строе ния ма те ма ти че -
ской тео рии управ ле ния сис те ма ми, об ла даю щи ми ие рар хи че ской
струк ту рой, хо те лось бы сде лать не сколь ко за ме ча ний о пред по ло -
же ни ях, ко то рые при во дят к за да чам тео рии игр.

Пусть речь идет о при ня тии ре ше ния. Это бу дет оз на чать, что
мы вы би ра ем не ко то рый эле мент x XÎ , где X — не ко то рое мно же -
ст во. Да лее бу дем счи тать, что X — мно же ст во про стран ст ва Ба на ха 
Вх. Вы бор x XÎ  дол жен быть мо ти ви ро ван. Это зна чит, что су ще ст -
ву ет ка кая-ли бо цель, дос ти же ние ко то рой пре сле ду ет вы бор х.
Если эта цель со сто ит в мак си ми за ции не ко то рой ска ляр ной функ -
ции F (х), то про бле ма при ня тия ре ше ния сво дит ся к оты ска нию
точ ки, реа ли зую щей мак си мум функ ции F (х), оп ре де лен ной на 
X BxÌ .

Мо жет ока зать ся, од на ко, что вы бор лю бо го x XÎ , т. е. при ня -
тие лю бо го ре ше ния, не по зво ля ет од но знач но оп ре де лить резуль -
тат. Так бы ва ет вся кий раз, ко гда резуль тат за ви сит не толь ко от
на ших дей ст вий. Эту си туа цию бу дем за пи сы вать в фор ме функ ции 
уже двух пе ре мен ных F (х, у), где y Y B yÎ Ì .

Па ра метр у ха рак те ри зу ет не оп ре де лен ность, имею щую ся в опе -
ра ции (за да че). Это мо гут быть дей ст вия ре аль но го про тив ни ка,
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от сут ст вие не об хо ди мой ин фор ма ции (и в ча ст но сти, слу чай ные
по ме хи) или не оп ре де лен ность на ших же ла ний. На по след нее осо -
бен но сле ду ет об ра тить вни ма ние, по сколь ку к это му слу чаю сво -
дит ся, в ча ст но сти, про бле ма при ня тия ре ше ния, ко гда су ще ст ву ет
не сколь ко це лей.

Ка ким об ра зом мо ти ви ро вать те перь вы бор x XÎ  и пре вра тить
про бле му при ня тия ре ше ний в ус ло ви ях не оп ре де лен но сти в стро -
гую ма те ма ти че скую за да чу?

Для это го не об хо ди мо сде лать не ко то рые до пол ни тель ные пред -
по ло же ния о по ве де нии дру гих лиц, уча ст вую щих в опе ра ции и
пре сле дую щих свои цели, или, ска жем, о «по ве де нии» при род ных
не оп ре де лен но стей. Эти пред по ло же ния на зо вем ги по те зой по ве де -
ния. В за ви си мо сти от ха рак те ра этих ги по тез бу дем иметь те или
дру гие ма те ма ти че ские за да чи.

Под черк нем еще раз сле дую щее три ви аль ное ут вер жде ние. Не
де лая ни ка ких пред по ло же ний о про цеду ре вы бо ра эле мен та у и
об лас ти его оп ре де ле ния, нель зя сфор му ли ро вать ни ка ких мо ти вов
от но си тель но вы бо ра ре ше ния х.

Ча ст ным слу ча ем ги по тез по ве де ния яв ля ет ся пред по ло же ние о
том, что про тив ник вы би ра ет у из со об ра же ний

min ( , ) max ( ( , ))
y Y y Y

F x y F x y
Î Î

= - . (1.1)

Эта ги по те за по ве де ния при во дит к тео рии ан та го ни сти че ских
игр и их ана ли зу в духе фон Ней ма на [1]. Од ной ги по те зы по ве де -
ния еще не дос та точ но, что бы пол но стью опи сать дей ст вия «про тив -
ни ка». Не об хо ди ма не ко то рая ги по те за ин фор ми ро ван но сти уча ст -
ни ков опе ра ции об ин те ре сах и вы бо рах стра те гий парт не ров, а так -
же о той по сле до ва тель но сти, в ко то рой осу ще ст в ля ют ся вы бо ры ка -
ж дым иг ро ком сво их стра те гий. Эту ги по те зу бу дем на зы вать
ги по те зой об ин фор ми ро ван но сти и о по ряд ке хо дов. Ана ло гич ные
пред став ле ния ис поль зу ют ся и в клас си че ских схе мах [1] за ис клю -
че ни ем ин фор ми ро ван но сти об ин те ре сах участ ков опе ра ции (парт -
не ров в игре). На при мер, мож но пред по ло жить, что мы де ла ем «пер -
вый ход» и «про тив ник» бу дет его знать, т. е. бу дет знать наш вы бор
х. Да лее он про из ве дет свой вы бор у со глас но при ня той ги по те зе по -
ве де ния (сде ла ет вто рой, за клю чи тель ный, ход в игре).

Из этих ги по тез ин фор ми ро ван но сти и по ве де ния (1.1) сле ду ет
зна ме ни тый прин цип га ран ти ро ван но го ре зуль та та. Он сво дит ся к
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тому, что про тив ник стро ит свое ре ше ние в виде функ ции y y x= $ ( ),
ко то рая оп ре де ля ет ся из ус ло вия (1.1). Это оз на ча ет, что " Îx X  —
функ ция $y (х) дос тав ля ет ми ни мум F (х, у):

min ( , ) ( , $( )) ( )*

y Y
F x y F x y x F x

Î
= = . (1.2)

В этом слу чае вы бор ре ше ния x x= $ сво дит ся к оп ре де ле нию эле -
мен та х, дос тав ляю ще го мак си мум функ ции F x* ( ). Та ким об ра зом,

F x F x y
x X y Y

* ( $) max min ( , )=
Î Î

. (1.3)

Вы бор ре ше ния со глас но про цеду ре (1.3) на зы ва ет ся прин ци пом
га ран ти ро ван но го ре зуль та та. В этом слу чае вы бор ре ше ния свел ся
сно ва к про бле ме оп ти ми за ции. Од на ко ана ли ти че ская при ро да
функ ций вида F x* ( ) обыч но бы ва ет очень слож на. Даже если функ -
ция F (х, у) мно го крат но диф фе рен ци руе ма, то от но си тель но F x* ( )
мож но ут вер ждать толь ко диф фе рен ци руе мость по на прав ле нию.

В по след нее вре мя к ме то дам оты ска ния экс тре му мов функ ций
вида F x* ( )  при вле че но вни ма ние ма те ма ти ков, и в этой об лас ти
по лу че но мно го но вых важ ных ре зуль та тов.

Ме няя ги по те зу об ин фор ми ро ван но сти и (или) ги по те зу по ве -
де ния, бу дем по лу чать раз лич ные типы фор му ли ро вок ма те ма ти че -
ских за дач. Так, на при мер, име ет смысл пред по ло жить, что «про -
тив ник» вы би ра ет у, зная наш от клик на этот вы бор, т. е. x x y= * ( ).
В этом слу чае про тив ник, если он сле ду ет ги по те зе по ве де ния (1.1), 
вы би ра ет та кой эле мент y y= * , ко то рый дос тав ля ет ми ни мум функ -
ции F x y y( ( ), )* :

min ( ( ), ) ( ( ), )* * * *

y Y
F x y y F x y y

Î
= . (1.4)

То гда ос та ет ся толь ко одно — так вы брать функ цию х*(у), что бы
дос та вить мак си мум функ цио на лу (1.4). Это ре ше ние обо зна чим
че рез х**(у):

F x y y F x y y
x y

( ( ), ) max ( ( ), )**

( )

*
*

= . (1.5)

За да ча (1.5) уже со всем дру гой при ро ды, чем (1.3), это ва риа ци -
он ная за да ча. Она сво дит ся к оты ска нию не эле мен та $x, а не ко то -
рой функ ции х**(у), т. е. на ше го от кли ка на ход про тив ни ка.
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Поль зу ясь тер ми но ло ги ей тео рии управ ле ния, по лу чим не ко то -
рую за да чу син те за.

2. Из ме ним те перь класс ги по тез по ве де ния. Вме сто пред по ло -
же ния, что «про тив ник» вы би ра ет свою стра те гию y YÎ  из ус ло вия 
max { ( , )}

y Y
F x y

Î
- , пред по ло жим, что он вы би ра ет у из ус ло вия 

max ( , )
y Y

x y
Î

F , где в об щем слу чае

- /ºF F. (1.6)

Та кое из ме не ние ги по те зы по ве де ния при во дит к но во му клас -
су игр. Тео рия, ко то рая здесь воз ни ка ет, шире тео рии ан та го ни сти -
че ских игр. К тому же она дает язык, удоб ный для опи са ния мно -
го чис лен ных и важ ных при ло же ний.

Эта тео рия не ан та го ни сти че ских игр, или игр с не про ти во по -
лож ны ми ин те ре са ми.

От ме тим, что рас смот рен ный нами слу чай (1.6) для игр двух
лиц ес те ст вен ным об ра зом вкла ды ва ет ся в наи бо лее об щий класс
игр п лиц. А та кие игры при п > 2 по су ще ст ву яв ля ют ся иг ра ми с
не про ти во по лож ны ми, но, во об ще го во ря, и не сов па даю щи ми
ин те ре са ми.

Тра ди ци он но в иг рах мно гих лиц рас смат ри ва ют ся прин ци пы 
при ня тия ра цио наль ных ре ше ний на ос но ве либо си туа ций рав -
но ве сия [2], либо коа ли ци он ных дей ст вий. В то же вре мя на ли -
чие в игре пра ва пер во го хода у од но го из иг ро ков при уче те его
над ле жа щей ин фор ми ро ван но сти су ще ст вен но рас ши ря ет воз -
мож но сти это го иг ро ка. В са мом деле, фор ми руя свою стра те гию 
в виде функ ции от ожи дае мой ин фор ма ции и со об щая ее парт не -
рам, иг рок, об ла даю щий при ори те том в дей ст ви ях, мо жет ог ра -
ни чить мно же ст во окон ча тель ных ис хо дов в игре. Это по зво ля ет
ему га ран ти ро вать себе резуль тат, как пра ви ло, пре вы шаю щий
тот, ко то рый он по лу ча ет в си туа ции рав но ве сия, а за час тую и
тот, ко то рый га ран ти ро ван ему в коа ли ции. Как уви дим ниже,
ха рак тер ней ший ат ри бут ие рар хи че ской сис те мы — при ори тет в
дей ст ви ях верх них звень ев по от но ше нию к ниж ним — по зво ля ет 
су ще ст вен но про дви нуть ся в изу че нии про цес сов при ня тия ре -
ше ний в та ких сис те мах.

Для того что бы под черк нуть от ли чие рас смат ри вае мой кон цеп ции
от тра ди ци он ных схем, бу дем эти игры на зы вать иг ра ми Гер мей е ра [3], 
ко то рый пер вым на чал сис те ма ти че ское изу че ние влия ния роли
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не фор маль ных фак то ров на фор ми ро ва ние стра те гий и резуль тат игры. 
Под роб ная биб лио гра фия ра бот по это му на прав ле нию дана в [3].

По сколь ку ин те ре сы про тив ни ка, ко то рый рас по ря жа ет ся эле -
мен том у, не про ти во по лож ны на шим, то и сам тер мин «про тив -
ник» мало со от вет ст ву ет су ще ст ву дела. По это му в даль ней шем
вме сто слов «мы» и «про тив ник» бу дем го во рить иг рок a и иг рок b. 
Иг рок a кон тро ли ру ет стра те гию х, иг рок b — стра те гию у.

Пред по ло жим, что иг рок a де ла ет пер вый ход. Он вы би ра ет х и 
сам со об ща ет его иг ро ку b. (За ме тим, что в иг рах Гер мей е ра од но -
му иг ро ку мо жет ока зать ся вы год ным пе ре да вать ин фор ма цию дру -
го му иг ро ку.) То гда иг рок b оп ре де ля ет свою стра те гию y y= $:

F F( , $) max ( , )x y x y
y Y

=
Î

,

$y — не ко то рая функ ция $( )y x .
Те перь иг рок a стро ит свою га ран ти рую щую стра те гию из ус ло -

вия дос ти же ния наи луч ше го га ран ти ро ван но го ре зуль та та:

max ( , $( )) ( $, $( $))
x X

F x y x F x y x
Î

= .

Здесь и да лее ис поль зу ет ся пред по ло же ние об од но знач но сти 
$( )y x . Точ но так же иг рок a мо жет со об щать иг ро ку b свой вы бор в
фор ме функ ции х (у). За ме тим, что в дан ном слу чае эту функ цию
мож но трак то вать как функ цию штра фа или по ощ ре ния.

Иг рок b вы би ра ет то гда эле мент у* из ус ло вия

max ( ( ), ) ( ( ), )* *

y Y
x y y x y y

Î
=F F .

За ме тим, что эле мент у* бу дет те перь уже не ко то рым опе ра то ром

y y x y* [ ( )]= .

При ня тие ре ше ния для иг ро ка a све дет ся то гда к вы бо ру та кой
функ ции х*(у), ко то рая дос тав ля ет мак си мум функ цио на лу

F x y y( ( ), )* * .

3. Рас смот рим еще одну осо бен ность дан но го клас са игр. Пусть 
речь идет об ан та го ни сти че ских иг рах
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F ( , ) ( , ),x y F x y y Y= - Î ,

и иг рок a име ет воз мож ность вли ять на струк ту ру ог ра ни че ний иг -
ро ка b — из ме нять мно же ст во Y. На при мер, он мо жет за ме нить Y
на Y Y1 Ì . Иг ро ку a эта опе ра ция вы год на всег да, так как

" ³
Î Î

x F x y F x y
y Y y Y
min ( , ) min ( , )

1

и, сле до ва тель но,

max min ( , ) max min ( , )
x y Y x y Y

F x y F x y
Î Î

³
1

.

В иг рах с не про ти во по лож ны ми ин те ре са ми этот факт уже мо -
жет не иметь мес та. Если поль зо вать ся язы ком тео рии управ ле -
ния, то мо жет ока зать ся по лез ным с точ ки зре ния иг ро ка a рас -
ши рить мно же ст во до пус ти мых стра те гий сво его «про тив ни ка»,
т. е. иг ро ка b.

2. При мер двух сту пен ча той ие рар хи че ской сис те мы
1. В по след ние годы ие рар хи че ские струк ту ры при ня тия ре ше ний в 
эко но ми ке на ча ли под вер гать ся все сто рон не му ана ли зу ([4], [5]).
При этом ис поль зу ют ся раз лич ные спо со бы фор ма ли за ции и мо -
дель но го опи са ния.

С на шей точ ки зре ния, тео рия не ан та го ни сти че ских игр яв ля ет -
ся наи бо лее ес те ст вен ным язы ком для опи са ния ие рар хи че ских
сис тем управ ле ния в эко но ми ке. Пред ла гае мый при мер дол жен
про де мон ст ри ро вать этот факт. Од на ко глу бо кая связь, ко то рая су -
ще ст ву ет ме ж ду тео ри ей игр Гер мей е ра и тео ри ей ие рар хи че ских
сис тем, не ис чер пы ва ет ся во про са ми общ но сти язы ка. Мно гие
фак ты, ус та нов лен ные из ана ли за иг ро вых си туа ций, име ют, как
ока зы ва ет ся, глу бо кий эко но ми че ский смысл.

2. Рас смот рим про мыш лен ное объ е ди не ние (фир му), со стоя щее 
из про из вод ст вен ных пред при ятий, ко то рые вы пус ка ют про дук ты
Р1, ..., PN. Здесь Рi яв ля ет ся век то ром, имею щим для ка ж до го пред -
при ятия свою раз мер ность. Ана ло гич но вво ди мые ниже ве ли чи ны
яв ля ют ся век то ра ми со от вет ст вую щих раз мер но стей. Обо зна чим
че рез xi ос нов ные фон ды пред при ятия но ме ра i. Из ме не ние фон дов 
опи сы ва ет ся урав не ни ем
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& ( ) ( )x k x u t v ti i i i i= - + + , (2.1)

где ki — мат ри ца ко эф фи ци ен тов амор ти за ции; ui — ин ве сти ции
фир мы (эк зо ген ный ре сурс); vi — внут рен ние ка пи та ло вло же ния; 
u vi i  — это по то ки ка пи та ло вло же ний — вло же ния в те че ние еди ни -
цы вре ме ни; v ti ( ) — управ ляю щая функ ция пред при ятия; u ti ( ) —
управ ляю щая функ ция фир мы.

Про цесс про из вод ст ва бу дем опи сы вать про из вод ст вен ной
век тор-функ ци ей:

P x Li i i i i= j g( , , ), i N=1, ,K . (2.2)

Здесь Li — ко ли че ст во ра бо чей силы, g i  — сред няя по пред при ятию 
став ка за ра бот ной пла ты. От ме тим, что за пись функ ции (2.2) яв ля -
ет ся не тра ди ци он ной, а имен но: в нее вве де на за ви си мость от па -
ра мет ра g i  с це лью изу че ния в даль ней шем воз мож но стей воз дей ст -
вия на пред при ятия че рез этот па ра метр. Li и g i  так же на хо дят ся в
рас по ря же нии пред при ятия и под чи ня ют ся ог ра ни че ни ям вида

L Li i i i
* *,³ > ³ >0 0g g ,

g i i iL Q i N£ =, , ,1 K . (2.3)

Смысл пер вых двух ог ра ни че ний оче ви ден. По след нее же оз на ча ет, 
что фонд за ра бот ной пла ты ог ра ни чен.

Соз дав век тор про дук тов Рi, пред при ятие реа ли зу ет его: сда ет
на склад фир мы или пе ре да ет в тор го вую сеть. Обо зна чим че рез Сi

век тор цен на про дук цию i-го пред при ятия. То гда за еди ни цу вре -
ме ни пред при ятие по лу ча ет сум му ( , )c Pi i .

Из этой сум мы нуж но за пла тить зар пла ту ра бо чим g i iL , сде лать 
вло же ние в фонд фир мы w Pi i( ), про из ве сти внут рен ние ка пи та ло -
вло же ния vi и ком пен си ро вать те ку щие за тра ты Ri. Обо зна чим че -
рез y i  ос та ток этих рас хо дов:

y gi i i i it c P L( ) ( , ) {= - + w P v t R xi i i i i( ) ( ) ( )}+ + . (2.4)

Ве ли чи ну y i t( ) на зо вем со ци аль ным фон дом пред при ятия. Если 
внеш ние ин ве сти ции u ti ( ) за да ны, если из вест на функ ция w Pi i( ),
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ко то рую ес те ст вен но на звать функ ци ей штра фа (или по ощ ре ния),
если из вес тен фонд за ра бот ной пла ты Q ti ( ), то за да ча пред при ятия
но ме ра i — так рас по ря дить ся до ба воч ны ми ин ве сти ция ми v ti ( ),
став кой за ра бот ной пла ты g i t( ) и ко ли че ст вом ра бо чей силы L ti ( ),
что бы мак си ми зи ро вать свой со ци аль ный фонд. Этот функ цио нал
обо зна чим че рез

I I I v Li i i i i i i= =( ) ( , , )y g . (2.5)

Так по став лен ная за да ча яв ля ет ся за да чей тео рии оп ти маль но го 
управ ле ния.

При ме ча ние. До сих пор не были уточ не ны мно гие ог ра ни че ния. 
Для того что бы сде лать за да чу кор рект ной, надо, на при мер, по тре -
бо вать, что бы

" Î ³t T ti[ , ], ( )0 0y .

Функ цио нал Ii мо жет иметь са мую про из воль ную при ро ду. На при -
мер, ес те ст вен но при нять, что

I ti
t T

i=
Î
min { ( )}

[ , ]0
y . (2.6)

Мак си ми за ция функ цио на ла (2.6) оз на ча ет мак си ми за цию ми ни -
маль но го по вре ме ни раз ме ра со ци аль но го фон да. Не ме нее ес те ст -
вен но рас смат ри вать ин те граль ные функ цио на лы вида

I t dti i

T

= ò y ( )
0

, (2.7)

где Т — пла но вый пе ри од.

3. Рас смот рим те перь функ цио ни ро ва ние прав ле ния фир мы,
ко то рой под чи ня ют ся пред при ятия. По сво ему смыс лу эта ор га ни -
за ция сама ни ка ких цен но стей не про из во дит. Эф фек тив ность ее
дея тель но сти оце ни ва ет ся в за ви си мо сти от того про дук та, ко то рый 
про из во дят пред при ятия.

Кри те рий (до ход фир мы) бу дем пи сать в фор ме

I I P P w P w PN N N= ( , , , ( ), , ( ))1 1 1K K . (2.8)
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При ме ча ние. В вы ра же нии (2.8) под чер ки ва ет ся, что до ход фир -
мы за ви сит от струк ту ры функ ций по ощ ре ния (или штра фа) w Pi i( ). 
Если це ле вую функ цию фир мы (2.8) при нять не за ви си мой от
w Pi i( ), а фонд по ощ ре ний — не ог ра ни чен ным, то три ви аль ным бу -
дет сле дую щее ут вер жде ние.

Все гда мо гут быть на зна че ны по ощ ре ния (штра фы) w Pi i( ), ..., 
w PN N( ) та кие, что пред при ятия бу дут вы би рать свои управ ле ния
наи луч шим спо со бом с точ ки зре ния ин те ре сов фир мы.

В са мом деле, пусть v i
* , g i

*  и L i Ni
* ( , , )=1 K  — функ ции, ко то -

рые при во дят к вы пус кам P i Ni
* ( , , )=1 K , дос тав ляю щим мак си -

мум (2.8). То гда мож но по доб рать та кие w P i Ni i( ) ( , , )=1 K , что
функ цио на лы I i Ni ( , , )=1 K  бу дут дос ти гать мак си му ма на v i

* , g i
*  и 

L i Ni
* ( , , )=1 K .

В ка че ст ве функ цио на ла I мо гут вы сту пать са мые раз ные ве ли -
чи ны: точ ность со блю де ния го су дар ст вен но го пла на или мак си ми за -
ция чис ла ком плек тов обо ру до ва ния, или, на ко нец, чис тый до ход.

4. Итак, мы приш ли к си туа ции, о ко то рой го во ри лось в пер -
вом раз де ле.

Су ще ст ву ют два иг ро ка — фир ма и пред при ятия, имею щие свои 
соб ст вен ные цели. Здесь нет сим мет рии: фир ма име ет пра во пер во -
го хода. За да ча фир мы так рас пре де лить эк зо ген ный ре сурс

u Ui
i

N

=
å =

1

, (2.9)

фонд за ра бот ной пла ты

Q Qi
i

N

=
å =

1

(2.10)

и на зна чить та кие по ощ ре ния w Pi i( ) пред при яти ям за вы пуск про -
дук ции, что бы мак си ми зи ро вать до ход I.

Мы ви дим, что фир ма рас по ла га ет тре мя спо со ба ми управ ле -
ния — она мо жет рас пре де лять эк зо ген ный ре сурс U, вво дить функ -
ции штра фов или по ощ ре ний w Pi i( ) и ог ра ни чи вать ак тив ность
пред при ятий.
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3. Об од ном клас се диф фе рен ци аль ных игр
1. Рас смот рен ный при мер яв ля ет ся ча ст ным слу ча ем сле дую щей
ди на ми че ской сис те мы:

& ( , , , ), , ,x f x u v t i Ni i i i i= =1 K . (3.1)

Здесь x ti ( ) — век тор-функ ции вре ме ни со зна че ния ми из E ni
; u ti ( ) и 

v ti ( ) — век тор-функ ции со зна че ния ми из E m i
 и E ri

 со от вет ст вен но.
На функ ции x ti ( ) на ло же ны ог ра ни че ния

" ³t x ti ( ) 0. (3.2)

На управ ляю щие функ ции u ti ( ) на ло же ны ог ра ни че ния вида

" Ît u u u GN u{ , , , }1 2 K . (3.3)

От но си тель но ог ра ни че ний на v ti ( ) бу дет ска за но ниже.
С ди на ми че ской сис те мой (3.1) свя зы ва ет ся сис те ма функ цио -

на лов &I i :

& & ( , , ( , ))I I x v w x ti i i i i i= ,  i N=1 2, , ,K , (3.4)

где w x ti i( , ) — управ ле ния типа син те за со зна че ния ми из E ki
.

На функ ции v i , w i  и фа зо вые пе ре мен ные x i  на кла ды ва ют ся
ог ра ни че ния типа

" ³t x v wi i i iF ( , , ) 0. (3.5)

Кро ме того, вво дит ся по ня тие ге не раль но го функ цио на ла &I :

& & ( , , , , , , , , , )I I x x u u w w GN N N u= 1 1 1K K K . (3.6)

Опи са ние иг ры. В на чаль ный мо мент t = 0 со стоя ние сис те мы,
т. е. век то ры x i (0), фик си ро ва но. Иг рок a де ла ет пер вый ход. Он
со об ща ет иг ро кам b i  функ ции w x ti i( , ) и u ti ( ) и мно же ст во G u .

Ги по те за по ве де ния иг ро ков b i : эти иг ро ки вы би ра ют функ ции 
v ti ( ) так, что бы мак си ми зи ро вать функ цио на лы &I i . Иг рок a име ет
сво ей це лью так вы брать функ ции u i , w i , G u , что бы мак си ми зи ро -
вать ге не раль ный функ цио нал &I .
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Вре мя Т, в те че ние ко то ро го про ис хо дит игра, мо жет быть фик -
си ро ван ным или сво бод ным. То же са мое мож но ска зать и о зна че -
ни ях x Ti ( ).

2. Опи сан ный класс за дач тео рии диф фе рен ци аль ных игр весь -
ма ши рок. В за ви си мо сти от струк ту ры функ цио на лов мо жем по лу -
чить тот или дру гой тип игры.

Если

N I x I x= = - =1 1, & , ,

а T не фик си ро ва но, то по лу ча ем один из ва ри ан тов игр
пре сле до ва ния.

Ка кие-ли бо об щие за клю че ния от но си тель но столь ши ро ко по -
став лен ной за да чи, в том чис ле и ме то ды вы чис ли тель но го ха рак те -
ра, вряд ли мо гут быть пред ло же ны. Для того что бы про дви нуть ся
даль ше, сле ду ет су зить рас смат ри вае мую про бле му.

Ус ло вим ся в даль ней шем, что функ цио на лы &I i  и &I  ин те граль ные:

& ( , , , , , , , , , )I F x x u u w w G dtN N

T

N u= ò 1 1 1
0

K K K ,

& ( , , )I F x v w dti i i i i

T

= ò
0

.

(3.7)

Сле дую щее уп ро ще ние со сто ит в сня тии ог ра ни че ний. Это мо -
жет быть сде ла но раз ны ми спо со ба ми.

Од ним из при ме ров ог ра ни че ния (3.5) яв ля ет ся ус ло вие y i t( ) ³ 0,
где y i t( ) оп ре де ля ет ся ра вен ст вом (2.4). В этом слу чае мо жем вме -
сто функ ции v ti ( ) вве сти но вую управ ляю щую функ цию y ti ( ) с по -
мо щью ра вен ст ва

v t y t c P L w x t R xi i i i i i i i i( ) ( ) {( , ) ( , ) ( )}= - - - -g .

В этом слу чае сня тие ог ра ни че ний не вно сит ка ко го-ли бо из ме -
не ния в при ро ду за да чи. В дру гих слу ча ях бу дем вво дить функ ции
штра фов.

В резуль тате за ме ним ис ход ную за да чу дру гой. Ее ре ше ние бу -
дет ап прок си ми ро вать ре ше ние ис ход ной за да чи, но ис ко мые па ра -
мет ры и функ ции уже не бу дут стес не ны ог ра ни че ния ми.
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По вто рим ее но вую фор му ли ров ку. Иг рок a со об ща ет иг ро кам 
b i  функ ции u ti ( ) и w x ti i( , ) та ким об ра зом, что бы мак си ми зи ро вать
функ цио нал

I F x x u u w w dtN N N

T
* * ( , , , , , , , , )= ò 1 1 1

0

K K K . (3.8)

Иг ро ки b i  вы би ра ют свои стра те гии v ti ( ) так, что бы мак си ми зи ро -
вать функ цио на лы

I F x v w dti i i i

T
* * ( , , )= ò

0

. (3.9)

В вы ра же ни ях (3.8), (3.9) «звездочка» оз на ча ет, что функ цио на лы
за пи са ны в фор ме, учи ты ваю щей функ ции штра фа, с по мо щью ко -
то рых мы сня ли ог ра ни че ния.

3. Для ре ше ния за да чи в та кой уп ро щен ной по ста нов ке мо гут
быть пред ло же ны ме то ды, ис поль зую щие не об хо ди мые ус ло вия
экс тре му ма. Рас смот рим сна ча ла за да чу для иг ро ка b i . Вве дем
функ цию Га миль то на H i :

H f x u v t F x v wi i i i i i i i i= +( , ( , , , ) ( , , )*l .

По сколь ку иг ро кам b i  иг рок a со об ща ет за ра нее функ ции u ti ( )
и w x ti i( , ) и по сколь ку в за да че (3.9) на функ цию u ti ( ) ни ка ких ог -
ра ни че ний не на ло же но, то не об хо ди мое ус ло вие мак си му ма функ -
ции Га миль то на мож но за пи сать в виде

¶

¶
l

¶

¶

¶

¶

H

v

f

v

F

v
i

i
i

i

i

i

i

º
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ + =

*

0.

Это ус ло вие бу дем пи сать в фор ме

Yi i i i ix u v t( , , , , )l = 0. (3.10)

Ус ло вие (3.10) — век тор ное. Оно име ет раз мер ность век тор-функ -
ции v ti ( ).

Мно жи те ли Ла гран жа l i  удов ле тво ря ют сле дую ще му век тор но -
му урав не нию:
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* *

l
¶

¶
l

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶
i

i

i
i

i

i

i

i

i

i

i

i

H

x

f

x

F

x

F

w

w

x
= - º - - - . (3.11)

По сколь ку ни ка ких ог ра ни че ний на пра вый ко ней тра ек то рии
не на ло же но, при хо дим к сле дую ще му резуль тату.

Для того что бы функ ция v ti ( ) была оп ти маль ной для иг ро ка b i ,
не об хо ди мо, что бы она удов ле тво ря ла ус ло вию (3.10), где l i , x i

удов ле тво ря ют урав не ни ям (3.1) и (3.11) и гра нич ным ус ло ви ям

x x Ti i i( ) , ( )0 00= =l , (3.12)

где x i 0  — из вест ные век то ры.
4. На пи сать по доб но го рода не об хо ди мые ус ло вия для a мы не

мо жем, по сколь ку, по ми мо «стан дарт ной» управ ляю щей функ ции 
u ti ( ), в рас по ря же нии иг ро ка a на хо дит ся вы бор функ ции w x ti i( , ).
Та ким об ра зом, иг рок a ре ша ет за да чу типа син те за, для ко то рой
не су ще ст ву ет дос та точ но про стых не об хо ди мых ус ло вий.

В тео рии син те за сис тем управ ле ния син те зи рую щую функ цию
ра зы ски ва ют обыч но в не ко то ром клас се функ ций.

В тео рии ие рар хи че ских сис тем управ ле ния ес те ст вен но ра зы -
ски вать функ цию по ощ ре ния w x ti i( , ) в виде

w x t a a x a xi i
i i

i
i

i( , ) = + +0 1 2
2 . (3.13)

В са мом деле, ко эф фи ци ен там a ts
i ( ) лег ко дать эко но ми че скую ин -

тер пре та цию. Дей ст ви тель но, пред ста вим (3.13) в виде

w x t b x b x xi i
i

i
i

i i( , ) ( )*= + -
1 2

2 , (3.14)

где функ ции b ti
1

( ), b ti
2 ( ) и x ti

* ( ) лег ко оп ре де ля ют ся че рез a ti
0 ( ). Функ -

ция x ti
* ( ) — это пла но вое за да ние пред при ятию, b xi

i1
 — по ощ ре ние 

( )b i
1

0³  за вы пуск про дук ции, b x xi
i i2

2( )*-  — на ка за ние за не вы пол -
не ние пла на ( )b i

2 0£ .
Если при нять ап прок си ма цию (3.13), то за да ча иг ро ка a бу дет

сле дую щей за да чей оп ти маль но го управ ле ния: оп ре де лить функ -
ции x ti ( ) и l i t( ), i = 1, ..., N, удов ле тво ряю щие урав не ни ям (3.1) и
(3.11), и функ ции v ti ( ), u ti ( ), a ti

0 ( ), a ti
1

( ) и a ti
2 ( ), дос тав ляю щие мак -

си мум функ цио на лу (3.8) и удов ле тво ряю щие ог ра ни че ни ям (3.10) 
и (3.12).
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5. В за клю че ние это го раз де ла сде ла ем не сколь ко за ме ча ний о
вы чис ли тель ном ас пек те сфор му ли ро ван ной за да чи (за да ча a).

a) За да ча a яв ля ет ся крае вой за да чей весь ма вы со кой раз мер но -

сти. Раз мер ность фа зо во го век то ра (x, l) рав на 2
1

ni
i

N

=
å , раз мер ность

управ ляю ще го век то ра ( , , , , )u v a a a0 1 2  рав на

m r ki
i

N

i
i

N

i
i

N

= = =
å å å+ +

1 1 1

3 .

Вы со кая раз мер ность за да чи де ла ет ее с вы чис ли тель ной точ ки
зре ния весь ма труд ной. Об лег чаю щим об стоя тель ст вом яв ля ет ся то, 
что на зна че ния x Ti ( ) не на ло же но ни ка ких ог ра ни че ний. По след -
нее обстоя тель ство по зво ля ет ис поль зо вать эф фек тив ные ите ра ци -
он ные ме то ды [6].

б) Вы чис ли тель ные труд но сти за став ля ют ис поль зо вать ра цио -
наль ные ва ри ан ты тео рии воз му ще ний. В ча ст но сти, не труд но по -
стро ить ме тод тео рии воз му ще ний, ко то рый сво дит за да чу к ре ше -
нию N за дач раз мер но сти 2ni ка ж дая из двух за дач Коши для сис те -
мы ли ней ных диф фе рен ци аль ных урав не ний по ряд ка 2 åni .

Этот факт мо жет слу жить ис точ ни ком для по строе ния ра цио -
наль ных схем ими та ци он ных про цеду р.

в) Тео рия воз му ще ний по зво ля ет ус та но вить ряд важ ных ре -
зуль та тов ка че ст вен но го ха рак те ра.

4. За да чи с не пол ной ин фор ма ци ей
1. Как ни слож ны за да чи, ко то рые об су ж да лись в пре ды ду щих раз -
де лах, они тем не ме нее еще не со дер жат од ной важ ной осо бен но -
сти ие рар хи че ских сис тем. В рам ках рас смот рен ных мо де лей еще
нель зя объ яс нить не об хо ди мость вве де ния ие рар хи че ской струк ту -
ры в слож ных управ ляе мых ком плек сах (техни чес ких, эко но ми че -
ских, со ци аль ных и т. д.). В са мом деле, вве де ние ор га ни за ци он ной 
струк ту ры — это не ко то рые до пол ни тель ные ог ра ни че ния. Тот
факт, что функ ция v ti ( ) вы би ра ет ся из ус ло вия мак си му ма функ -
цио на ла & ( )I vi i , мо жет толь ко сни зить зна че ние мак си му ма функ -
цио на ла &( , , )I u v w . Если вер нуть ся к эко но ми че ской ин тер пре та -
ции, то опи сан ный факт оз на ча ет, что фир ме вы год ней ли шить
пред при ятия пра ва вы би рать функ ции v ti ( ), т. е. пол но стью цен тра -
ли зо вать сис те му.
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Обо зна чим че рез &I op  оп ти маль ное зна че ние функ цио на ла Цен -
тра (фир мы) в ус ло ви ях де цен тра ли за ции, в ус ло ви ях пол ной цен -
тра ли за ции — че рез $I op . Для тех при ме ров, ко то рые рас смот ре ны в
разделах 2 и 3, всег да

D = - ³$I Iop op 0. (4.1)

Ве ли чи ну D мож но при нять в ка че ст ве «цены» де цен тра ли за ции.
Если D > 0, то де цен тра ли за ция не вы год на.

В рас смот рен ных слу ча ях всег да D ³ 0. И тем не ме нее в ре аль -
ных сис те мах струк ту ра управ ле ния но сит всег да ие рар хи че ский ха -
рак тер. Сле до ва тель но, мо де ли 2 и 3 не со дер жат ар гу мен тов, объ яс -
няю щих не об хо ди мость ие рар хии в про це ду рах при ня тия ре ше ний.

В чем мо жет быть смысл этих ар гу мен тов? Ав то ру ка жет ся, что
глав ным мо ти вом яв ля ет ся сле дую щий факт. Пред при ятие мо жет
рас по ла гать ин фор ма ци ей, ко то рая либо прин ци пи аль но не дос туп -
на Цен тру (ру ко во дству фир мы), либо при хо дит с за паз ды ва ни ем,
либо ее цен тра ли зо ван ная об ра бот ка сто ит очень до ро го. Имен но
по этому фир ме мо жет ока зать ся вы год ным пе ре дать часть сво их
прав пред при ятию, т. е. раз ре шить ему стре мить ся к дос ти же нию
сво их соб ст вен ных це лей.

2. Пре ж де чем пе ре хо дить к фор ма ли за ции это го фак та, рас -
смот рим один при мер.

Пред по ло жим, что эво лю ция управ ляе мой сис те мы опи сы ва ет -
ся урав не ни ем

& ( , , , )x f x u t= x , (4.2)

где х — фа зо вая пе ре мен ная, и — управ ле ние, x — не ко то рый па ра -
метр или функ ция, ко то рая за ра нее не из вест на. Ап ри ор ная ин фор -
ма ция о функ ции x та ко ва:

x x( )t GÎ , (4.3)

где G x  — не ко то рое мно же ст во.
Управ ле ние u t G u( ) Î  вы би ра ет ся из ус ло вия

& max ( )*I I u
u

= . (4.4)
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Най дем га ран ти ро ван ный резуль тат в ус ло ви ях ин фор ми ро ван -
но сти (4.3). Пред по ло жим, что вы бра но не ко то рое управ ле ние 
u u t= $ ( ). То гда зна че ние функ цио на ла оп ре де ля ет ся не толь ко
управ ле ни ем $u, но и функ ци ей x( )t : I I u= ( $, )x . В этих ус ло ви ях га -
ран ти ро ван ный резуль тат $( $)I u  будет 

I u I u
G

( $) min ( $, )=
Îx x

x .

И, сле до ва тель но, вы би рая управ ле ние $( )u t  из ус ло вия (4.4), мож но
га ран ти ро вать сле дую щий резуль тат, ко то рый обо зна чим $ *I :

$ max min ( , )*I I u
u G Gu

=
Î Îx x

x . (4.5)

Пред по ло жим те перь, что кро ме ап ри ор ной ин фор ма ции (4.3) мы
зна ем за ра нее, что в ка ж дый мо мент вре ме ни нам бу дет из вест но
зна че ние па ра мет ра x.

Как ис поль зо вать эту до пол ни тель ную ин фор ма цию?
В этом слу чае, оче вид но, управ ле ние сле ду ет ис кать в виде 

u u t= ( , )x . То гда, если бу дем сле до вать ус ло вию (4.4), то най дем
зна че ние функ цио на ла I * , ко то рое бу дет за ви сеть от x:

I I u
u G u

* ( ) max ( , )x x=
Î

.

Сле до ва тель но, резуль тат (до ход), ко то рый мож но га ран ти ро вать в
этом слу чае, бу дет

I I u
G u G u

* min max ( , )=
Î Îx x

x .

Но со глас но тео ре ме о ми ни мак се

$ * *I I£ . (4.6)

Этот резуль тат со вер шен но три виа лен. Он оз на ча ет, что если пра -
виль но ис поль зо вать ин фор ма цию, ко то рой бу дем рас по ла гать, то
резуль тат всег да ока жет ся луч ше (или во вся ком слу чае не хуже).

Этот при мер и дает ключ к по строе нию ма те ма ти че ской тео рии 
ие рар хи че ских сис тем и ко ли че ст вен ной оцен ке ка че ст ва ие рар хи -
че ской струк ту ры.
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При ме ча ния. 1. Все, что ска за но в этом пунк те, мо жет быть
ран до ми зи ро ва но и пе ре пи са но с по мо щью язы ка тео рии
ве ро ят но стей.

2. Рас су ж де ния в дан ном при ме ре мо гут быть лег ко рас про стра -
не ны на бо лее об щие слу чаи ин фор ми ро ван но сти. На при мер, вме -
сто ги по те зы о том, что в ка ж дый мо мент вре ме ни бу дет из вест но
зна че ние па ра мет ра x, ин те рес но и важ но рас смот реть ги по те зу о
том, что в ка ж дый мо мент бу дет из вест но, что

x x xÎ ÌG Gt . (4.7)

3. По сле этих за ме ча ний вер нем ся к об су ж де нию мо де ли ие рар -
хи че ской сис те мы, ко то рая яв ля ет ся обоб ще ни ем мо де ли пре ды ду -
ще го раз де ла.

Ди на ми че ский про цесс опи сы ва ет ся сле дую щей сис те мой
урав не ний:

x f x u v t ti i i i i i
0 = ( , , , ( ), )x ,  i N=1, ,K . (4.8)

Все обо зна че ния, при ня тые в урав не нии (4.8), сов па да ют с обо зна -
че ния ми пре ды ду ще го раз де ла. Для того что бы при дать эко но ми че -
ский смысл на шим рас су ж де ни ям, урав не ние (4.8) бу дем на зы вать
про из вод ст вен ным про цес сом пред при ятия i.

Но вым в урав не нии (4.8) по срав не нию с урав не ни ем (3.1) яв -
ля ет ся при сут ст вие функ ции xi t( ). Ап рио ри из вест но, что

x xi t G
i

( ) Î . (4.9)

Бу дем счи тать, что эта и толь ко эта ин фор ма ция дос туп на Цен тру
(фир ме). В про цес се про из вод ст ва эта ве ли чи на (со стоя ние обо ру -
до ва ния, ка че ст во ма те риа ла, про из во ди тель ность тру да и т. д.) ста -
но вит ся из вест ной пред при ятию.

Со хра ним ги по те зу о по ве де нии пред при ятия. Бу дем счи тать,
что оно стре мит ся мак си ми зи ро вать функ цио нал (3.4). Со хра ним
так же ги по те зу о его ин фор ми ро ван но сти. Центр де ла ет пер вый
ход, со об щая пред при ятию ве ли чи ну эк зо ген но го ре сур са u ti ( ) и
функ цию по ощ ре ния w xi i( ). По лу чив эту ин фор ма цию, пред при -
ятие мо жет реа ли зо вать акт со став ле ния пла на. Но (и это очень
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су ще ст вен но) этот план дол жен иметь ха рак тер син те за. Управ ляю -
щие воз дей ст вия v i , ко то рые на хо дят ся в рас по ря же нии пред при -
ятия, ра зы ски ва ют ся в фор ме

v v u w ti i i i i= ( , , , )x . (4.10)

Сле до ва тель но, и тра ек то рия x i  бу дет функ ци ей от этих па ра мет ров:

x x t u wi i i i i= ( , , , )x . (4.11)

Зна чит, функ цио нал (3.6), ха рак те ри зую щий ин те ре сы Цен тра,
так же мож но пред ста вить в ана ло гич ной фор ме:

I I x t u w x t u w u u w wN N N N N= ( ( , , , ), , ( , , , ), , , , , ,1 1 1 1 1 1x xK K K N uG, ),

(4.12)

Мак си ми зи руя вы ра же ние (4.12), по лу ча ем управ ляю щие воз дей ст -
вия Цен тра так же в фор ме син те за:

u u ti i i N= ( , , , )x xK ,

w w t xi i i i N= ( , , , , )x xK , (4.13)

G G tu u i N= ( , , , )x xK .

По сколь ку xi  — ап рио ри не из вест ные фак то ры, то про бле ма ап ри ор -
ной оцен ки ка че ст ва функ цио ни ро ва ния дан ной ие рар хи че ской сис -
те мы тре бу ет еще до пол ни тель но го об су ж де ния. За ме тим, что ап ри ор -
ная оцен ка — это ос нов ной резуль тат раз ви вае мой тео рии. Уме ние ее
вы чис лить по зво ля ет срав ни вать раз лич ные ва ри ан ты ие рар хи че ской
ор га ни за ции, соз да вае мые для ре ше ния од ной и той же за да чи.

Для по строе ния та кой оцен ки ав то ру ка жет ся ес те ст вен ным ис -
поль зо вать прин цип га ран ти ро ван но го ре зуль та та. Если в од них и тех
же ус ло ви ях га ран ти ро ван ный резуль тат сис те мы А боль ше га ран ти ро -
ван но го ре зуль та та сис те мы В, то сле ду ет пред по честь сис те му А.

Из про цес са по строе ния ре ше ния (4.13) сле ду ет, что га ран ти ро -
ван ным резуль татом бу дет чис ло, вы чис лен ное по сле дую ще му
пра ви лу:
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I I x t u w x t
i i i i uG u w G

N N
*

, ,
min max ( ( , , , ), , ( , ,=

Îx x

x x1 1 1 1 K u wN N, ),

u u w w GN N u1 1, , , , , , )K K .
(4.14)

4. Рас смот рим те перь тот слу чай, ко гда управ ле ние ди на ми че -
ской сис те мой (4.8) осу ще ст в ля ет ся из еди но го Цен тра. Это оз на -
ча ет, что все функ ции — не толь ко u i , w i , G u , но и v i  — на хо дят ся в 
рас по ря же нии Цен тра и вы би ра ют ся из ус ло вия мак си му ма функ -
цио на ла (3.6).

За ме тим пре ж де все го, что струк ту ра ог ра ни че ний G u  пе ре ста ет
быть управ ляю щим воз дей ст ви ем. В ин те ре сах Цен тра (фир мы)
пре дель но ос ла бить лю бые ог ра ни че ния на вы бор управ ляю щих
воз дей ст вий. Да лее, о па ра мет рах xi  из вест на ап ри ор ная ин фор ма -
ция (4.9) и ни ка кой дру гой ин фор ма ции Центр иметь не бу дет.
Сле до ва тель но, га ран ти ро ван ный резуль тат функ цио ни ро ва ния
сис те мы в ус ло ви ях пол ной цен тра ли за ции бу дет сле дую щим:

$ max min ( , , , , , , , , )
, , ,

I I x x u u w w
u v w G

N N N
i i

=
Îx x

1 1 1K K K . (4.15)

Срав ни вая $I  и I * , мож но оце нить ка че ст во вве ден ной струк ту ры.
Если D = - >$ *I I 0, то вве де ние ие рар хии в сис те ме управ ле ния

ухуд ша ет ка че ст во ра бо ты сис те мы. Если D < 0, то вве де ние ие рар -
хи че ской струк ту ры де ла ет эко но ми че ский ме ха низм бо лее
эф фек тив ным.

5. За клю чи тель ные за ме ча ния
1. Ав то ром из ла га ет ся не ко то рая об щая схе ма ана ли за и оцен ки эф -
фек тив но сти ие рар хи че ской струк ту ры в управ ляе мой сис те ме —
имен но схе ма. Сами мо де ли были пре дель но уп ро ще ны. Это уп ро -
ще ние от но сит ся пре ж де все го к чис лу сту пе ней ие рар хи че ской ле -
ст ни цы. Са мая про стая мо дель го су дар ст вен но го управ ле ния тре бу ет 
как ми ни мум три уров ня при ня тия ре ше ний. Кро ме того, не рас -
смат ри ва лись го ри зон таль ные свя зи ме ж ду пред при ятия ми, ко то рые
мо гут так же явить ся ис точ ни ком кон флик та и тре бу ют фор му ли ров -
ки со от вет ст вую щих ги по тез. Но из ло жен ная схе ма по зво ля ет най ти
ра цио наль ные пути ис сле до ва ния и в бо лее об щих слу ча ях.

Ис сле до ва ние ие рар хи че ских струк тур се го дня пред став ля ет ся
нам од ним из важ ней ших на прав ле ний при клад ной ма те ма ти ки,
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тео рии управ ле ния и эко но ми ки. Раз ви тие про из во ди тель ных сил,
ус лож не ние тех но ло гий и все воз рас таю щая роль пла но во го, не ры -
ноч но го, на ча ла в рас пре де ле нии при во дят к тен ден ции уси ле ния
роли цен тра ли зо ван но го управ ле ния. Од на ко, как было вид но,
име ет смысл го во рить о ра цио наль ной (а в ряде слу ча ев и оп ти -
маль ной) мере цен тра ли за ции и де цен тра ли за ции.

Этот оп ти маль ный уро вень де цен тра ли за ции в при ня тии ре ше -
ний за ви сит от мно гих при чин, в ча ст но сти от тех но ло гии об ра бот -
ки дан ных и пе ре да чи ин фор ма ции. По мере со вер шен ст во ва ния
этой тех но ло гии уро вень цен тра ли за ции бу дет воз рас тать.

В со циа ли сти че ских стра нах с их пла но вой цен тра ли зо ван ной
эко но ми кой эко но ми че ские ме ха низ мы, об ла даю щие ие рар хи че -
ской ор га ни за ци ей, име ют очень важ ное зна че ние. Воз дей ст вуя
над ле жа щим об ра зом на це ле вые функ ции ниж них уров ней, верх -
ние уров ни мо гут обес пе чить вы пол не ние не об хо ди мых пла но вых
по ка за те лей, ко то рые воз ни ка ют при реа ли за ции про грамм но го ме -
то да управ ле ния.

2. Од ним из са мых труд ных во про сов об су ж дае мой тео рии яв -
ля ет ся во прос о це ле вых функ ци ях под сис тем. Ко неч но, в про стей -
ших схе мах их мож но ото жде ст в лять с до хо дом и с по мо щью функ -
ций штра фов и по ощ ре ний ока зы вать влия ние на их фор ми ро ва -
ние. Од на ко было бы за блу ж де ни ем ду мать, что все сво дит ся к
фак то рам чис то эко но ми че ским. В ко неч ном сче те ка ж дый из ор -
га низ мов, сле дуя Эшби, стре мит ся быть внут ри не ко то рой об лас ти
го мео ста зи са, ко то рая оп ре де ля ет ся не толь ко эко но ми че ски ми
фак то ра ми, но и пре сти жем, ощу ще ни ем са мо стоя тель но сти (тру -
до вой ком форт), юри ди че ски ми нор ма ми и т. д.

3. Мы ви де ли, что ана лиз даже про стей ших за дач тео рии ие рар хи -
че ских сис тем при во дит к очень гро мозд ким вы чис ли тель ным за да чам. 
Ав тор не ду ма ет, что мож но (во вся ком слу чае в бли жай шие годы)
ждать по яв ле ния дос та точ но об щих и эф фек тив ных вы чис ли тель ных
ме то дов. Кро ме того, надо счи тать ся с тем оче вид ным фак том, что в
ре аль ных сис те мах верх ние уров ни да ле ко не всег да бу дут знать дос та -
точ но хо ро шо це ле вые функ ции сво их под сис тем (звень ев).

Вот по че му ав тор счи та ет, что ус пех прак ти че ско го при ме не ния 
из ло жен ных идей бу дет за ви сеть пре ж де все го от того, как мы нау -
чим ся стро ить сис те мы, ими ти рую щие функ цио ни ро ва ние ре аль -
ных ие рар хи че ских струк тур, и ор га ни зо вы вать про цеду ры диа ло га
че ло век —  ма ши на.
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Ими та ци он ные мо де ли

Чарльз Пер си Сноу в ста тье «Две куль туры», опуб ли ко ван ной в
еже год ни ке «Нау ка и че ло ве че ст во. 1970», пи шет о той про пас ти,
ко то рая об ра зо ва лась ме ж ду ес те ст вен ны ми нау ка ми, с од ной сто -
ро ны, и нау ка ми гу ма ни тар ны ми — с дру гой. Эта про пасть про дол -
жа ет рас ши рять ся, и обе груп пы ин тел ли ген ции, раз де лен ные ею,
те ря ют по сте пен но не толь ко об щий язык: у них воз ни ка ет раз ное
по ни ма ние од них и тех же ве щей, раз ные ин те ре сы и как след ст -
вие — ис че за ет вза им ное об ще ние. Ав тор счи та ет, что соз дав шая ся
си туа ция опас на для че ло ве че ской ци ви ли за ции, ве дет к ее рас па -
де нию на две вет ви, и ви дит глав ную при чи ну это го в не дос тат ках
сис те мы об ра зо ва ния в наи бо лее раз ви тых стра нах.

Ч.П. Сноу срав ни ва ет сис те мы об ра зо ва ния, при ня тые в США,
Анг лии и СССР, от ме ча ет пре иму ще ст во со вет ской сис те мы под го -
тов ки спе циа ли стов и ха рак тер взаи мо по ни ма ния ста вит в пря мую
за ви си мость от струк ту ры об ра зо ва ния.

Ч.П. Сноу — бле стя щий пи са тель и пер во класс ный фи зик. Он
зна ет обе сто ро ны про пас ти. Он свой сре ди ес те ст вен ни ков и ли те -
ра то ров. Ему дано тон ко чув ст во вать уст рем ле ния и взгля ды обе их
групп ин тел ли ген ции. Его вы ска зы ва ния впол не ком пе тент ны и
убе ди тель ны.

Прав да, они не сколь ко ка те го рич ны и из лиш не аб со лю ти зи ро -
ва ны. Общ ность мар кси ст ской идео ло гии, на при мер, объ е ди ня ет
лю дей не за ви си мо от их про фес сии и, ра зу ме ет ся, слу жит на деж -
ным це мен том со вет ско го об ще ст ва. Тем не ме нее и у нас про ис хо -
дит из вест ное ра зоб ще ние от дель ных групп ин тел ли ген ции по про -
фес сио наль но му при зна ку, но мне ка жет ся, что не дос тат ки об ра зо -
ва ния — не толь ко не един ст вен ная, но и не глав ная при чи на того
яв ле ния, ко то ро му по свя тил свою ста тью Ч.П. Сноу.

Я ду маю, что этот про цесс ра зоб ще ния в из вест ной сте пе ни за -
ко но мер ный и объ ек тив ный. Он, ко неч но, за ви сит от со дер жа ния
и сис те мы вос пи та ния, и об ра зо ва ния, но мне ка жет ся, что он
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оп ре де ля ет ся пре ж де все го уров нем раз ви тия про из во ди тель ных
сил. Он про ис хо дит, хоть и в раз ной сте пе ни, во всех раз ви тых
стра нах. Но спе циа ли за ция и, как след ст вие ее, про цесс ра зоб ще -
ния — это лишь одна из сто рон слож ной диа лек ти че ской свя зан но -
сти, диф фе рен циа ции и син те за че ло ве че ских зна ний, не из беж ная,
но не тра ги че ская. Об этом и бу дет идти речь.

Ог ром ный рост об ще го объ е ма зна ний, с ко то рым опе ри ру ет
че ло ве че ст во, тре бу ет все боль шей и боль шей ло ка ли за ции ин те ре -
сов спе циа ли стов. Уни вер са лы по сте пен но ис че за ют.

Про ис хо дит не пре рыв ное де ле ние по то ка об ще че ло ве че ских
зна ний на от дель ные про то ки и ру чей ки, ко то рые в свою оче редь
пре вра ща ют ся в мощ ные реки. У раз лич ных групп ин тел ли ген ции
воз ни ка ют раз лич ные ин те ре сы, ма ло по нят ные дру гим. Не толь ко
ес те ст вен ни ки на чи на ют пло хо по ни мать про фес сио наль ный язык
гу ма ни та ри ев, но и сами ес те ст вен ни ки на чи на ют все хуже и хуже
по ни мать друг дру га. Уже се го дня даже ма те ма ти ки раз ных спе ци -
аль но стей не всег да мо гут объ яс нить друг дру гу смысл и зна че ние
сво их ис сле до ва ний. Об этом еще 50 лет тому на зад с тре во гой го -
во рил круп ней ший не мец кий ма те ма тик Да вид Гиль берт, ко то рый
опа сал ся, что, рас те ка ясь, по ток че ло ве че ских зна ний по те ря ет
силы и ис сяк нет.

Обо соб ле ние ин те ре сов, мо жет быть, за мет нее ме ж ду гу ма ни та -
рия ми и ес те ст вен ни ка ми, но это лишь одно из про яв ле ний об ще го 
про цес са рос та и диф фе рен циа ции че ло ве че ских зна ний.

Опа се ния Гиль бер та и Сноу мож но по нять, но мне ка жет ся, что 
они не сколь ко пре уве ли че ны. В са мом деле, на ря ду с про цес сом
раз де ле ния про ис хо дит и об рат ный про цесс не пре рыв но го син те за
идей и зна ний, на ко п лен ных в раз ных на уч ных дис ци п ли нах.
Имен но на сты ке раз ных на уч ных «ци ви ли за ций» по яв ля ют ся наи -
бо лее зна чи тель ные но вые ис сле до ва ния. Хи ми че ская фи зи ка, фи -
зи че ская хи мия, мо ле ку ляр ная био ло гия — все это при ме ры син те -
за раз лич ных на уч ных школ и кон цеп ций, при ме ры, де мон ст ри -
рую щие диа лек ти че ское един ст во про цес сов диф фе рен циа ции и
син те за че ло ве че ских зна ний.

По доб ный про цесс на чал ся и в об ще ст вен ных нау ках. Ма те ма ти -
ка, на при мер, на чи на ет ис поль зо вать ся в эко но ми ке, со цио ло гии,
лин гвис ти ке и т. д. Я ду маю, что в бли жай шем бу ду щем поя вит ся
еще це лый ряд но вых на уч ных дис ци п лин, объ е ди няю щих гу ма ни -
тар ное и ес те ст вен но на уч ное мыш ле ние, тре бую щих со вме ст ных
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уси лий спе циа ли стов в об лас ти об ще ст вен ных наук, ма те ма ти ков,
фи зи ков и ин же не ров. Ре шаю щую роль в этом про цес се при зва ны
сыг рать элек трон ные вы чис ли тель ные ма ши ны.

Пре ж де чем пе ре хо дить к об су ж де нию это го те зи са, сде ла ем не -
боль шой экс курс в ис то рию элек трон ной вы чис ли тель ной тех ни ки. 
Это не об хо ди мо нам, что бы объ яс нить не ко то рые осо бен но сти се -
го дняш не го пе рио да ее раз ви тия.

Пер вые элек трон ные вы чис ли тель ные ма ши ны (ЭВМ), ко то рые 
на ча ли ис поль зо вать ся в прак ти че ской дея тель но сти че ло ве ка,
были вве де ны в строй на гра ни 1940–1950-х го дов. В СССР это
была ма ши на «Стре ла» и зна ме ни тая БЭСМ-1, по ло жив шая на ча ло 
се рии БЭСМ. Эти ЭВМ при ня то на зы вать ма ши на ми пер во го по -
ко ле ния. Гро мозд кие и не на деж ные лам по вые уст рой ст ва тем не
ме нее об ла да ли весь ма хо ро ши ми ариф ме ти че ски ми воз мож но стя -
ми, по зво ляя про из во дить ариф ме ти че ские дей ст вия в не сколь ко
ты сяч раз бы ст рее че ло ве ка. Это го ока за лось дос та точ ным, что бы
про во дить рас че ты ин же нер ных и фи зи че ских за дач та ко го объ е ма,
ко то рый рань ше ка зал ся фан та сти че ским.

Роль этих ЭВМ труд но пе ре оце нить. Вряд ли без них был бы
воз мо жен в 1950-е годы тот про гресс в фи зи ке, в соз да нии ра кет и
в дру гих об лас тях нау ки и тех ни ки, ко то рый мы на блю да ли.

Та ким об ра зом, ЭВМ пер во го по ко ле ния сыг ра ли ре во лю цио -
ни зи рую щую роль в тех но ло гии ин же нер ных рас че тов и ис сле до ва -
ний в фи зи ке. Од на ко эти ЭВМ ока за лись поч ти бес по лез ны ми
при ре ше нии эко но ми че ских за дач. Осо бен ность по след них со сто -
ит в том, что их ре ше ние тре бу ет пе ре ра бот ки боль ших мас си вов
ин фор ма ции. ЭВМ пер во го по ко ле ния об ла да ли очень не боль шой
па мя тью, по ряд ка не сколь ких ты сяч слов. Это го было явно не дос -
та точ но. Воз мож но сти ЭВМ пер во го по ко ле ния ока за лись изу чен -
ны ми (и ис чер пан ны ми) за 4–5 лет.

В кон це 1950-х го дов на ча ли соз да вать ся ЭВМ вто ро го по ко ле -
ния. С точ ки зре ния ин же не ра-экс плуа та ци он ни ка их ос нов ное
от ли чие — за ме на ламп тран зи сто ра ми и прак ти че ски пол ная на -
деж ность. Од на ко с точ ки зре ния поль зо ва те ля глав ное со стоя ло
не в этом.

Зна чи тель ное рас ши ре ние па мя ти от кры ло воз мож ность ши ро -
ко го ис поль зо ва ния ЭВМ в эко но ми ке. Сле дую щие 10 лет про шли
под зна ком ус ко ряю ще го ся вне дре ния этой тех ни ки в эко но ми ку и
управ ле ние про из вод ст вом. Ока за лось, что ис поль зо ва ние ЭВМ
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дает ог ром ный эко но ми че ский эф фект. Центр тя же сти ис поль зо ва -
ния ЭВМ за эти 10 лет пе ре мес тил ся из об лас ти на уч ных ис сле до -
ва ний в сфе ру про из вод ст вен ной дея тель но сти че ло ве ка (око ло
80% ма шин в раз ных стра нах за ня ты в эко но ми ке и управ ле нии).

ЭВМ вто ро го по ко ле ния об ла да ли еще од ной важ ной осо бен но -
стью. Зна чи тель но воз рос ло их бы ст ро дей ст вие. Так, на при мер.
БЭСМ-6, клас си че ская ма ши на вто ро го по ко ле ния, мо жет про из -
во дить мил ли он опе ра ций в се кун ду. Та ким об ра зом, мощ ность
БЭСМ-6 при мер но во столь ко же раз пре вос хо дит мощ ность пер -
вых ма шин пер во го по ко ле ния, на сколь ко ЭВМ пер во го по ко ле ния 
пре вос хо ди ли че ло ве ка (2–3 ты ся чи опе ра ций БЭСМ-1 и 2–3 опе -
ра ции в се кун ду, ко то рые спо со бен про из во дить че ло век).

По след нее обстоя тель ство по ста ви ло пе ред ма те ма ти ка ми це -
лый ряд слож ных про блем. Ока за лось, что не так-то про сто пол но -
стью ис поль зо вать их ог ром ную мощ ность. Для того что бы «по ста -
вить за да чу на ма ши ну», ма те ма тик дол жен пе ре пи сать про цеду ру
ее ре ше ния на язы ке, ко то рый по ни ма ет ма ши на, как го во рят, «в
ко дах ма ши ны». Хо ро ший про грам мист мо жет де лать в день око ло
5 ко манд. По это му на от лад ку боль ших за дач, ко то рые ре ша лись на 
ЭВМ пер во го по ко ле ния (на при мер, аэ ро ди на ми че ский рас чет,
свя зан ный со вхо дом тела в ат мо сфе ру) и про грам ма ко то рых име -
ла ты ся чи ко манд, тра ти лись годы кро пот ли во го и из ну ри тель но го
тру да ма те ма ти ка.

И вот ма те ма ти ку с его при выч ной тех ни кой про грам ми ро ва -
ния пре дос тав ля ют воз мож ность ра бо тать на ма ши не в 1000 раз бо -
лее бы ст ро дей ст вую щей. Зна чит, для того что бы ее за гру зить, надо
в 1000 раз боль ше ма те ма ти ков-про грам ми стов. Но это еще не все.
Что бы ис чер пать воз мож но сти ЭВМ, т. е. оп рав дать це ле со об раз -
ность соз да ния но вых ма шин, надо не толь ко уве ли чить ко ли че ст во 
за дач, дос туп ных ЭВМ пер во го по ко ле ния, надо еще нау чить ся ре -
шать ка че ст вен но бо лее труд ные за да чи. ЭВМ вто ро го по ко ле ния
мо жет ре шать за да чи, со дер жа щие сот ни ты сяч ко манд. Но при
ста рой тех но ло гии со став ле ние ка ж дой та кой про грам мы по тре бу ет 
со тен лет.

Ком мен та рии из лиш ни! Пе ред ма те ма ти ка ми 1960-х го дов ста ла 
ди лем ма: либо при знать не спо соб ность ис поль зо вать пол но стью
все воз мож но сти ЭВМ вто ро го по ко ле ния, либо... Либо соз дать ка -
че ст вен но иную сис те му об ще ния че ло век — ма ши на. Ра зу ме ет ся,
ис то рия по шла по вто ро му пути. Были соз да ны ал го рит ми че ские
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язы ки, по зво лив шие ка че ст вен но по-ино му транс ли ро вать вы чис -
ли тель ные про цеду ры с че ло ве че ско го язы ка на ма шин ный. Гру бо
го во ря, ма те ма ти ки нау чи лись пе ре кла ды вать тя жесть про грам ми -
ро ва ния со сво их плеч на ма шин ные.

Для того что бы пол но стью изу чить все воз мож но сти ЭВМ вто -
ро го по ко ле ния и нау чить ся их ис поль зо вать, че ло ве ку по тре бо ва -
лось око ло 12 лет.

Как ни ве ли ко было зна че ние ЭВМ вто ро го по ко ле ния, од на ко
на стоя щая ре во лю ция в ме то дах на уч но го ана ли за, как мне ка жет -
ся, бу дет свя за на с ос вое ни ем ма шин третье го по ко ле ния, ко то рые
на ча ли соз да вать ся в кон це 1960-х го дов.

Чем су ще ст вен ным эти ЭВМ от ли ча ют ся от ма шин вто ро го по -
ко ле ния? Если спро сить ин же не ра — спе циа ли ста по ЭВМ, то он,
ве ро ят но, от ве тит так: ЭВМ третье го по ко ле ния — это вы чис ли -
тель ные сис те мы, ос но ван ные на ин те граль ных схе мах. Дей ст ви -
тель но, пе ре ход на ин те граль ные схе мы, ко то рые по зво ли ли за ме -
нить це лые бло ки ма шин од ним «эле мен том», — это важ ный этап
тех но ло ги че ском эво лю ции ЭВМ. Он по зво ля ет пе рей ти, в ча ст но -
сти, к по точ ной сбор ке ЭВМ, мно го крат но уве ли чи ва ет на деж ность 
и ве дет к уде шев ле нию ЭВМ в пер спек ти ве на 2–3 по ряд ка. Но с
точ ки зре ния поль зо ва те ля важ ны дру гие ха рак те ри сти ки. Пре ж де
все го тра ди ци он ные — бы ст ро дей ст вие и па мять.

Бы ст ро дей ст вие. Здесь не про изош ло того ка че ст вен но го
скач ка, ко то рый был ме ж ду ма ши на ми пер во го и вто ро го по ко -
ле ний. Са мые мощ ные сис те мы третье го по ко ле ния име ют бы ст -
ро дей ст вие по ряд ка де ся ти мил лио нов опе ра ций в се кун ду, т. е.
они мощ нее, чем БЭСМ-6, не бо лее чем в 10 раз. По это му не
рост бы ст ро дей ст вия, как он ни ва жен, оп ре де ля ет се го дня зна -
че ние этих ЭВМ.

Па мять. Соз да ние дис ко вых но си те лей с очень вы со кой ско ро -
стью по ис ка и счи ты ва ния нуж ной ин фор ма ции, по зво ляю щей к
тому же прак ти че ски не ог ра ни чен но на ра щи вать объ ем па мя -
ти, — это зна чи тель но бо лее важ ная для нас ха рак те ри сти ка.

Уже се го дня объ ем па мя ти ка ж дой из дей ст вую щих сис тем
третье го по ко ле ния по зво ля ет иметь в сво ем рас по ря же нии ин фор -
ма цию, ко то рой рас по ла га ет пуб лич ная биб лио те ка сред них раз ме -
ров. При чем по иск не об хо ди мой ин фор ма ции, нуж ной ци та ты,
циф ры и т. д. за ни ма ет не из ме ри мо мень ше вре ме ни, чем тре бу ет ся 
са мой ква ли фи ци ро ван ной, на ла жен ной биб лио те ке.
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Этот факт бу дет иметь раз но об раз ные по след ст вия. Возь мем
лишь одно из них — по ста нов ку ар хив но го дела. Пе ре пи сы вая до -
ку мен ты на маг нит ные но си те ли или сра зу ведя за пись на спе ци -
аль ных уст рой ст вах типа пер фо ри ро ван ных или маг нит ных лент,
мы бу дем иметь ар хи вы, где «мгно вен но» мож но оты скать лю бой
до ку мент, по лу чить лю бую справ ку. Ка че ст вен но из ме нит ся ха рак -
тер тру да мно гих спе циа ли стов, свя зан ных с по ис ком и ана ли зом
до ку мен тов, пре ж де все го ис то ри ков, изу чаю щих ар хи вы. Они бу -
дут ос во бо ж де ны от тя же лой техни чес кой ра бо ты. Их ос нов ная за -
да ча в бу ду щем — ста вить во про сы по ис ко вой сис те ме. Труд ста нет 
зна чи тель но бо лее твор че ским. Я ду маю, что уже в те ку щем де ся -
ти ле тии мы ока жем ся сви де те ля ми по все ме ст но го пе ре хо да к но -
вым ме то дам хра не ния и из вле че ния не об хо ди мой ин фор ма ции.

Но пе ре чис лен ным не ис чер пы ва ют ся все от ли чия ЭВМ
третье го по ко ле ния от сво их пред ше ст вен ниц. Эти ма ши ны, как
уже за ме тил чи та тель, при ня то на зы вать сис те ма ми. Это дей ст ви -
тель но сис те мы, в ко то рых цен траль ный про цес сор — ос нов ное
ариф ме ти че ское уст рой ст во, ко то рое, соб ст вен но, и пред на зна че -
но для того что бы про из во дить вы чис ле ния, взаи мо дей ст ву ет с це -
лым ря дом вспо мо га тель ных или, как го во рят, пе ри фе рий ных уст -
ройств. Эти уст рой ст ва, мо жет быть, и со став ля ют ос нов ное, что
вне се но в вы чис ли тель ную тех ни ку вме сте с по яв ле ни ем ЭВМ
третье го по ко ле ния.

Эти пе ри фе рий ные уст рой ст ва вме сте с уве ли чив шей ся про из во -
ди тель но стью и па мя тью пре дель но уп ро ща ют диа лог че ло век — ма -
ши на, по зво ля ют соз да вать че ло ве ко-ма шин ные сис те мы, объ е ди -
няю щие воз мож но сти ЭВМ бы ст ро про из во дить фор маль но-ло ги че -
ские опе ра ции с не фор маль ным мыш ле ни ем и та лан том че ло ве ка.

Что это за уст рой ст ва? Это пре ж де все го раз лич но го рода сис те -
мы ото бра же ния. Если все ре зуль та ты рас че тов, всю ин фор ма цию,
ко то рую соз да ет ЭВМ, пред ста вить в фор ме цифр, то по лу чит ся
таб ли ца, ана ли зи ро вать ко то рую труд но. Нуж но уметь пред став лять 
ин фор ма цию в аг ре ги ро ван ном виде, по зво ляю щем на гляд но уви -
деть тен ден ции изу чае мо го про цес са. Про стей шая сис те ма ото бра -
же ния — это пред став ле ние ин фор ма ции в гра фи че ской фор ме.

Но сис те ма ото бра же ния — это пря мая связь ма ши на — че ло -
век, а со вре мен ные пе ри фе рий ные уст рой ст ва по зво ля ют эф фек -
тив но реа ли зо вать и об рат ную связь че ло век — ма ши на. Один из
при ме ров та ких уст ройств — све то вое перо.
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Пред по ло жим, что ис сле до ва тель, ко то рый изу ча ет не ко то рый
про цесс, хо чет вы яс нить, как влия ют те или дру гие за ви си мо сти на 
его те че ние. И пусть эти за ви си мо сти за да ют ся в гра фи че ском
виде. То гда све то вое перо по зво ля ет вве сти в ЭВМ но вую ин фор -
ма цию, т. е. но вые за ви си мо сти, пря мо «от руки». Ис сле до ва те лю
дос та точ но с по мо щью это го пера на ри со вать но вый гра фик. Сис -
те ма ото бра же ния по зво лит ему сра зу уви деть, как из ме ни лось те -
че ние про цес са вслед ст вие из ме не ния ис ход ной ин фор ма ции, т. е.
струк ту ры ис ход ных за ви си мо стей.

Пе ре чис лен ные тех ни че ские нов ше ст ва и ока жут ре во лю цио ни -
зи рую щее влия ние на эво лю цию тех но ло гии на уч ных ис сле до ва ний.

* * *
По яв ле ние но вых до ро го стоя щих элек трон ных вы чис ли тель ных 

уст ройств ста вит труд ные про бле мы пе ред их соз да те ля ми и уче ны -
ми раз ных спе ци аль но стей. Как нау чить ся их пра виль но ис поль зо -
вать? Как с мак си маль ной пол но той ис поль зо вать их воз мож но сти, 
с наи боль шей эф фек тив но стью за ста вить слу жить эти сис те мы
про грес су че ло ве че ско го об ще ст ва?

Во про сы эти важ ны с раз ных то чек зре ния и пре ж де все го — с эко -
но ми че ской. Вкла ды вая мил ли ар ды в соз да ние элек трон ной вы чис ли -
тель ной тех ни ки, ес те ст вен но ожи дать и со от вет ст вую щей от да чи.

Я не со би ра юсь здесь ана ли зи ро вать эко но ми че скую сто ро ну
во про са, а хочу попы тать ся по ка зать, что ре шать эти про бле мы
пред сто ит имен но уче ным раз ных спе ци аль но стей, в том чис ле и
гу ма ни та ри ям. А для это го сна ча ла не об хо ди мо объ яс нить по ня тие
«мо дель про цес са» и эво лю цию это го по ня тия, ко гда речь ка са ет ся
про цес сов, про ис хо дя щих в че ло ве че ском об ще ст ве.

По ня тие мо де ли воз ник ло в фи зи ке. Уже бо лее 300 лет, на чи ная
со вре мен Нью то на, для опи са ния изу чае мых про цес сов фи зи ки ис -
поль зу ют язык ма те ма ти ки. За ко ны Нью то на были од ной из пер вых
важ ных мо де лей про цес сов, изу чае мых фи зи кой, — мо де лью ме ха ни -
че ско го дви же ния. По мере рас ши ре ния и уг луб ле ния на ших зна ний 
со вер шен ст во ва лись так же и ма те ма ти че ские мо де ли*, ко то рые все с
боль шей точ но стью опи сы ва ли изу чае мые яв ле ния. Поя ви лись мо -
де ли элек тро маг нит но го поля, про цес сов кван то вой ме ха ни ки и т. д. 
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Эти мо де ли ос но вы ва лись на ог ром ном экс пе ри мен таль ном ма те -
риа ле, ко то рый и оп ре де лял их дос то вер ность. В свою оче редь, эти
мо де ли при об ре та ли ог ром ную эв ри сти че скую силу и ста но ви лись
сред ст вом, с по мо щью ко то ро го ус та нав ли ва лись но вые фак ты. От -
кры тие Неп ту на и Плу то на были лишь эпи зо да ми ис то рии раз ви тия
ме то да мо де лей, ко гда но вые фи зи че ские от кры тия были пре под не -
се ны че ло ве че ст ву на кон чи ке пера.

Но наи бо лее яр кой де мон ст ра ци ей тех воз мож но стей, ко то рые
дает ис поль зо ва ние ма те ма ти че ских мо де лей, было ов ла де ние атом -
ной энер ги ей. Вспом ним, что ни ка ко го экс пе ри мен таль но го ма те -
риа ла о ха рак те ре те че ния цеп ной ре ак ции в рас по ря же нии фи зи -
ков до это го еще не было!

Об ласть при ме не ния ме то да фор ма ли зо ван ных мо де лей все вре -
мя рас ши ря лась. Уже во мно гих раз де лах хи мии, био ло гии и дру гих 
ес те ст вен ных наук ши ро ко ис поль зу ют ме то ды ма те ма ти че ско го
опи са ния. В по след ние де ся ти лет ня этот ме тод пе ре шаг нул гра ни цу 
об ще ст вен ных наук. Его «пер вой жерт вой» сде ла лась эко но ми ка.
Спра вед ли во сти ради не об хо ди мо ска зать, что ма те ма ти че ские мо -
де ли в эко но ми ке, той из об ще ст вен ных наук, ко то рая в боль шей
сте пе ни, чем дру гие, ис поль зу ет ко ли че ст вен ные ха рак те ри сти ки,
по яви лись уже дав но. Од на ко дей ст ви тель но ши ро кое ис поль зо ва -
ние мо де лей в эко но ми ке на ча лось толь ко в по сле во ен ный пе ри од, 
ко гда ус пе хи элек трон ной вы чис ли тель ной тех ни ки сде ла ли дос -
туп ным ана лиз дос та точ но слож ных мо де лей.

Ока за лось, что, как пра ви ло, опи са ние об ще ст вен ных про -
цес сов (мо дель об ще ст вен но го про цес са) не замк ну то. В мо де ли
при сут ст ву ют сво бод ные па ра мет ры или функ ции, ко то рые на хо -
дят ся в рас по ря же нии че ло ве ка и мо гут быть вы бра ны (на зна че -
ны) по его же ла нию. Это от ра жа ет тот факт, что про цес сы, про -
те каю щие в об ще ст ве, — управ ляе мые. Рас по ря жа ясь над ле жа -
щим об ра зом ре сур сом, че ло век мо жет в зна чи тель ных пре де лах
вли ять на те че ние эко но ми че ско го, во ен но го, по ли ти че ско -
го — од ним сло вом, ис то ри че ско го про цес са. По это му мо де ли
об ще ст вен ных про цес сов ока за лись на мно го по ряд ков слож нее
тех, ко то рые до сих пор изу ча лись ма те ма ти че ски ми ме то да ми.
Элек трон ная вы чис ли тель ная тех ни ка и яви лась ба зой для по -
строе ния ме то дов их ана ли за. В по сле во ен ное вре мя ши ро кое
рас про стра не ние по лу чи ли идеи оп ти ми за ции — идеи оты ска ния
та ко го ре ше ния, ко то рое было бы наи луч шим в смыс ле того или
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ино го кри те рия. Ока за лось, что це лый ряд эко но ми че ских про -
блем мо жет быть ре шен с по мо щью по доб ных мо де лей. Эти мо -
де ли мы ус ло вим ся на зы вать оп ти ми за ци он ны ми.

Про стей ший при мер оп ти ми за ци он ных мо де лей — мо дель
транс порт ных пе ре во зок. За да ча со сто ит в том, что бы по стро ить
та кой план пе ре во зок ка ко го-ли бо про дук та из баз снаб же ния
(скла дов) по тре би те лям (на при мер, ма га зи нам), что бы за про сы по -
тре би те ля были вы пол не ны, а за тра ты на пе ре воз ку были ми ни -
маль ны. Эта за да ча мо жет быть чет ко сфор му ли ро ва на как ма те ма -
ти че ская за да ча и ре ше на ме то да ми ма те ма ти ки.

Не смот ря на то, что за да ча о пе ре воз ках фор му ли ру ет ся как ма -
те ма ти че ская за да ча, в ней име ет ся один эле мент, ко то рый ка че ст -
вен но от ли ча ет ее от обыч ных за дач ес те ст во зна ния, — кри те рий.
Мы хо тим по де шев ле осу ще ст вить пе ре воз ки. Сло во «хо тим» — это 
не ко то рая «мо дель по ве де ния дей ст вую ще го ли ца». В этой про стой
за да че все очень про сто. Но в слож ных за да чах по нять, чего хо чет
дей ст вую щее лицо, а без это го не воз мож но сфор му ли ро вать за да -
чу, — бы ва ет час то очень труд но. Зна чит, уже в са мом на ча ле ис -
поль зо ва ния ма те ма ти че ских ме то дов при ана ли зе об ще ст вен ных
про цес сов мы стал ки ва ем ся с не об хо ди мо стью объ е ди не ния не фор -
маль но го ана ли за — вы ра бот ки струк ту ры на ших же ла ний (мо дель
по ве де ния) с фор маль ны ми ма те ма ти че ски ми ме то да ми — про цеду -
рой ре ше ния.

К со жа ле нию, ана лиз ре аль ных си туа ций да ле ко не всег да мож -
но све сти к та ким чет ко по став лен ным оп ти ми за ци он ным за да чам, 
как за да ча о по строе нии пла на наи бо лее де ше вых пе ре во зок. В за -
да че мо гут быть раз но го рода не оп ре де лен но сти. Пла ни руя, на при -
мер, пе ре воз ки зер но вых, мы стал ки ва ем ся с не оп ре де лен но стью
при ро ды: мы не зна ем за ра нее дос та точ но точ но по год ных ус ло вий, 
а они бу дут вли ять на сро ки со зре ва ния и, сле до ва тель но, вы пол не -
ние пла на. Пла ны ме ж ду на род ной тор гов ли су ще ст вен но за ви сят от 
не из вест ных пол но стью дей ст вий на ших кон ку рен тов. На ко нец,
очень час то бы ва ет труд но и не воз мож но сфор му ли ро вать кри те -
рий, оха рак те ри зо вать резуль тат опе ра ции од ним по ка за те лем из-за 
не оп ре де лен но сти же ла ний.

Объ ек тив ная ре аль ность со сто ит в том, что обыч но нам при хо -
дит ся при ни мать ре ше ния в ус ло ви ях не оп ре де лен но сти. Для ре ше -
ния по доб ных за дач уже не го дят ся оп ти ми за ци он ные мо де ли. Для
их ис сле до ва ния раз ра бо та ны спе ци аль ные под хо ды и спе ци аль ные 
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мо де ли, ко то рые при ня то на зы вать кон фликт ны ми или иг ро вы ми
мо де ля ми.

Оп ти ми за ци он ные и иг ро вые мо де ли се го дня уже проч но во -
шли в ар се нал средств изу че ния про цес сов в эко но ми че ской и во -
ен ной сфе рах. Они ста но вят ся ос но вой со вре мен но го пла ни ро ва -
ния и про гно зи ро ва ния.

Не смот ря на то что по доб ные мо де ли уже на ча ли ши ро ко ис -
поль зо вать ся и ни кто из прак ти ков не ста вит под со мне ние их эв -
ри сти че скую цен ность, они сами ста вят пе ред спе циа ли ста ми в об -
лас ти об ще ст вен ных наук це лый ряд гно сео ло ги че ских про блем,
ана ло гич ных тем, ко то рые воз ник ли в кон це XIX в. в фи зи ке и по -
слу жи ли ис точ ни ком аг но сти циз ма. Про бле ма ана ли за мо де лей об -
ще ст вен ных про цес сов с по зи ций тео рии по зна ния, ве ро ят но, в
бли жай шие годы при вле чет к себе вни ма ние фи ло со фов, как это
слу чи лось в свое вре мя с про бле ма ми фи зи ки.

* * *
Мо де ли, о ко то рых шла речь, при год ны для ана ли за лишь от но -

си тель но наи бо лее про стых яв ле ний. Се го дня мы, ма те ма ти ки, ко -
то рых час то об ви ня ют в том, что они стре мят ся все и вся ма те ма -
ти зи ро вать, от лич но по ни ма ем, что лишь не боль шая часть про -
блем, стоя щих пе ред че ло ве че ст вом, под да ет ся ма те ма ти че ской
фор ма ли за ции и опи са нию на язы ке ма те ма ти ки. И это не след ст -
вие сла бо сти ма те ма ти ки. Эта си туа ция от ра жа ет тот факт, что че -
ло век при об ре та ет уве рен ность в ис тин но сти ка ко го-ли бо обстоя -
тель ства не толь ко с по мо щью чис то ло ги че ских про цеду р. Ас со -
циа ция, ин туи ция, эмо цио наль ное вос при ятие и т. д. яв ля ют ся
столь же за кон ны ми спо со ба ми по зна ния, как и чис то ло ги че ские
про цеду ры. По след ние име ют лишь одно пре иму ще ст во — они мо -
гут быть лег ко реа ли зо ва ны на ЭВМ. Ма ши на, к со жа ле нию, не
мо жет мыс лить не фор маль но.

По это му даль ней шее со вер шен ст во ва ние ме то дов на уч но го ана -
ли за в об ще ст вен ных нау ках долж но ос но вы вать ся не на стрем ле нии 
к сто про цент ной ма те ма ти за ции этих дис ци п лин, а к ес те ст вен но му
объ е ди не нию воз мож но стей ЭВМ, ко то рая де ла ет ло ги че ские опе ра -
ции в мил лио ны раз бы ст рее и луч ше че ло ве ка, с че ло ве че ским
твор че ст вом, со спо соб но стью че ло ве ка мыс лить не фор маль ны ми
ка те го рия ми.
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Этот аль янс уже про ис хо дит. Оце нить его пер спек ти вы, най ти
пра виль ные пути его реа ли за ции — это се го дня одна из важ ней -
ших за дач боль шой нау ки. Реа ли за ция это го аль ян са и при ве дет, с 
моей точ ки зре ния, к по яв ле нию но вых на уч ных на прав ле ний, ко -
то рые по тре бу ют син те за гу ма ни тар ной и ес те ст вен но на уч ной
«ци ви ли за ций».

Тех ни че скую базу раз ви тия со от вет ст вую щих ме то дов ис сле до -
ва ния я вижу в соз да нии че ло ве ко-ма шин ных сис тем. В их ос но ве 
ле жит воз мож ность об ра бот ки и пе ре ра бот ки мне ний экс пер -
тов — спе циа ли стов в раз ных об лас тях нау ки, воз мож ность дос та -
точ но бы ст рой про вер ки след ст вий тех ре ше ний, ко то рые они
при ни ма ют, воз мож ность ор га ни за ции про цес са обу че ния (тре -
нин га) и т. д.

По су ще ст ву, все эти эле мен ты уже при сут ст ву ют в со вре мен -
ных ме то дах ор га ни за ции слож ных экс пер тиз. За по след ние 10–15 
лет соз да на весь ма эф фек тив ная тех но ло гия по лу че ния экс перт -
ных оце нок и про гно зов. В ос но ве этой тех но ло гии ле жит идея
рас чле не ния боль шого, труд но го во про са на ряд мел ких, дос туп -
ных для ре ше ния. Из от ве тов на эти мел кие во про сы тем или дру -
гим спо со бом нау чи лись «со би рать» от вет на ис ход ный труд ный
во прос. Се го дня мы мо жем оце ни вать сте пень дос то вер но сти та -
ко го ана ли за. Нам по нят ны и гра ни цы при ме ни мо сти сис те мы
ме то дов, раз ви тых за по след ние годы. Под роб ное из ло же ние этих
под хо дов уве дет нас в сто ро ну от ос нов ной за да чи этой ста тьи. За -
ме тим толь ко, что даже без ис поль зо ва ния элек трон ной вы чис ли -
тель ной тех ни ки ино гда уда ет ся по лу чать от ве ты очень вы со кой
дос то вер но сти. Зна ком ст во с этой тех но ло ги ей мо жет, ве ро ят но,
ока зать боль шое влия ние на со вер шен ст во ва ние ин ст ру мен та рия
об ще ст вен ных наук.

Од на ко ме то ды ор га ни за ции экс перт ных про цеду р и по лу че -
ние с их по мо щью оце нок и про гно зов — это лишь пер вый шаг на 
пути объ е ди не ния фор маль ных и не фор маль ных ме то дов на уч но го 
ана ли за. Ме тод экс пер тиз, в об щем-то, име ет до воль но ог ра ни -
чен ную сфе ру при ме ни мо сти. Ко неч но, ре зуль та ты экс перт ных
про гно зов су ще ст вен но за ви сят и от та лан та и ком пе тен ции экс -
пер тов, и от ор га ни за ции про цеду р их обу че ния и об ра бот ки ре -
зуль та тов. Тем не ме нее для экс пер тиз со вре мен но го типа всег да
ну жен пре це дент. Пред ста вим себе, что в 1940 году со бра ли бы
всех вид ней ших физиков и с ис поль зо ва ни ем всех со вре мен ных
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дос ти же ний ме то да экс пер тиз сде ла ли бы про гноз на уч но-тех ни -
че ско го про грес са на 20 лет. Мож но быть уве рен ным, что кар ти на 
мира, ко то рая была бы на ри со ва на, не со дер жа ла бы ни атом ных
элек тро стан ций, ни спут ни ков, ну и, ко неч но, в ней не на шло бы
мес та са мое за ме ча тель ное дос ти же ние че ло ве че ско го ге ния —
элек трон ная вы чис ли тель ная тех ни ка.

Зна чи тель но бо лее эф фек тив ным сред ст вом ана ли за и про гно за 
яв ля ют ся так на зы вае мые ими та ци он ные мо де ли. Этот но вый тип
мо де лей по явил ся в са мые по след ние годы и свя зан с но вым эта -
пом раз ви тия вы чис ли тель ной тех ни ки — с по яв ле ни ем ма шин
третье го по ко ле ния. Ис поль зо ва ние ими та ци он ных мо де лей с по -
мо щью ЭВМ вто ро го по ко ле ния весь ма за труд ни тель но. Что же та -
кое ими та ци он ные мо де ли?

Выше мы го во ри ли о мо де лях оп ти ми за ци он ных и иг ро вых. Оба
эти клас са мо де лей дают воз мож ность чет кой фор му ли ров ки оп ре де -
лен ных ма те ма ти че ских за дач. Для это го, в свою оче редь, не об хо ди -
ма фор му ли ров ка на ма те ма ти че ском язы ке це ло го ряда ус ло вий,
оп ре де ляю щих про те ка ние про цес са, и пре ж де все го — по ня тия цели 
управ ле ния. Уже упо ми на лись труд но сти, с ко то ры ми при хо дит ся
стал ки вать ся, ко гда мы не мо жем чет ко сфор му ли ро вать кри те рий.
В этом слу чае воз ни ка ет не оп ре де лен ность в оцен ке воз мож ных ва -
ри ан тов раз ви тия изу чае мо го про цес са. Но час то ока зы ва ет ся, что не 
толь ко кри те рий, но и по ня тие цели управ ле ния мы не мо жем сфор -
му ли ро вать на язы ке ма те ма ти ки. Кро ме того, цель мо жет из ме нять -
ся в за ви си мо сти от раз ви тия про цес са.

Клас си че ским при ме ром та ко го про цес са яв ля ет ся раз ви тие ме -
ж ду на род ной тор гов ли. Ко неч но, ка ж дая стра на или фир ма обыч но
зна ет, чего она хо чет и что та кое в той или иной си туа ции хо ро шо, а 
что та кое пло хо. Но пе ре вес ти эти цели и кри те рии на язык ма те ма -
ти ки, как пра ви ло, не воз мож но. По это му про бле му вы бо ра стра те -
гии в том слож ном мно го сто рон нем про цес се, ко то рый на зы ва ет ся
ме ж ду на род ной тор гов лей, нель зя све сти к ма те ма ти че ской за да че.

К чис лу по доб ных про цес сов, изу че ние ко то рых нель зя све сти
к ма те ма ти че ской за да че или це поч ке за дач, от но сят ся, на при мер,
все за да чи внеш ней по ли ти ки, про цес сы со ци аль но го раз ви тия,
вой ны и т. д. Для опи са ния и изу че ния по доб ных си туа ций и раз -
ви ва ет ся ме тод ими та ци он ных мо де лей.

Мо дель пред став ля ет со бой со во куп ность урав не ний и со от но ше -
ний, обу слов ли ваю щих дан ный изу чае мый про цесс. Вся кий про цесс,
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про ис хо дя щий в об ще ст ве, как это уже было ска за но, яв ля ет ся управ -
ляе мым. В мо де ли при сут ст ву ют «управ ле ния». В мо де лях чис то эко -
но ми че ских, на при мер в мо де ли ме ж ду на род ной тор гов ли, это объ ем
экс пор та или им пор та от дель ных стран, уро вень цен и т. д. К чис лу
управ ляю щих фак то ров мож но от не сти так же и раз лич ные со гла ше -
ния, ко то рые мо гут за клю чать парт не ры.

Если эти управ ляю щие фак то ры (стра те гии) из вест ны, то ими -
та ци он ная мо дель по зво лит с боль шой сте пе нью точ но сти пред ска -
зать воз мож ное те че ние про цес са и фи наль ное со стоя ние изу чае -
мой сис те мы. Та ким об ра зом, в за ви си мо сти от за да ния ва ри ан та
стра те гий мы мо жем на хо дить тот или иной ис ход изу чае мо го
про цес са.

Так вот, фор маль но от ли чие ими та ци он ных мо де лей от оп ти -
ми за ци он ных и иг ро вых со сто ит в том, что за да ние стра те гий и
срав не ние ре зуль та тов, к ко то рым они при во дят, про из во дит
экс перт.

В оп ти ми за ци он ных мо де лях, на при мер, вы бор стра те гий — это 
резуль тат ре ше ния не ко то рой ма те ма ти че ской за да чи. Ко гда мы
име ем дело с оп ти ми за ци он ны ми мо де ля ми, то мы фор му ли ру ем
не ко то рую ги по те зу по ве де ния — не ко то рую функ цию, зна че ние
ко то рой оце ни ва ет ка че ст во ре ше ния и пра ви ло его вы бо ра. В ими -
та ци он ных мо де лях это пра ви ло по ве де ния не мо жет быть фор ма -
ли зо ва но, так как при ни ма ет и оце ни ва ет ре ше ния че ло век. Это
его твор че ский вклад в ра бо ту мо де ли.

Та ким об ра зом, ими та ци он ные мо де ли — это че ло ве ко-ма шин -
ные сис те мы, по зво ляю щие объ е ди нить не фор маль ное мыш ле ние и 
та лант спе циа ли ста с ме то да ми ма те ма ти че ско го мо де ли ро ва ния.

Ими та ци он ные мо де ли име ют ши ро кое и раз но об раз ное при -
ме не ние. Мно го крат ное «про иг ры ва ние» мо де ли для раз ных
стра те гий по зво ля ет по нять роль и зна че ние раз лич ных фак то ров 
для те че ния того или дру го го про цес са. Это обстоя тель ство от -
кры ва ет ог ром ные воз мож но сти для на уч но го ис поль зо ва ния
ими та ци он ных мо де лей в тех ни ке, эко но ми ке, со цио ло гии,
юрис пру ден ции и т. д.

По сколь ку сама про бле ма сво дит ся пре ж де все го к изу че нию
того эф фек та, к ко то ро му при ве дут наши управ лен че ские акты, то
ими та ци он ные мо де ли най дут очень ши ро кое при ме не ние в управ -
ле нии и со вре ме нем, я в этом убе ж ден, сде ла ют ся ос но вой ав то ма -
ти зи ро ван ных сис тем управ ле ния.
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* * *
Ими та ци он ные мо де ли уже на ча ли ис поль зо вать ся. Пер вы ми

по тре би те ля ми этих мо де лей ста ли, ес те ст вен но, ин же не ры.
При ве дем один при мер, где ис поль зо ва ние ими та ци он ных мо -

де лей име ет ог ром ное бу ду щее. Лю бые про бле мы ав то ма ти за ции
про ек ти ро ва ния сво дят ся в ко неч ном сче те к по строе нию мо де лей,
ими ти рую щих функ цио ни ро ва ние про ек ти руе мой кон ст рук ции.
Се го дня в свя зи с техни чес ким про грес сом че ло ве че ст во ста ло соз -
да вать кон ст рук ции все бо лее и бо лее слож ные, за вер ше ние ко то -
рых тре бу ет бо лее чем де сят ка лет. Соз да ние и ввод в экс плуа та цию 
сверх зву ко во го пас са жир ско го са мо ле та типа Ту-144 или «Кон корд» 
тре бу ет 12–15 лет. При ны неш них тем пах раз ви тия на уч ных зна -
ний идеи, за ло жен ные в его кон ст рук цию в на ча ле про ек ти ро ва -
ния, бу дут уже без на деж но ус та рев ши ми в тот мо мент, ко гда этот
са мо лет вый дет на ли нию. Ими та ци он ные мо де ли, в ко то рых ими -
ти ру ют ся функ цио ни ро ва ние са мо ле та в раз ных ус ло ви ях и про -
цеду ры его со вер шен ст во ва ния, ими та ци он ные мо де ли, ко то рые
сни ма ют с кол лек ти ва кон ст рук то ров всю тя жесть ру тин ной ра бо ты 
по рас че там и пред ва ри тель ным экс пе ри мен там, ими та ци он ные
мо де ли, ко то рые ос тав ля ют за кон ст рук то ром толь ко твор че ский
акт ана ли за ва ри ан тов, их срав не ния и оцен ки, — по мо ему мне -
нию, един ст вен ный эф фек тив ный путь пре одо ле ния всех по доб ных 
труд но стей. Ра бо ты в об лас ти ав то ма ти за ции про ек ти ро ва ния уже
на ча лись в раз ных стра нах, и дос тиг ну тые ус пе хи свя за ны пре ж де
все го с по строе ни ем по доб ных че ло ве ко-ма шин ных сис тем.

Дру гой не ме нее важ ный при мер, где ими та ци он ные мо де ли,
ве ро ят но, иг ра ют ре шаю щую роль, — это АСУ (ав то ма ти зи ро ван -
ные сис те мы управ ле ния). Мы нау чи лись от но си тель но про сто ре -
шать про бле мы сис тем сбо ра и пе ре да чи ин фор ма ции, ав то ма ти за -
ции до ку мен то обо ро та, бух гал тер ско го уче та и ряда дру гих вспо мо -
га тель ных опе ра ций. Это, ко неч но, не ма ло!

Но глав ное в ав то ма ти зи ро ван ных сис те мах — это про цеду ра
при ня тия ре ше ний. Их за да ча — обес пе чи вать пра виль ность при -
ни мае мых ре ше ний и све сти до ми ни му ма оши боч ные ва ри ан ты. И 
вот эта про цеду ра пока еще не ис пы та ла су ще ст вен но го влия ния
ав то ма ти за ции вспо мо га тель ных опе ра ций.

Здесь не место пе ре чис лять все при чи ны это го яв ле ния — они
дос та точ но слож ны. Но на одно обстоя тель ство име ет смысл об ра -
тить вни ма ние. Ос нов ное раз ви тие эко но ми че ской мыс ли на чи ная
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с 1950-х го дов свя за но с иде ей оп ти ми за ции. Оп ти маль ные пла ны,
оп ти маль ные ре ше ния — об ласть при ме не ния этих по ня тий ока за -
лась зна чи тель но у¢же, чем это пред по ла га лось сна ча ла.

Дело даже не в том, что обыч но очень труд но оп ре де лить кри -
те рий оп ти маль но сти. Не ме нее труд но бы ва ет вы чис лить оп ти -
маль ное ре ше ние. Так, на при мер, одна из важ ных за дач — за да ча
ка лен дар но го пла ни ро ва ния, со став ле ние рас пи са ния ра бот. Про -
це ду ра, ко то рая по зво ля ет най ти оп ти маль ное ре ше ние в этой за да -
че, хо ро шо из вест на. Од на ко если ко ли че ст во ра бот рав но 1000, то
са мой бы ст ро дей ст вую щей ма ши не по тре бу ет ся для это го вре мя,
рав ное вре ме ни су ще ст во ва ния Сол неч ной сис те мы!

Но пусть, на ко нец, мы не толь ко име ем кри те рий оп ти маль но -
сти, но и уме ем лег ко на хо дить оп ти маль ное ре ше ние. Те перь нам
ос та ет ся реа ли зо вать его на прак ти ке. И вдруг об на ру жи ва ет ся, что
мы или не учли не ко то рых важ ных обстоя тель ств, или про изош ло
не что не ожи дан ное, не пре ду смот рен ное при со став ле нии пла на.
Наш оп ти маль ный план ру шит ся, и луч шим мо жет ока зать ся план
да ле ко не оп ти маль ный!

Вот по че му на прак ти ке об ласть кон цеп ций оп ти маль но сти
ока зы ва ет ся ог ра ни чен ной. По это му по строе ние про цеду р при ня -
тия ре ше ний в АСУ на базе оп ти ми за ции не име ет осо бых ус пе хов, 
и сами АСУ иг ра ют пока лишь вспо мо га тель ную роль.

Я ду маю, что за вер ше ние соз да ния АСУ на базе ЭВМ вто ро го
по ко ле ния без ис поль зо ва ния ими та ци он ных мо де лей, по су ще ст ву 
тре бую щих про сто го и бы ст ро го об ще ния че ло ве ка с ма ши -
ной — ос нов ной ха рак те ри сти ки ЭВМ третье го по ко ле ния, — вряд
ли воз мож но. Ими та ци он ные мо де ли, по зво ляю щие бы ст ро оце -
нить эф фект того или дру го го ре ше ния, бы ст ро про смот реть се рию 
ва ри ан тов, на зна чае мых че ло ве ком, — един ст вен ное сред ст во ав то -
ма ти за ции про цеду р, при ня тия ре ше ния.

* * *
Пе ре чис лен ны ми при ме ра ми да ле ко не ис чер пы ва ет ся об ласть

при ме не ния ими та ци он ных мо де лей. Бо лее того, я ду маю, что мы
еще очень да ле ки от пол но го по ни ма ния мощи и зна че ния это го
сред ст ва на уч но го ана ли за, ко то рое при об ре ло че ло ве че ст во. Мо -
жет быть, ос нов ное зна че ние ме то да ими та ци он ных мо де лей ле жит 
как раз не в техни чес кой и ес те ст вен но на уч ной сфе ре, а в об лас ти
изу че ния и управ ле ния про цес са ми, про ис хо дя щи ми в об ще ст ве.

303



Я ду маю, в ча ст но сти, что ме тод ими та ции ока жет не оце ни мые
ус лу ги в даль ней шем изу че нии раз ви тия че ло ве че ско го об ще ст ва и
сде ла ет ся со вре ме нем мощ ным ин ст ру мен том ис то ри че ско го ма те -
риа лиз ма, по зво ляю щим глуб же по нять роль всех фак то ров, оп ре -
де ляю щих это раз ви тие, по нять, как из ме ня ют ся воз мож но сти че -
ло ве че ст ва вли ять на соб ст вен ную эво лю цию, как они рас тут вме -
сте с техни чес ким про грес сом и со вер шен ст во ва ни ем ор га ни за ции
че ло ве че ско го об ще ст ва.

Эти во про сы пред став ля ют не толь ко тео ре ти че ский ин те рес.
Се го дня че ло ве че ст во рас по ря жа ет ся энер ге ти че ски ми ре сур са ми
пла не тар но го мас шта ба, оно спо соб но со вер шать дей ст вия, из ме -
няю щие лик Зем ли, по ста вить себя на грань ка та ст ро фы или, на -
обо рот, от крыть две ри та ко му про грес су, о ко то ром не мог ли меч -
тать и са мые без от вет ст вен ные фан та сты.

Все гда, ко гда че ло ве че ское об ще ст во дей ст ви тель но ост ро ну ж -
да лось в том или дру гом изо бре те нии, это изо бре те ние по яв ля лось. 
Ко гда два века на зад про мыш лен ное раз ви тие, ка за лось, за шло в
ту пик, по сколь ку воз мож но сти руч но го тру да, мус куль ной энер гии
че ло ве ка и жи вот ных ока за лись ис чер пан ны ми, по яви лась па ро вая
ма ши на. Ко гда в по сле во ен ное вре мя воз ник ла ре аль ная опас ность
ин фор ма ци он но го ту пи ка, по яви лась элек трон ная вы чис ли тель ная
тех ни ка.

По доб ная си туа ция скла ды ва ет ся и в той об лас ти, о ко то рой
идет речь в этой ста тье. Идеи ими та ции от кры ва ют ре аль ную воз -
мож ность соз дать ин ст ру мен та рий пред ви де ния, по зво ляю щий за -
ра нее знать ре зуль та ты на ших дей ст вий, в том чис ле и гло баль но го
мас шта ба. Се го дня не сто ит во прос о том, нуж ны ли ими та ци он -
ные мо де ли. Они уже на ча ли соз да вать ся и слу жат че ло ве ку. Мы
мо жем толь ко ус ко рить или за мед лить этот объ ек тив ный про цесс.

Зна чи тель ную часть на шей пла не ты те перь за ни ма ют со циа ли -
сти че ские го су дар ст ва, упо ря до чен ность управ ле ния ко то рых су ще -
ст вен но выше, чем в ка пи та ли сти че ском об ще ст ве, зна чи тель ная
часть сил, не кон тро ли руе мых в ус ло ви ях ка пи та лиз ма, те перь мо -
жет быть ис поль зо ва на для це ле на прав лен но го раз ви тия на ше го
об ще ст ва.

Ими та ци он ные мо де ли мо гут со ста вить ос но ву ин тег ри ро ван -
но го пла ни ро ва ния и управ ле ния. С их по мо щью мо гут изу чать ся и 
срав ни вать ся раз лич ные ва ри ан ты эко но ми че ских, со ци аль ных, по -
ли ти че ских про грамм, про грамм раз ви тия ре гио нов и от рас лей.
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Ими та ци он ные мо де ли мо гут быть ис поль зо ва ны и для ре ше ния
дру гих во про сов об ще го су дар ст вен но го зна че ния, та ких, на при мер, 
как вы бор ра цио наль ной ие рар хии управ ле ния про мыш лен но стью
и т. д. Вот по че му идеи ими та ции име ют чрез вы чай но боль шие
пер спек ти вы имен но в со циа ли сти че ских го су дар ст вах, и по этому
имен но у нас ин те рес к ним столь вы сок.

Ис поль зо ва ние ими та ци он ных мо де лей в го су дар ст вен ном
управ ле нии — ак ту аль ней шая про бле ма, стоя щая пе ред на ши ми
спе циа ли ста ми, ко то рые за ни ма ют ся ис поль зо ва ни ем вы чис ли тель -
ной тех ни ки.

* * *
Ими та ци он ные мо де ли — это один из мощ ней ших ин ст ру мен -

тов на уч но го ана ли за в об ще ст вен ных нау ках и пре ж де все го в ис -
то рии. У нас, в Вы чис ли тель ном цент ре Ака де мии наук СССР, ин -
тен сив но об су ж да ет ся про бле ма по строе ния ими та ци он ной мо де ли
ка ко го-ли бо из вест но го ис то ри че ско го про цес са. Имен но из вест но -
го и хо ро шо изу чен но го ис то ри ка ми, с ин фор ма ци он ным обес пе че -
ни ем. На этом при ме ре нам хо чет ся от ра бо тать все осо бен но сти
про ек ти ро ва ния та ких мо де лей. Зная при чи ны, мо дель бу дет вы да -
вать след ст вия. Если мо дель ные след ст вия бу дут зна чи тель но от ли -
чать ся от тех, ко то рые на са мом деле име ли место, то зна чит, кон -
ст рук ция мо де ли пло ха, ее надо со вер шен ст во вать.

Вы бор пал на XIX в., XX в. че рес чур сло жен. Очень слож ной
сде ла лась эко но ми ка, бес ко неч но ус лож ни лись свя зи ме ж ду го су -
дар ст ва ми, ис чез ли ло каль ные ис то ри че ские про цес сы. XVIII в. бо -
лее про ст для ими та ции, од на ко он не дос та точ но на сы щен кон -
крет ной ин фор ма ци ей. На ча ло XIX в., бо лее точ но — пе ри од на по -
ле о нов ских войн, нам ка жет ся са мым удоб ным пе рио дом для на -
ше го экс пе ри мен та.

Во об ще вы бор объ ек та ис сле до ва ния очень ва жен. Ведь это
пер вая по пыт ка ис пы тать но вый ин ст ру мент. Ис то ри ку, ве ро ят но, 
было бы ин те рес нее изу чать бо лее об щие и глу бо кие про цес сы
раз ви тия ка пи та лиз ма, на при мер, по стро ить мо дель раз ви тия ка -
пи та лиз ма в Рос сии в пе ри од от ос во бо ж де ния кре сть ян до от -
став ки Вит те.

Наши ар гу мен ты в поль зу на по ле о нов ской эпо хи но сят чис то
техни чес кий ха рак тер. В эту эпо ху боль шую роль иг ра ли вой ны и
от дель ные сра же ния. Их мо де ли от но си тель но про сты, а сами
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со бы тия хо ро шо изу че ны в де та лях. Со ци аль ные мо де ли Рос сии
вто рой по ло ви ны XIX в. зна чи тель но слож нее.

Изу че ние ис то ри че ских про цес сов с по мо щью ими та ци он ных
мо де лей мо жет дать ис то ри ку матери ал уни каль ной цен но сти. Экс -
пе ри мен ти руя с раз лич ны ми ва ри ан та ми ре ше ний эко но ми че ско го, 
по ли ти че ско го, во ен но го, пра во во го ха рак те ра, мы мо жем бы ст ро и 
на гляд но вы явить объ ек тив ные за ко но мер но сти, скры тые под гран -
ди оз ным на гро мо ж де ни ем фак тов.

В ис то рии мно го субъ ек тив но го, мно гое за ви сит от ре ше ний,
ко то рые при ни ма ет та или дру гая ис то ри че ская лич ность. Ко неч но, 
ис то рию тво рят мас сы, но от дель ные со бы тия мог ли бы про изой ти
ина че, если бы ина че вел себя тот или дру гой дея тель или вое -
началь ник. На по ле он мог про иг рать Ау стер лиц, но вы иг рать Ва тер -
лоо. На сколь ко это по влия ло бы на те че ние об ще го ис то ри че ско го
про цес са, на тем пы раз ви тия об ще ст ва, на ха рак тер раз ви тия ка пи -
та лиз ма во Фран ции и т. д.?

Ими та ци он ная мо дель лю бо го про цес са — это пре ж де все го со -
вме ст ное твор че ст во спе циа ли стов, ко то рые изу ча ют этот про цесс,
и ма те ма ти ков, ко то рые за ни ма ют ся ин ст ру мен том — кон ст руи ро -
ва ни ем мо де ли. Имен но со вме ст ное. Толь ко слия ние этих обе их
«ци ви ли за ций» по зво лит сде лать не иг руш ку, а ин ст ру мент, по лез -
ный для че ло ве че ст ва.

И те перь за да ча со сто ит в том, что бы най ти парт не ров. Ко неч но, 
это не так-то про сто най ти парт не ра-ис то ри ка. Этот парт нер дол жен 
удов ле тво рять мно гим тре бо ва ни ям. Во-пер вых, он дол жен об ла дать
вы со кой про фес сио наль ной под го тов кой ис то ри ка. И, во-вто рых, он 
дол жен об ла дать му же ст вом на стоя ще го та лан та. Он дол жен шаг нуть 
в не ве до мое ему бу ду щее с рис ком, ко то рый не из бе жен в на стоя щей 
нау ке, и на годы под чи нить себя этой но вой для гу ма ни та ри ев и не
очень по нят ной на пер вых по рах фор ме дея тель но сти.

Мы уже не раз стал ки ва лись с труд но стя ми по доб но го рода. В
1950-х го дах соз да ва лось взаи мо по ни ма ние ма те ма ти ка и эко но -
ми ста. Се го дня они ра бо та ют час то пле чом к пле чу, и мно гие
труд ные во про сы ос та лись по за ди. Ма те ма ти ки мно го му нау чи -
лись у эко но ми стов, а эко но ми сты вос при ня ли наш ин ст ру мен та -
рий. Про бле мы кон крет ной эко но ми ки, пла ни ро ва ния ре ша ют ся
те перь со вме ст но. Но чем даль ше от кон крет но го чис ла, тем труд -
нее и тер ни стее ста но вит ся до ро га. Ес те ст вен но по этому, что нам
так труд но на вес ти мос ты с ис то ри ка ми.
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Но я оп ти мист и убе ж ден, что соз дан ное сред ст во тру да не из -
беж но бу дет ис поль зо ва но. Се го дня уже не толь ко ма те ма ти ки по -
ни ма ют, что глав ная сила ма те ма ти ки — ме то ды ка че ст вен но го
ана ли за, без ко то ро го нель зя по лу чить и на деж ной циф ры. Ими та -
ци он ная тех ни ка в еще боль шей сте пе ни — ин ст ру мент ка че ст вен -
но го ана ли за.

Мо жет быть, эта ста тья и по мо жет по стро ить одну из опор того 
мос ти ка, ко то рый по зво лит на шим друзь ям-ис то ри кам по нять, ка -
кие воз мож но сти су лит им но вая тех ни ка ана ли за.

* * *
Нау ка об об ще ст ве и управ ле ние об ще ст вом се го дня не раз де -

ли мы. Слож ность при ни мае мых ре ше ний тре бу ет пред ва ри тель но -
го на уч но го ана ли за. Зна че ние об ще ст вен ных наук не пре рыв но
рас тет. Рас тут тре бо ва ния к ме то дам ана ли за, ко то рые они ис -
поль зу ют. Прак ти че ская не об хо ди мость со вер шен ст во ва ния ин ст -
ру мен та рия этих дис ци п лин не из беж но вы зо вет к жиз ни но вые
на уч ные на прав ле ния или су ще ст вен но из ме нит струк ту ру не ко то -
рых тра ди ци он ных.

Про цесс ма те ма ти за ции (так ус лов но на зо вем син тез фор маль -
ных и не фор маль ных ме то дов ис сле до ва ния), как уже го во ри лось,
до воль но глу бо ко про ник в эко но ми ку. Но уже се го дня вид но, что
этим дело не кон чит ся. Дей ст ви тель но, лю бые мо де ли, на при мер,
долж ны быть на сы ще ны со цио ло ги че ским ма те риа лом. Не дав но,
за ни ма ясь со вер шен но кон крет ной про бле мой по строе ния оп ти -
маль ной ие рар хи че ской сис те мы, я столк нул ся с во про сом, как со -
из ме рять мо раль ные сти му лы с ма те ри аль ны ми бла га ми. Для со -
циа ли сти че ско го об ще ст ва это очень важ ный во прос. Зна чит, для
того что бы по нять прин ци пы цен тра ли за ции и де цен тра ли за ции в
боль ших управ ляе мых сис те мах — один из ге не раль ных во про сов
со вре мен ной тео рии управ ле ния, — ма те ма ти ку нуж на по мощь со -
цио ло га, и не про сто со цио ло га, ко то рый по ни ма ет су ще ст во про -
блем, стоя щих пе ред ма те ма ти ком, но и ме то ды, с по мо щью ко то -
рых он бу дет про ек ти ро вать кон ст рук цию.

И еще один при мер. Лю бой про цесс раз ви ва ет ся в оп ре де лен ных 
рам ках. Эти ог ра ни че ния бы ва ют раз ной при ро ды. В ча ст но сти, изу -
чая, на при мер, функ цио ни ро ва ние от рас ли или пред при ятия, мы
стал ки ва ем ся с оп ре де лен ны ми пра во вы ми нор ма ми. Как вы ра бо -
тать оп ти маль ную сис те му пра во вых норм, рег ла мен ти рую щих
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функ цио ни ро ва ние со вре мен ных пред при ятий, пра ва и обя зан но сти
ру ко во ди те лей раз ных ран гов и т. д.? Как свя зать эту сис те му с ка че -
ст вом функ цио ни ро ва ния пред при ятия? По-ви ди мо му, един ст вен -
ный путь ре ше ния по доб ных про блем — ис поль зо ва ние мо де лей,
ими ти рую щих ре аль ный про цесс про из вод ст ва. В са мом деле, един -
ст вен ной аль тер на ти вой мог бы быть экс пе ри мен т. Но он до рог и
за тра ги ва ет судь бы лю дей. А здесь мы мо жем про вес ти на ма ши не,
при чем мно го крат но, ана лиз раз лич ных ва ри ан тов, ко то рые пред ло -
жат экс пер ты — юри сты и эко но ми сты, ис тин ные зна то ки сво его
дела. Слож ность си туа ции, ог ром ный объ ем фак тов, ко то рые надо
учи ты вать, не по зво ля ет без мо де ли сра зу же уви деть ре зуль та ты их
ре ше ний — уви деть, как от ра зит ся из ме не ние пра во вых норм на
про из вод ст вен ном про цес се. А мо дель мо жет это сде лать, но она, в
свою оче редь, бес по мощ на в вы ра бот ке ре ше ний, что ос та ет ся пре -
ро га ти вой спе циа ли стов. Та ким об ра зом, не толь ко со цио ло ги, но и 
юри сты ока зы ва ют ся для нас, ма те ма ти ков, со вер шен но не об хо ди -
мы ми парт не ра ми.

Ма шин ная ими та ция ре аль ных про цес сов — это не про сто но -
вый и мощ ный ин ст ру мент на уч но го ана ли за. Это ин ст ру мент со -
вер шен но но во го типа, тре бую щий со вме ст ных уси лий ес те ст вен -
ни ков, с од ной сто ро ны, и спе циа ли стов в об лас ти гу ма ни тар ных
наук, с дру гой; ин ст ру мент, ко то рый, как я убе ж ден, по зво лит воз -
ник нуть на сты ке ес те ст вен ных и гу ма ни тар ных наук но вым на уч -
ным на прав ле ни ям.

* * *
Эту ста тью я на чал с об су ж де ния при чин, по ро ж даю щих раз ли -

чие во взгля дах, об ра зе мыш ле ния и ин те ре сах у лю дей раз ных ин -
тел лек ту аль ных про фес сий, и пре ж де все го — гу ма ни та ри ев и ес те -
ст вен ни ков. Я по зво лил себе не со гла сить ся с Ч.П. Сноу, ко то рый
ви дит глав ную при чи ну в де фек тах тра ди ци он но го об ра зо ва ния. Но 
в чем я аб со лют но со гла сен с ним — это в ак ту аль но сти са мой про -
бле мы об ра зо ва ния.

То, о чем пи са лось в этой ста тье, не вхо дит се го дня в уни вер си -
тет ские кур сы. Раз рыв ме ж ду гу ма ни тар ным и ес те ст вен ным об ра -
зо ва ни ем ме ша ет се го дня же на чать ши ро кие ис сле до ва ния того
типа, о ко то рых го во ри лось в ста тье.

Про бле ма об ра зо ва ния че рес чур слож на, что бы о ней мож -
но было го во рить ме ж ду про чим. Но все же в за клю че ние этой
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ста тьи мне хо те лось бы сде лать два за ме ча ния, ка саю щих ся
об ра зо ва ния.

Ес те ст вен ни ки долж ны по лу чать зна чи тель но бо лее глу бо кое и
бо лее це ле уст рем лен ное об ра зо ва ние в об лас ти об ще ст вен ных наук. 
Это пре ж де все го ка са ет ся кур са по ли ти че ской эко но мии. Нам, ес -
те ст вен ни кам, не об хо ди ма де мон ст ра ция пря мой пре ем ст вен но сти
об ще тео ре ти че ских по ло же ний этой нау ки и кон крет ных эко но ми -
че ских при ло же ний. Ве ли кие ос но во по лож ни ки на уч ной по ли ти че -
ской эко но мии были не толь ко ве ли ки ми мыс ли те ля ми, ко то рых
за ни ма ли аб ст ракт ные ка те го рии. Они были так же ве ли ки ми учи те -
ля ми дей ст вия: нау ка, ко то рую они соз да ли, ста ла ос но вой прак ти -
че ской ре цеп ту ры. В этом и сила, и ре во лю ци он ность мар кси ст -
ской по ли ти че ской эко но мии.

Се го дня ты ся чи и ты ся чи ма те ма ти ков и ин же не ров при вле че -
ны к соз да нию ав то ма ти зи ро ван ных сис тем управ ле ния, т. е. к про -
бле мам со ци аль но го и эко но ми че ско го пла ни ро ва ния, к изу че нию
про цес сов, про ис хо дя щих в об ще ст ве. Они стал ки ва ют ся со мно ги -
ми во про са ми кон крет ной эко но ми ки, и — знаю по соб ст вен но му
опы ту — мно гим и не при хо дит в го ло ву, что о не ко то рых труд ных
во про сах уже го во ри лось в кур се по ли ти че ской эко но мии.

Ма лень кий при мер. Мы изу ча ем тео рию стои мо сти. Нам го во -
рят об аб ст ракт ных ка те го ри ях, и мы их за бы ва ем. Та ко ва судь ба
всех аб ст ракт ных ка те го рий в го ло вах прак ти че ски мыс ля щих ин -
же не ров. И ни ко гда нам не го во рят о том, что стои мость то ва ра
мо жет быть из ме ре на чис лом! Имен но чис лом! Труд но пе ре оце -
нить, как важ но ма те ма ти ку и ин же не ру по нять, что че ло ве че ский
труд, за ло жен ный в дан ной вещи, мо жет быть из ме рен, что аб ст -
ракт ный, ка за лось бы, за кон стои мо сти мо жет лечь и ло жит ся в ос -
но ву пла ни ро ва ния. Очень важ но пра виль но рас ста вить ак цен ты.
Если бы мы все это зна ли, ко гда кон ча ли уни вер си тет!

Надо так же нау чить ся го то вить спе циа ли стов в об лас ти об ще ст -
вен ных наук для эф фек тив ной ра бо ты бок о бок с ма те ма ти ка ми и
ин же не ра ми. Сей час де ла ют ся не ко то рые по пыт ки най ти ре ше ние.
В про грам мы эко но ми че ских фа куль те тов, на при мер, вклю ча ют не -
боль шие кур сы ма те ма ти ки и т. д. Но мне ка жет ся, что дол жен
быть дру гой под ход. В ос но ве ес те ст вен но на уч ной «ци ви ли за ции»
ле жит ме тод мо де лей — мо дель но го опи са ния яв ле ний. Гу ма ни та -
ри ев надо учить фи зи ке, но не так, как учат се го дня фи зи ку на ес -
те ст вен ных и ин же нер ных фа куль те тах. Здесь не важ ны де та ли,
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кото рые за ни ма ют ос нов ное место в тра ди ци он ном пре по да ва нии
фи зи ки. Фи зи ка как сис те ма мо де лей — вот, ве ро ят но, чего не хва -
та ет се го дня спе циа ли стам в об лас ти об ще ст вен ных наук.

Это пер вые и не об хо ди мые ме ро прия тия. Но их явно не дос та -
точ но для ре ше ния тех про блем, о ко то рых го во ри лось в ста тье.

За по след нее вре мя по яви лись фа куль те ты и спе ци аль но сти хи -
ми че ской фи зи ки, фи зи че ской хи мии, мо ле ку ляр ной био ло гии и
т. д., ко то рые объ еди ни ли фи зи ков и хи ми ков, фи зи ков и био ло -
гов. Ве ро ят но, на ста ло вре мя го во рить о фа куль те тах, где мож но
объ е ди нить фи зи ков и эко но ми стов, ма те ма ти ков и ис то ри ков,
юри стов и т. д.
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К тео рии оп ти маль но го управ ле ния на бес ко неч ном
ин тер ва ле вре ме ни

1. Рас смат ри ва ет ся за да ча оты ска ния функ ций x t( ) и u t( ), свя зан ных 
со от но ше ни ем

& ( , , ), ( , )x f x u t x u G u= Î , (1.1)

и дос тав ляю щих ми ни мум функ цио на лу

I F x u t dt
t

=
¥

ò ( , , )
0

. (1.2)

По доб ные за да чи име ют ряд ин те рес ных осо бен но стей. На при мер,
мо жет ока зать ся, что за ме на ин те гра ла (1.2) ин те гра лом

I F x u t dtT

t

T

= ò ( , , )
0

при во дит к за да че, не раз ре ши мой в клас се ко неч ных управ ле ний
ни для ка ко го ко неч но го T. Кро ме того, за да чи типа (1.1), (1.2)
встре ча ют ся в раз но об раз ных при ло же ни ях.

При ве дем два при ме ра.
а) Пусть f t( , , )0 0 0º . Бу дем го во рить, что три ви аль ное ре ше ние

урав не ния (1.1) I-ус той чи во, если " > $ > ³e h0 0 0 0, T t  и " =x t x( )0 0 ,
удов ле тво ряю ще го ус ло вию x 0 £ h, мож но ука зать та кое u x t G u( , )0 Î , 
ко то рое пе ре во дит сис те му из со стоя ния x 0  в на ча ло ко ор ди нат за
лю бое вре мя T T³ 0 , при чем так, что по ло жи тель ный функ цио нал

I F x u t dtT

t

T

= £ò ( , , ) e
0

.

Для I-ус той чи во сти не об хо ди мо, что бы для " £x x0 0 h ре ше ние
ва риа ци он ной за да чи (1.1), (1.2) су ще ст во ва ло и

I F x u t dt
t

= £
¥

ò ( , , )
0

e.
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б) В тео рии эко но ми че ско го рос та рас смат ри ва ет ся за да ча оты -
ска ния u t( ), удов ле тво ряю ще го ус ло вию

0 £ £u t x( ) ( )j (1.3)

и дос тав ляю ще го ми ни мум функ цио на лу

I c x p t dt
t

=
¥

ò ( , ) ( )
0

. (1.4)

Функ ция p t( ) ® 0 при t ® ¥ на зы ва ет ся функ ци ей дис кон ти ро ва ния.
2. По строе ние не об хо ди мых ус ло вий типа прин ци па мак си -

му ма встре ча ет труд но сти в свя зи с от сут ст ви ем ап ри ор ной ин -
фор ма ции о по ве де нии мно жи те лей Ла гран жа в ок ре ст но сти
бес ко неч но уда лен ной точ ки и в свя зи с по строе ни ем ко ну сов
до пус ти мых ва риа ций на бес ко неч но сти. Кро ме того, с вы чис -
ли тель ной точ ки зре ния не об хо ди мые ус ло вия было бы труд но
ис поль зо вать не по сред ст вен но, по сколь ку их про вер ка тре бо -
ва ла бы ре ше ния крае вой за да чи на бес ко неч ном ин тер ва ле
вре ме ни. Для эф фек тив но го ре ше ния по доб ной за да чи было
бы не об хо ди мо оп ре де лить про цеду ру пе ре но са гра нич ных ус -
ло вий из бес ко неч но уда лен ной точ ки в ко неч ную точ ку, а сле -
до ва тель но, по стро ить не ко то рую асим пто ти ку ис ко мых
функ ций.

В силу ска зан но го, ка жет ся це ле со об раз ным вме сто по пыт ки
оты скать не об хо ди мые ус ло вия попы тать ся най ти управ ле ние, ко -
то рое, бу ду чи до пус ти мым, дает асим пто ти че ское пред став ле ние
(в силу ес те ст вен ной мет ри ки, за да вае мой функ цио на лом (1.2))
оп ти маль но го управ ле ния.

Для по строе ния асим пто ти ки не об хо ди мо ус ло вить ся о ха рак -
те ре по ве де ния управ ле ния в ок ре ст но сти бес ко неч но уда лен ной
точ ки. Бу дем го во рить, что u t( ) при над ле жит клас су G N , если при 
t ® ¥

u t
u

t

u

t
o

t
N

N N
( ) = +¼+ +

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 1
,

где u i  — не ко то рые век то ры. В даль ней шем мы ог ра ни чим ся рас -
смот ре ни ем толь ко управ ле ний из клас са G N .

3. Мы бу дем ис поль зо вать две тео ре мы, при над ле жа щие Ху ку -
ха ра [1]. Пусть дано ли ней ное диф фе рен ци аль ное урав не ние
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& ( ) ( )x A t x g t= + , (3.1)

где мат ри ца A t( ) и век тор g t( ) име ют пред став ле ния

A A
A

t

A

t
o

t
g

g

t

g

t
o

t
N

N N

N

N N
= + + ¼ + +

æ

è
ç

ö

ø
÷ = + ¼ + +

æ

è
ç

ö

ø
÷0

1 11 1
, . (3.2)

Спра вед ли вы сле дую щие тео ре мы.

Тео ре ма 1. Если все соб ст вен ные зна че ния мат ри цы A0  по пар но
раз лич ны, то лю бое ча ст ное ре ше ние y s t( , ) од но род но го урав не ния

& ( )x A t x= , (3.3)

со от вет ст вую щее соб ст вен но му зна че нию ls , пред ста ви мо в ви де

y s t t t x s x s t x s t os s N
N( , ) exp{ ln } { ( ) ( ) ( )= + + + + +- -l l0

0 1
1 K ( )}t N- . (3.4)

Ко эф фи ци ен ты раз ло же ния — век то ры x si ( ) оп ре де ля ют ся под -
ста нов кой вы ра же ния (3.4) в (3.1) и срав не ни ем ко эф фи ци ен тов
при оди на ко вых сте пе нях t.

Тео ре ма 2. Если мат ри ца A t( ) и век тор g t( ) удов ле тво ря ют ус ло -
ви ям (3.2), то урав не ние (3.1) име ет, и при том един ст вен ное, ча ст -
ное ре ше ние, пред ста ви мое с по мо щью сле дую ще го асим пто ти че ско го
раз ло же ния:

~( )
~ ~

x t
x

t

x

t
o

t
N

N N
= + ¼ + +

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 1
. (3.5)

Ко эф фи ци ен ты раз ло же ния оп ре де ля ют ся фор му ла ми

A x g A x g A E x0 1 1 0 2 2 1 1
~ , ~ ( ) ~= - = - - + ,

A x g A E x A x0 3 3 1 2 2 1
2~ ( ) ~ ~ ,= - - + - ¼

(3.6)

За ме тим, что фор му лы (3.6) по зво ля ют вы чис лить g i  по из вест ным ~x i .
При ве ден ные фак ты рас про стра ня ют ся на не ли ней ные урав не -

ния вида
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& ( , )x Ax g x t= + + j , (3.7)

где A и g — удов ле тво ря ют ус ло ви ям (3.2), а век тор-функ ция j ( , )x t
име ет вид

j
j j

= + + ¼1 2

2

( ) ( )x

t

x

t
, (3.8)

при чем j i  для дос та точ но ма лых x  раз ла га ют ся в ряд Тей ло ра

j i i ix x x( ) ( ) ( )= + + ¼Г Г2 3 ,

где Гi j — од но род ные опе ра то ры по ряд ка j.
4. Рас смот рим за да чу (1.1), (1.2) при до пол ни тель ных ус ло ви ях

x t x x( ) , ( )0 0 0= ¥ = . (4.1)

В силу ус ло вия (4.1), ес те ст вен но пред по ло жить, что для дос та точ -
но боль ших t урав не ние (1.1) име ет вид

& ( )x Ax Bu x= + + j , (4.2)

где функ ция  j ( )x  пред ста ви ма в виде (3.8).
Точ но так же ес те ст вен но рас смот реть класс за дач, в ко то рых

по дын те граль ная функ ция F x u t( , , ) пред ста ви ма в виде

F x u t x R x x R u u R u o x u( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) (max{ ; })= + + + =
11 12 22

2 2

= + ¼F x u t o2 ( , , ) ( ), (4.3)

где F x u t2 ( , , ) — не от ри ца тель ная функ ция x u,  и F t2 0 0 0( , , ) º . Пред -
по ло же нию (4.3) удов ле тво ря ют все функ ции, с по мо щью ко то рых
обыч но оце ни ва ет ся ка че ст во управ ле ния.

Кро ме того мы до пус тим, что управ ле ние при над ле жит к асим -
пто ти че ско му клас су G N , а мат ри ца A име ет пред став ле ние (3.2).

За ме ча ние 1. Эти по след ние пред по ло же ния с при клад ной точ -
ки зре ния бо лее ог ра ни чи тель ны, по сколь ку они не ох ва ты ва ют
клас сы за дач, в ко то рых управ ле ние но сит ре лей ный ха рак тер, а
мат ри ца A име ет су ще ст вен ную осо бен ность на ¥.
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Обо зна чим

S t x F x u t dt
t

( , ) min ( , , )
1 1

1

=
¥

ò

при ус ло ви ях (1.1) и (1.4) и

S t x t x F x u t dt
t

t

( , ; , ) min ( , , )
1 1 2 2

1

2

= ò

при ус ло ви ях (1.1) и x t x( )
1 1

= , x t x( )2 2= . Та ким об ра зом,

S t x S t x T x S T x T t
x T T

T

( , ) min{ ( , ; , ) ( , )}0 0 0 0 0= + " > . (4.4)

Ре ше ние этой за да чи обо зна чим че рез x u* *, .
Пусть те перь $u — не ко то рое до пус ти мое управ ле ние, ко то рое

пе ре во дит сис те му из со стоя ния ( , )x TT  в на ча ло ко ор ди нат, так что 
ин те грал

R x F x u t dtT

T

( ) ( $, $, )=
¥

ò

ко не чен. По сколь ку управ ле ние за да но, то этот ин те грал бу дет
функ ци ей толь ко xT .

Вме сто (4.4) рас смот рим со от но ше ние

S( , ) min{ ( , ; , ) ( )}t x S t x T x R x
x T T

T
0 0 0 0= + . (4.5)

Зна че ние xT , реа ли зую щее этот ми ни мум, обо зна чим че рез $xT . Оп -
ре де ле ние S( , )t x0 0  сво дит ся к сле дую щей за да че Боль ца: най ти
управ ле ние u t u t( ) ( )**= , дос тав ляю щее ми ни мум функ цио на лу

I F x u t dt R xT

t

T

* ( , , ) ( )= +ò
0

(4.6)

при ог ра ни че нии (1.1).
Если R x S T xT T( ) ( , )- ® 0 при T ® ¥, то управ ле ние U t( ), за дан -

ное с по мо щью со от но ше ний

U
u T t t T

u t t T
=

Î

Î ¥

ì
í
î

** ( ), [ , ],

( ), ( , ),
0

бу дет ап прок си ми ро вать (сла бо, в смыс ле функ цио на ла I ) ре ше ние 
ис ход ной ва риа ци он ной за да чи u * .
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За ме ча ние 2. При ре ше нии ва риа ци он ной за да чи (4.6) не об хо -
ди мо на вы бор xT  на ло жить ог ра ни че ние вида

xT ÎW, (4.8)

где W — мно же ст во то чек, из ко то ро го дос ти жи мо ко неч ное со -
стоя ние. Од на ко ус ло вие (4.8) при реа ли за ции чис лен но го рас -
че та бу дет вы пол не но ав то ма ти че ски, по сколь ку если xT 5W, то 
R xT( ) = ¥.

5. Реа ли за ция об су ж дае мой схе мы тре бу ет по строе ния до пус ти -
мо го управ ле ния $u и ре ше ния за да чи со сво бод ным кон цом (4.6).
Вто рая из этих за дач яв ля ет ся стан дарт ной за да чей оп ти маль но го
управ ле ния. По строе ние $u — это са мо стоя тель ная и труд ная за да ча, 
и в ка ж дом слу чае она тре бу ет спе ци аль но го ана ли за. Для сис те мы
(4.2) и при ус ло вии, что u G NÎ , оп ре де ле ние $u сво дит ся к за да че
не ли ней но го про грам ми ро ва ния.

Рас смот рим вспо мо га тель ную за да чу оп ре де ле ния ми ни му ма

$ ( , , )I F x u t dt
T

=
¥

ò , (5.1)

где x и u свя за ны урав не ни ем (4.2) и удов ле тво ря ют ог ра ни че ни ям

x T x xT( ) , ( )= Î ¥ =W 0. (5.2)

Пред по ло жим, что управ ле ния пред ста ви мы в виде

u
u

t

u

t
o

t
N

N N
= +¼+ +

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 1
. (5.3)

Со глас но тео ре ме Ху ку ха ра, об щее ре ше ние урав не ния (4.1) для
боль ших t пред ста ви мо в виде

x t C y s t x o
t

X C C u u t os N k N( ) ( , ) ~ ( , , , , , , )= + +
æ

è
ç

ö

ø
÷ = ¼ ¼ +

1
1 1

1

t N
s

æ

è
ç

ö

ø
÷å ; (5.4)

здесь y s t( , ) оп ре де ля ют ся фор му ла ми (3.4), а ~x  — фор му лой (3.5),
где g Bui i= , ~x  — про из воль ные по сто ян ные.

По сколь ку x ( )¥ = 0, то сум ма в вы ра же нии (5.4) долж на быть рас -
про стра не на лишь на те ин дек сы s s k, , , ,= ¼1 2 , ко то рым со от вет ст ву ют 
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соб ст вен ные зна че ния ls , об ла даю щие от ри ца тель ны ми дей ст ви тель ны -
ми час тя ми.

Из (5.4) сле ду ет, что

x X C C u u T o
TT k N N

= ¼ ¼ +
æ

è
ç

ö

ø
÷( , , , , , , )

1 1

1
. (5.5)

Ра вен ст во (5.5) оп ре де ля ет в E n  не ко то рое мно го об ра зие W — мно -
же ст во дос ти жи мо сти.

Под став ляя вы ра же ние (5.4) в (5.1) и про во дя ин тег ри ро ва ние,
по лу чим

$ ( , , , , , )I Z C C u u o
Tk N N

= ¼ ¼ +
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1 1 1

1
. (5.6)

Най дем те перь ми ни мум $I  при ус ло вии (5.5):

S T x Z C C u u o
T

T k N N
( , ) min ( , , , , , )= ¼ ¼ +

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1 1 1

1
.

Из при ве ден ных рас су ж де ний сра зу сле ду ет спо соб при бли жен но го 
оп ре де ле ния ве ли чи ны S T xT( , ), ко то рую мы обо зна чим че рез 
R T xT( , ):

R T x Z C C u uT k N( , ) min ( , , , , , )= ¼ ¼
1 1

(5.7)

при ус ло вии

x X C C u u TT k N= ¼ ¼( , , , , , , )
1 1

. (5.8)

За да ча (5.7), (5.8) — это за да ча не ли ней но го про грам ми ро ва ния. 
Оче вид но, что

S T x R x o
T

T T N
( , ) ( )= +

æ

è
ç

ö

ø
÷

-

1
1

.

Управ ле ние, реа ли зую щее зна че ние R xT( ), обо зна чим, сле дуя п. 4,
че рез $u.

6. Рас смот рим сно ва ве ли чи ну S t x( , )0 0 . Ее мож но пред ста вить в 
ви де

S t x S t x T x S T x
x X o T

T T
T

N
( , ) min { ( , ; , ) ( , )}

( )
0 0

1
0 0= +

= +
.
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Вве дем еще ве ли чи ну

S t x S t x T x S T x
x X

T T
T

1 0 0 0 0( , ) min { ( , ; , ) ( , )}= +
=

.

Если функ ция Белл ма на не пре рыв на в ок ре ст но сти оп ти маль но го
ре ше ния, то

S t x S t x o
T N

( , ) ( , )0 0 1 0 0

1
= +

æ

è
ç

ö

ø
÷. (6.1)

И, да лее,

S t x S t x T x R x o
Tx X

T T N
T

1 0 0 0 0 1

1
( , ) min ( , ; , ) ( )= + +

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

=
-

í
î

ü
ý
þ

= (6.2)

= +
æ

è
ç

ö

ø
÷

-
S( , )t x o

T N0 0 1

1
,

где S( , )t x0 0  оп ре де ля ет ся фор му лой (4.5).
Со пос тав ляя (6.1) и (6.2), по лу чим

S t x t x o
T N1 0 0 0 0 1

1
( , ) ( , )= +

æ

è
ç

ö

ø
÷

-
S .

Та ким об ра зом, име ет место

Тео ре ма 3. Если функ ция Белл ма на в за да че оты ска ния ми ни му ма
функ цио на ла (1.2) при ус ло ви ях (4.1)—(4.3) для дос та точ но боль ших T 
в ок ре ст но сти оп ти маль ной тра ек то рии не пре рыв на, то управ ле ние
U, оп ре де лен ное, фор му лой (4.7), бу дет асим пто ти че ским пред став ле -
ни ем оп ти маль но го управ ле ния u G N* Î  в том смыс ле, что

F x u t dt F x U U t dt o
Tt

N
t

( , , ) ( ( ), , )* * = +
æ

è
ç

ö

ø
÷

¥

-

¥

òò
00

1
1

,

где x U( ) — фа зо вая тра ек то рия, оп ре де ляе мая управ ле ни ем U.

За ме ча ние 3. Ус ло вие не пре рыв но сти функ ции Белл ма на яв ля -
ет ся су ще ст вен ным лишь в том слу чае, если мно же ст во дос ти жи мо -
сти W не сов па да ет со всем про стран ст вом.

Итак, при бли жен ным, асим пто ти че ским ре ше ни ем ис ход ной
за да чи с бес ко неч ным вре ме нем яв ля ет ся функ ция, реа ли зую щая
ми ни мум функ цио на ла
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I F x u t dt R x
t

T

T1

0

= +ò ( , , ) ( ).

Это за да ча со сво бод ным кон цом, и для нее мо жет быть сфор му ли -
ро ван прин цип мак си му ма. Функ ция Га миль то на бу дет при этом
иметь вид

H f F x u t= -( , ) ( , , )*y ,

где

F x u t F x u t
dR

dx
f* ( , , ) ( , , )= + ,

а им пуль сы долж ны об ра щать ся в нуль при t T= .
7. В ка че ст ве при ме ра рас смот рим тот ча ст ный слу чай, ко гда

урав не ние (1.1) ли ней ное:

&x Ax Bu= + ,

все соб ст вен ные зна че ния мат ри цы A0  из (3.2) име ют по ло жи тель -
ные дей ст ви тель ные час ти, а мат ри ца B по сто ян ная и име ет об рат -
ную. В ка че ст ве функ цио на ла рас смот рим сле дую щий:

I u u dt
t

=
¥

ò ( , )
0

.

Со глас но тео ре ме Ху ку ха ра, един ст вен ное ог ра ни чен ное ре ше ние
урав не ния (7.1) име ет вид

x
x

t

x

t
o

t
N

N N
= + ¼ + +

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 1
,

где чис ла x i  оп ре де ле ны фор му ла ми (3.6):

A x Bu A x Bu A E x0 1 1 0 2 2 1 1
= - = - - + ¼, ( ) ,

Эти фор му лы по зво ля ют оп ре де лить ве ли чи ны u i  един ст вен ным
об ра зом че рез x x

1 2, , ¼ Они бу дут ли ней ны ми функ ция ми чи сел 
x x N1

, ,¼ . Та ким об ра зом, за да ча оп ре де ле ния управ ле ния u u= $ све -
дет ся к не ко то рой за да че квад ра тич но го про грам ми ро ва ния: оты -
скать чис ла x x N1

, ,¼ , дос тав ляю щие ми ни мум квад ра тич ной фор ме

319



I x x u u dtN

T

( , , ) ( , )
1

¼ =
¥

ò

при ус ло вии x x T x TT N
N= + ¼ +

1
. На ве ли чи ну xT  здесь ни ка ких 

ог ра ни че ний не на кла ды ва ет ся.
8. Ус ло вие су ще ст во ва ния B -1  весь ма силь ное. В при клад ных

за да чах, как пра ви ло, управ ле ние име ет мень шую раз мер ность и
вхо дит не во все урав не ния сис те мы. Ко неч но, этот слу чай так же
вкла ды ва ет ся в об щую схе му п. 6. Тем не ме нее не ко то рые осо бен -
но сти име ет смысл по яс нить на при ме ре:

& ( ) ( ) ( )x x x1 1 1
2

2= + ,  & ( ) ( ) ( )x x x u2 2 1
2

1= + + . (8.1)

Оба ха рак те ри сти че ских кор ня по ло жи тель ные:

l
12

1 3 2= ± .

Сле до ва тель но, от ли чие рас смат ри вае мо го при ме ра от того, ко то -
рый был рас смот рен в п. 7, со сто ит толь ко в том, что в сис те ме
(8.1) мат ри ца В вы ро ж ден ная и В–1 не су ще ст ву ет.

Сле дуя об щей схе ме, ог ра ни чен ное ча ст ное ре ше ние мы бу дем
ис кать в виде

x
x

t

x

t
o

t
N

N N

( )

( ) ( )
1 1

1 1
1

= + + +
æ

è
ç

ö

ø
÷K ,  x

x

t

x

t
o

t
N

N N

( )

( ) ( )
2 1

2 2
1

= + + +
æ

è
ç

ö

ø
÷K .

Связь ме ж ду ве ли чи на ми u i  и x j
( )1  бу дет сле дую щая:

u x
x

1 1

2 1

1

2
= - -( )

( )

,  x x
1

2

1

12( ) ( )= - ,

u x x
x

2 2
2

1

2 2
1

2
= - - -( ) ( )

( )

,  x x x2
2

2
1

1

12( ) ( ) ( )= - - ,

u x x
x

3 3
2

2
2 3

1

2
2

= - - -( ) ( )
( )

,  x x x3
2

3
1

1

22 4( ) ( ) ( )= - - ,

и т. д. Та ким об ра зом, не толь ко ве ли чи ны u i , оп ре де ляю щие
управ ле ния, но и ве ли чи ны x i

( )2  бу дут функ ция ми x i
( )1 :
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и V x xi i i= ( , , )( ) ( )

1

1 1K ,  x X x xi i i
( ) ( ) ( ) ( )( , , )2 2

1

1 1= K .

Сле до ва тель но, и функ цио нал бу дет за ви сеть толь ко от ве ли чи ны 
x i

( )1 . За да ча оты ска ния управ ле ния $u сно ва бу дет за да чей не ли ней -
но го про грам ми ро ва ния с ог ра ни че ни ем типа ра вен ст ва, ко то рое в
дан ном слу чае име ет вид

x
x

T

x

TT
N

N

( )
( ) ( )

1 1

1 1

= + +K .

Ве ли чи на xT
( )2  при этом не мо жет быть за да на про из воль но. Она

оп ре де лит ся од но знач но:

x
x

T

x

TT
N

N

( )
( ) ( )

2 1

2 2

= + +K .

Эта осо бен ность рас смат ри вае мой за да чи — след ст вие того фак та,
что ог ра ни чен ные ре ше ния сис те мы (8.1) мо гут быть по ро ж де ны
толь ко не ко то рым од но мер ным мно го об ра зи ем.

9. Рас смот рим те перь за да чу эко но ми че ско го рос та. Она со сто -
ит в оты ска нии ми ни му ма функ цио на ла (1.4) при ог ра ни че ни ях
(1.1) и (1.3). Ог ра ни че ния на пра вый ко нец тра ек то рии от сут ст ву -
ют, и ком по нен ты век то ра х в об щем слу чае не ог ра ни чен но
воз рас та ют.

Ус ло вим ся рас смат ри вать тот слу чай (ко то рый обыч но изу ча ет -
ся в эко но ми ке), ко гда диф фе рен ци аль ные свя зи ли ней ные

& ( ) ( )x A t x B t u= + (9.1)

и ог ра ни че ния (1.3) име ют вид 0 £ £u k xi i i , где ki Î [0, 1].
Ус ло вим ся, на ко нец, что в ок ре ст но сти бес ко неч но уда лен ной

точ ки мат ри цы А и В име ют пред став ле ния (3.2).
Вме сто управ ле ния и (t) вве дем но вое u x= Q , где Q — диа го -

наль ная мат ри ца, эле мен ты ко то рой удов ле тво ря ют ус ло ви ям

0 £ £Q i ik . (9.2)

Урав не ние (9.1) мы мо жем те перь пред ста вить в виде

& ( )x A B x= + Q . (9.3)
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Та ким об ра зом, еще одна из осо бен но стей этой за да чи со сто ит в
том, что диф фе рен ци аль ная связь — это од но род ное урав не ние.
Из ме не ние управ ле ния не по сред ст вен но влия ет на ве ли чи ну ха рак -
те ри сти че ских по ка за те лей.

Ус ло вим ся изу чать класс управ ле ний, об ла даю щих сле дую щей
асим пто ти кой:

Q Q
Q Q

= + + + +
æ

è
ç

ö

ø
÷0

1 1

t t
o

t
N

N N
K .

Бо лее того, мат ри цу Q0 мы бу дем счи тать из вест ной.

За ме ча ние 4. По доб ное пред по ло же ние тес но свя за но с тео ри ей
ма ги ст ра лей: для дос та точ но боль ших t раз ви тие эко но ми ки стре -
мит ся иметь мак си маль ный темп рос та в ка ж дый дан ный мо мент:

( , ) maxc x ® .

При t ® ¥ это ус ло вие дает

( , ) maxc B x0 0Q ®

и мат ри ца Q0 оп ре де ля ет ся из ре ше ния за да чи ли ней но го
про грам ми ро ва ния.

Пред по ло жив, что соб ст вен ные зна че ния мат ри цы A B0 0 0+ Q

не крат ные, мы мо жем сно ва при ме нить тео ре му Ху ку ха ра и пред -
ста вить об щее ре ше ние урав не ния (9.3) в фор ме

x C y s ts
s

n

=
=

å ( , )
1

,

где у (s, t) име ют пред став ле ния (3.4) и бу дут явно вы ра же ны че рез
эле мен ты мат риц Q Q

1
, ,K N , т. е. ве ли чи ны q

ik
.

Сле до ва тель но, и функ цио нал бу дет функ ци ей этих ве ли чин:

I C C y s t p t dt I C Cs
st

T

n ik
=

æ

è
ç

ö

ø
÷ =åò , ( , ) ( ) ( , , , )

0

1
K q . (9.4)

Даль ней шая схе ма вы чис ле ний впол не оче вид на. От бра сы вая чле ны
по ряд ка o t N( )1 , мы оп ре де лим до пус ти мое управ ле ние $u как ре ше -
ние сле дую щей за да чи не ли ней но го про грам ми ро ва ния: оп ре де лить
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ве ли чи ны C C n1
, ,K  и эле мен ты q

ik
, дос тав ляю щие ми ни мум функ -

ции (9.4) при ус ло ви ях (9.2) и ус ло вии типа ра вен ст ва

x C y s tT s
s

= å ( , ). (9.5)

Для рас смат ри вае мо го слу чая так же мо жет быть сфор му ли ро ва -
на тео ре ма, ана ло гич ная той, ко то рая сфор му ли ро ва на в п. 6. Бо лее 
того, так как ус ло вие (9.5) не на кла ды ва ет ни ка ких ог ра ни че ний на 
вы бор хT (за да ча со сво бод ным кон цом и лю бая точ ка хT при над ле -
жит мно же ст ву дос ти жи мо сти), то мы мо жем не тре бо вать не пре -
рыв но сти функ ции Белл ма на.

10. В ос но ву дан ной ра бо ты была по ло же на идея пред ва ри тель -
ной «асим пто ти че ской об ра бот ки» ис ход ной за да чи — ее за ме на не -
ко то рой бо лее про стой за да чей с ко неч ным вре ме нем. Идея та ко го
пред ва ри тель но го ана ли за не од но крат но ис поль зо ва лась в ра бо тах
Вы чис ли тель но го цент ра АН СССР. В ча ст но сти, на ней были ос -
но ва ны чис лен ные ме то ды рас че та тра ек то рий кос ми че ских объ ек -
тов, по зво лив шие про во дить чис лен ное ин тег ри ро ва ние с боль шим 
ша гом по не за ви си мой пе ре мен ной [2], ме то ды рас че та ко ле ба ний
вяз кой жид ко сти [3] и т. д.

Та кой под ход к ре ше нию за дач с осо бен но стя ми по зво ля ет, как 
пра ви ло, зна чи тель но уп ро стить про цеду ру по лу че ния чис лен ных
ре ше ний. В слу чае рас смот рен ных оп ти ми за ци он ных за дач он по -
зво лил, в ча ст но сти, из бе жать труд ной вспо мо га тель ной за да чи
оты ска ния не об хо ди мых ус ло вий типа прин ци па мак си му ма.

Ко неч но, пред ла гае мая схе ма не дает еще об щей тео рии. Мы рас -
смот ре ли лишь не ко то рые ча ст ные слу чаи, и пред ла гае мая фор ма ана -
ли за не мо жет быть не по сред ст вен но пе ре не се на на об щий класс за дач, 
в ко то рых управ ле ния об ла да ют ог ра ни чен ной энер ге ти че ской нор мой.
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Оп ти ми за ция и управ ле ние (эво лю ция идей
и пер спек ти вы)

Идеи оп ти ми за ции про ни зы ва ют все раз де лы тео рии управ ле ния,
яв ля ясь по су ще ст ву ос но вой ана ли за и про ек ти ро ва ния (син те за)
сис тем управ ле ния объ ек та ми са мой раз лич ной при ро ды. Се го дня
опуб ли ко ва но уже мно го пер во класс ных об зо ров, со дер жа щих де -
таль ный ана лиз ос нов ных ре зуль та тов и кон цеп ций ис поль зо ва ния
идей оп ти ми за ции и под роб ное об су ж де ние мес та и роли от дель -
ных ис сле до ва ний. Эти об зо ры снаб же ны к тому же об шир ной
биб лио гра фи ей, и чи та те лю, ко то рый ну ж да ет ся в по доб ной ин -
фор ма ции, мож но ре ко мен до вать, на при мер, об зор [1].

В на стоя щей ста тье рас ска зы ва ет ся о том, ка ким об ра зом идеи
оп ти ми за ции сде ла лись од ним из ос нов ных ин ст ру мен тов раз ви тия 
тео рии управ ле ния, как в свою оче редь тео рия управ ле ния ока за ла
ре шаю щее влия ние не толь ко на раз ви тие ма те ма ти че ских тео рий,
но и транс фор ми ро ва ла само со дер жа ние по ня тия «оп ти маль ность» 
в управ ле нии. На стоя щая ра бо та, ко неч но, ни как не пре тен ду ет на
пол но ту из ло же ния и от ра жа ет лишь те субъ ек тив ные пред став ле -
ния, ко то рые сфор ми ро ва лись по это му во про су у ав то ра.

1. Воз ник но ве ние тео рии управ ле ния обыч но свя зы ва ют с
име на ми Мак свел ла и Выш не град ско го. И для это го есть дос та -
точ но вес кие при чи ны. Сам тер мин «управ ле ние» име ет смысл то -
гда, ко гда име ет ся цель, к ко то рой мы стре мим ся, и оп ре де лен ные 
воз мож но сти (ре сурс), ко то рые мы мо жем ис поль зо вать для ее
дос ти же ния. К се ре ди не XIX в. уже были соз да ны про стей шие ре -
гу ля то ры, и пер вые за да чи воз ни каю щей тео рии со стоя ли в том,
что бы так рас по ря дить ся, так вы брать па ра мет ры этих ре гу ля то ров 
(т. е. так его спро ек ти ро вать), что бы обес пе чить ус той чи вость за -
дан но го ста цио нар но го ре жи ма ра бо ты ма ши ны. В ра бо тах Мак -
свел ла и Выш не град ско го чет ко сфор му ли ро ва на цель управ ле -
ния — обес пе че ние ус той чи во сти и пред ло же ны ме то ды, по зво -
ляю щие вы брать па ра мет ры сис те мы управ ле ния. За тем на про тя -
же нии поч ти ста лет ос нов ные про бле мы тео рии управ ле ния так
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или ина че ока зы ва лись свя зан ны ми с про бле ма ми ус той чи во сти.
В 1920-е, а осо бен но в 1930-е годы в тео рии ре гу ли ро ва ния (то -
гдаш ний си но ним тео рии управ ле ния) ши ро кое рас про стра не ние
по лу чи ли идеи и ме то ды ля пу нов ской ус той чи во сти, и в свою оче -
редь тео рия ре гу ли ро ва ния не пре рыв но ин ду ци ро ва ла ин те рес ма -
те ма ти ков к за да чам ус той чи во сти.

Зна че ние идей оп ти ми за ции в тео рии управ ле ния лег ко объ яс -
нить. Ме то ды тео рии управ ле ния долж ны да вать воз мож ность оп -
ре де лять па ра мет ры (или функ ции), ко то рые обес пе чи ва ют дос ти -
же ние оп ре де лен ной цели. А за да ча дос ти же ния лю бой цели (ус -
той чи во сти, ка че ст ва и т. д.) всег да мо жет быть сфор му ли ро ва на на 
«оп ти ми за ци он ном» язы ке. По ка жем это на при ме ре про бле мы
ус той чи во сти.

За да ча фор му ли ро ва лась сле дую щим об ра зом. Рас смат ри ва ет ся
ди на ми че ская сис те ма

& ( , , , , )x f x t c c
k

= ¼
1

,

где c c c
k1 2, , ,¼  — не ко то рые ска ляр ные па ра мет ры. Это — сво бод -

ные па ра мет ры, или, как те перь го во рят, управ ле ния. Если речь
идет об ав то пи ло те, то c c

k1
, ,¼  — па ра мет ры, ха рак те ри зую щие об -

рат ную связь. За да ча со сто ит в том, что бы вы брать их та ким об ра -
зом, что бы не ко то рое ча ст ное ре ше ние сис те мы

& ( , , , , )x f x t с с
k

0 0
1

= ¼ (1.1)

было ус той чи вым в смыс ле Ля пу но ва. Как пра ви ло, рас смат ри ва -
лось не ко то рое ста цио нар ное ре ше ние сис те мы (1.1).

Вве дем те перь функ цию этих па ра мет ров

J c c
k0 1

1

0
( , , )

,

,
¼ =

если    траектория    устой ива,

если    траектория    неустой ива.

ì
í
î

(1.2)

То гда за да ча ус той чи во сти мо жет трак то вать ся как за да ча оты -
ска ния чи сел c c

k1
, ,¼ , дос тав ляю щих мак си мум функ ции (1.2).

Если ci стес не ны ус ло вия ми вида

( , , , ) ( , , , )c c c G s r
k s1 2 1 2¼ Î = ¼ , (1.3)
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где Gs — не ко то рые за дан ные мно же ст ва в про стран ст ве па ра мет -
ров, то за да ча оты ска ния мак си му ма функ ции (1.2) бу дет не ко то -
рой спе ци аль ной за да чей не ли ней но го про грам ми ро ва ния.

2. Та кая пе ре фор му ли ров ка за да чи ус той чи во сти сама по себе
еще не яв ля ет ся ис точ ни ком ка ких-ли бо но вых ме то дов. Она про -
сто ил лю ст ри ру ет тот поч ти оче вид ный факт, что прак ти че ски лю -
бая за да ча тео рии управ ле ния — это за да ча оты ска ния не ко то ро го
ре ше ния, оп ти маль но го в том или ином смыс ле.

За да ча (1.2), (1.3) не вы де ля ет един ст вен но го ре ше ния. Ус ло -
вия, ко то рым долж ны удов ле тво рять па ра мет ры сис те мы для того,
что бы обес пе чить ее ус той чи вость, оп ре де ля ют не ко то рое мно же ст -
во W Î IG s . Это оз на ча ет, что кон ст рук тор, про ек ти рую щий сис те -
му, име ет еще дос та точ но про из во ла: обес пе чив ус той чи вость, он
мо жет еще удов ле тво рить це ло му ряду до пол ни тель ных тре бо ва ний. 
Так ро ж да ет ся за да ча о «ка че ст ве управ ле ния» ус той чи вым дви же -
ни ем. Как пра ви ло, эти до пол ни тель ные тре бо ва ния на кла ды ва ют -
ся на ха рак тер пе ре ход но го про цес са. Их так же лег ко сфор му ли ро -
вать на язы ке оп ти ми за ции по доб но за да че ус той чи во сти. Та ким
об ра зом, за да ча про ек ти ро ва ния сис те мы управ ле ния мо жет быть
сфор му ли ро ва на как не ко то рая мно го кри те ри аль ная за да ча: оты -
скать чис ла ci, удов ле тво ряю щие ус ло ви ям (1.3) и дос тав ляю щие
мак си мум (ми ни мум) функ ци ям J c c ci k

( , , , )
1 2 ¼  ( , , , )i N= ¼0 1 . В об -

щем слу чае эта за да ча не име ет ре ше ния и про бле ма вы бо ра
ci — про бле ма оты ска ния не ко то ро го ком про мис са. Од на ко есть 
один спе ци аль ный слу чай, ко гда про бле ма мно го кри те ри аль ной 
(или, как го во рят, век тор ной) оп ти ми за ции сво дит ся к за да че
не ли ней но го про грам ми ро ва ния.

Обо зна чим че рез W i  мно же ст во зна че ний па ра мет ров, дос тав ляю -

щих ми ни мум функ цио на лу J i , и пред по ло жим, что W W= ¹ Æ
=

i
i

N

0
I .

То гда оче вид но, что рас смат ри вае мая за да ча век тор ной оп ти ми за ции
сво дит ся к по сле до ва тель но сти за дач не ли ней но го про грам ми ро ва ния

J c ci k j
j

i

Þ ¼ Î
=

min, ( , , )
1

1

WI . (2.1)

В пред во ен ные годы по яви лось до воль но мно го ра бот, по свя -
щен ных ка че ст ву управ ле ния ус той чи вы ми ре жи ма ми. Все они до -
пус ка ют фор му ли ров ку в тер ми нах за да чи (2.1).
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При ме ча ние. Ог ра ни че ния так же мож но вклю чить в чис ло
функ цио на лов и опе ри ро вать толь ко тер ми на ми тео рии век тор ной
оп ти ми за ции. Од на ко для даль ней ше го из ло же ния по доб ные обоб -
ще ния нам бу дут не нуж ны.

3. В по сле во ен ные годы язык тео рии оп ти ми за ции во все боль -
шей сте пе ни на чи на ет ис поль зо вать ся в тео рии управ ле ния. Для
это го мно го при чин, глав ная из ко то рых — рас ши ре ние фрон та ис -
сле до ва ния, по яв ле ние но вых объ ек тов, изу че ни ем ко то рых на чи -
на ет за ни мать ся тео рия управ ле ния. Если в пред во ен ные годы изу -
ча лись пре ж де все го ста цио нар ные ре жи мы, ус той чи вость рав но -
мер но го по ле та са мо ле та, ста би ли за ция обо ро тов тур би ны и т. д.,
то в по сле во ен ные годы за про сы тех ни ки тре бу ют все боль шей сте -
пе ни ана ли за не ста цио нар ных про цес сов.

Од ним из ос нов ных ис точ ни ков но вых за дач ока за лась на пер -
вых по рах ра кет ная тех ни ка. Управ ле ние объ ек та ми, пе ре груз ка
ко то рых дос ти га ла де сят ков g, ра зу ме ет ся, ни как не вкла ды ва лось
в тра ди ци он ные рам ки тео рии ре гу ли ро ва ния. Ко неч но, еще и
сей час в ин же нер ной прак ти ке ис поль зу ют ся клас си че ские ме то -
ды этой тео рии. Од на ко без ана ли за, ко то рый ис поль зу ет со вре -
мен ные ме то ды, ни ка кие дей ст ви тель но слож ные за да чи про ек ти -
ро ва ния не мо гут быть ре ше ны. В са мом деле, весь ак тив ный уча -
сток ра ке ты, т. е. те не мно гие ми ну ты, в те че ние ко то рых ра ке та
раз го ня ет ся до кос ми че ской ско ро сти, — это не ко то рый пе ре ход -
ный про цесс. И ис сле до ва ние ля пу нов ской ус той чи во сти, ко неч -
но, ока зы ва ет ся здесь не дос та точ ным для про ек ти ро ва ния управ -
ле ния ра ке той.

Ме сто за да чи ус той чи во сти как ос нов ной за да чи тео рии управ -
ле ния на чи на ют за ни мать за да чи оты ска ния оп ти маль но го управ ле -
ния. Ра кет ная тех ни ка была пер вой и, мо жет быть, глав ной при чи -
ной соз да ния и раз ви тия тео рии оп ти маль но го управ ле ния, но вой
гла вы об щей тео рии управ ле ния. Этой тео рии было су ж де но пре -
вра тить ся в тео рию управ ле ния из не ко то ро го раз де ла ме ха ни ки
(ка кой была тео рия ре гу ли ро ва ния) в об шир ную об ласть че ло ве че -
ских зна ний. Ее про бле ма ти ка се го дня свя за на не толь ко с тех ни -
кой, эко но ми кой, тео ри ей со ци аль ных про цес сов, но и с лю бой
об ла стью че ло ве че ской дея тель но сти, где име ет смысл ис поль зо -
вать тео рию при ня тия ре ше ний, од ним из ос нов ных раз де лов ко то -
рой и ста ла тео рия управ ле ния.
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На ча лось все с не боль шой ра бо ты Д.Е. Охо цим ско го [2], со дер -
жав шей ре ше ние пер вой за да чи тео рии оп ти маль но го управ ле ния,
ко то рая ныне хо ро шо из вест на спе циа ли стам. Имен но она от кры ла 
пер вую стра ни цу но вой тео рии.

Еще до вои ны тео рия управ ле ния уже име ла дело с оп ти ми за -
ци он ны ми за да ча ми. Од на ко то гда речь шла о ми ни ми за ции функ -
ции, об оты ска нии па ра мет ров, дос тав ляю щих ха рак те ри сти ке ка -
че ст ва мак си маль ное зна че ние. Те перь же речь шла об оты ска нии
функ ции, дос тав ляв шей экс тре мум не ко то ро му функ цио на лу

J u t x f x u t[ ( )] min, & ( , , )Þ = . (3.1)

Фор маль но за да ча (3.1) на по ми на ет по ста нов ку клас си че ской за да -
чи ва риа ци он но го ис чис ле ния. Од на ко она со дер жит одну осо бен -
ность, ис клю чаю щую воз мож ность не по сред ст вен но ис поль зо вать
ап па рат ва риа ци он но го ис чис ле ния. Дело в том, что техни чес ки
пра виль но по став лен ные за да чи всег да со дер жат ог ра ни че ния на
управ ле ние. Так, на при мер, в ра бо те Д.Е. Охо цим ско го управ ле -
ние — ве ли чи на тяги или рас ход мас сы — ес те ст вен но, не мог ло
быть от ри ца тель ным или пре вос хо дить не ко то рую кон стан ту. Та -
ким об ра зом, к ус ло ви ям (3.1) долж но быть до бав ле но ус ло вие 
u y G( )Î , где G не ко то рое мно же ст во, ко то рое мо жет быть и замк ну -
тым. Та ким об ра зом, вме сте с за да ча ми ми ни ми за ции рас хо да то п -
ли ва по лу чен но вый класс ма те ма ти че ских за дач, тре бую щий раз -
ви тия спе ци фи че ских ме то дов.

4. На пер вых по рах ка кие-ли бо спе ци аль ные ме то ды ана ли за
за дач тео рии оп ти маль но го управ ле ния от сут ст во ва ли. В [2] и по то -
ке ра бот, ко то рый воз ник по сле нее в кон це 1940-х го дов в СССР и 
за ру бе жом, ре ше ние за да чи опи ра лось на пря мой ана лиз ва риа ции 
функ цио на ла. Это оз на ча ет, что ка ж дая за да ча в то вре мя тре бо ва ла 
изо бре те ния спе ци аль ных прие мов ис сле до ва ния. Об щий фор ма -
лизм тео рии оп ти маль но го управ ле ния, по лу чив ший на зва ние
прин ци па мак си му ма, соз дан Л.С. Пон тря ги ным и его уче ни ка ми
В.Г. Бол тян ским, Р.В. Гам кре лид зе и Е.Ф. Ми щен ко в пер вой по -
ло ви не 1950-х го дов [3]. Прин цип мак си му ма по зво лил ре ду ци ро -
вать за да чу оты ска ния оп ти маль но го управ ле ния к не ко то рой спе -
ци аль ным об ра зом по став лен ной крае вой за да че.

При ве дем ее фор му ли ров ку. Пусть речь идет об оты ска нии ми -
ни му ма функ цио на ла
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J u t F x u t dt
t

T

[ ( )] ( , , )= ò
0

(4.1)

при диф фе рен ци аль ных свя зях (3.1) и ог ра ни че нии u t G t( ) ( )Î . Вве -
дем функ цию H f F= -( , )l . Здесь l( )t  — век тор мно жи те лей Ла гран -
жа. Пусть он удов ле тво ря ет сис те ме урав не ний

& ( , )l ¶ ¶ l= - = - +H x f Fx x . (4.2)

Прин цип мак си му ма ут вер жда ет, что оп ти маль ное управ ле ние для
лю бо го t долж но быть ре ше ни ем за да чи

" Þ Ît H x u t u G: ( , , ) max; . (4.3)

Сам по себе этот резуль тат име ет вы даю щее ся зна че ние для ма те ма -
ти ки. В са мом деле, в клас си че ском ва риа ци он ном ис чис ле нии, ко -
то рое изу ча ет за да чу (4.1) при ус ло вии, что мно же ст во G сов па да ет
со всем про стран ст вом, т. е. за да чу ка че ст вен но бо лее про стую, ут -
вер жда ет ся толь ко ста цио нар ность функ ции Га миль то на. Та ким об -
ра зом, Л.С. Пон тря ги ну уда лось в бо лее слож ной за да че по лу чить
резуль тат зна чи тель но бо лее силь ный, чем ана ло гич ный резуль тат в
клас си че ском ва риа ци он ном ис чис ле нии. Этот факт уже сам по себе 
за ме ча те лен — по лу чить в се ре ди не XX в. но вый резуль тат в клас си -
че ском ва риа ци он ном ис чис ле нии — дис ци п ли не, ис то рия ко то рой
на счи ты ва ет уже поч ти 300 лет, где ра бо та ли Л. Эй лер, Ж.-Л. Ла -
гранж, К.Г. Яко би, К. Вей ер шт расс и де сят ки дру гих вы даю щих ся
ма те ма ти ков, — дос ти же ние уни каль но го на уч но го зна че ния*.

Ре зуль та ты Л.С. Пон тря ги на име ли и чис то при клад ное зна че -
ние. В са мом деле, за да ча (4.3) по зво ля ет оп ре де лить

u u x t= ( , , )l . (4.4)

Под став ляя (4.4) в (3.1) и (4.2), по лу чим сис те му 2n-го по ряд ка, ко -
то рая бу дет иметь вид
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& ( , , ), & ( , , )x x t x t= =j l l y l . (4.5)

Ус ло вия транс вер саль но сти вме сте с ус ло вия ми на ле вом кон це фа -
зо вой тра ек то рии х (t) оп ре де ля ют 2n гра нич ных ус ло вий для сис те -
мы (4.5). Та ким об ра зом, из тео ре мы Пон тря ги на сле ду ет ут вер жде -
ние: оп ти маль ные тра ек то рии не об хо ди мо долж ны со дер жать ся
сре ди ре ше ний крае вой за да чи (4.5).

Та ким об ра зом, прин цип мак си му ма по зво лил уни фи ци ро вать
фор ма лизм ре ше ния ши ро ко го клас са за дач управ ле ния, ко то рые
воз ни ка ют в тех ни ке.

Ра бо ты шко лы Л.С. Пон тря ги на сра зу же при об ре ли ми ро вую
из вест ность, и на их базе воз ник ли мно го чис лен ные ал го рит мы
чис лен но го ре ше ния при клад ных за дач (см., на при мер, [4], где
дано опи са ние ос нов ных спо со бов чис лен но го ре ше ния). Ко неч но,
тео рия Л.С. Пон тря ги на была не един ст вен ным ис точ ни ком идей
для эф фек тив но го оты ска ния оп ти маль ных тра ек то рий. Це лый ряд
идей и ме то дов при вле чен в тео рию управ ле ния из вне, ко гда в кон -
це 1950-х го дов тео рия управ ле ния пе ре ста ла ог ра ни чи вать ся толь -
ко тех ни че ски ми объ ек та ми и втор глась в сфе ру со ци аль ных про -
цес сов и пре ж де все го в эко но ми ку.

При ме ча ние. Раз ви тие идей тео рии оп ти маль но го управ ле ния
по влия ло на це лый ряд по ста но вок за дач тео рии управ ле ния. Од -
ним из яр ких при ме ров пло до твор но сти ис поль зо ва ния язы ка оп -
ти ми за ции яви лась тео рия ин ва ри ант но сти. Эта тео рия име ет
труд ную и дол гую ис то рию [5]. При ме не ние язы ка тео рии оп ти -
маль ных управ ле ний сде ла ло про бле му ин ва ри ант но сти со вер шен -
но про зрач ной: най ти ус ло вия не за ви си мо сти функ ции Га миль то -
на от воз му ще ний, ко то рые рас смат ри ва ют ся как не ко то рые
управ ле ния. Та кая пе ре фор му ли ров ка сво дит за да чу к ана ли зу ва -
риа ции функ цио на ла и, сле до ва тель но, от кры ва ет воз мож ность
ис поль зо ва ния все го ар се на ла средств тео рии оп ти маль но го
управ ле ния. Эта точ ка зре ния пред ло же на Л.И. Ро зо но эром [6].
По су ще ст ву, во вся ком слу чае с точ ки зре ния ма те ма ти ки, про -
бле ма ин ва ри ант но сти се го дня за кры та в пре вос ход ном ис сле до -
ва нии В.В. Ве ли чен ко [7]. Им пред ло жен прак ти че ски ис чер пы -
ваю щий на бор не об хо ди мых и дос та точ ных ус ло вий не толь ко
силь ной, но и сла бой ин ва ри ант но сти.
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5. За да чи тео рии оп ти маль но го управ ле ния — со вер шен но но -
вые эле мен ты в тео рии управ ле ния. Ко неч но, тео рия управ ле ния и
рань ше име ла дело с оп ти ми за ци он ны ми за да ча ми. Бо лее того, и
на это мы спе ци аль но об ра ти ли вни ма ние чи та те ля, все тра ди ци он -
ные за да чи, ко то ры ми за ни ма лась тео рия, мог ли быть сфор му ли ро -
ва ны на язы ке оп ти ми за ции. И тем не ме нее со дер жа тель ный
смысл их был со вер шен но иной.

Оп ти ми за ци он ные за да чи, ко то рые ре ша лись в пред во ен ные
годы, име ли сво ей це лью оп ре де лить струк ту ру и ко эф фи ци ен ты
об рат ной свя зи (ко эф фи ци ен ты уси ле ния), ко то рые га ран ти ро ва ли
ус той чи вость и тре буе мое ка че ст во за дан но го, за ра нее ус та но вив -
ше го ся про грамм но го дви же ния. В за да чах, ко то рые ста ли ре шать
ин же не ры в по сле во ен ные годы, воз ник ла про бле ма оты ска ния са -
мо го про грамм но го дви же ния. И тео рия оп ти маль но го управ ле -
ния — это, соб ст вен но, и есть тео рия оп ти маль ных про грамм. Од -
на ко по яв ле ние но вых за дач ни как не умень ша ло зна че ния тра ди -
ци он ной про бле мы син те за опе ра то ра об рат ной свя зи.

При рас че те про грамм но го дви же ния всег да ис поль зу ет ся идеа -
ли зи ро ван ная схе ма дви же ния и де ла ют ся не ко то рые пред по ло же -
ния о при ро де кон крет ной реа ли за ции воз му щаю щих воз дей ст вий.
Ре аль ность, ра зу ме ет ся, бы ва ет иной. Управ ляе мый объ ект ни ко гда 
не дви жет ся точ но вдоль про грамм ной тра ек то рии, по этому что бы
управ ляе мый объ ект дос тиг цели, всег да не об хо ди ма еще не ко то рая 
сис те ма управ ле ния (ав то мат).

Обо зна чим че рез ~( )x t  про грамм ную тра ек то рию. То гда дви же ние
управ ляе мо го объ ек та мо жет быть опи са но сис те мой урав не ний ви да

& (~, , , , )x x x v t= j x , (5.1)

где v — до пол ни тель ное (кор рек ти рую щее) управ ле ние, ко то рым
рас по ла га ет сис те ма управ ле ния, x( )t  — слу чай ный про цесс, т. е. по -
ме хи, ко то рые не дают воз мож но сти ап па ра ту точ но сле до вать рас -
чет ной тра ек то рии. За да ча син те за со сто ит в та ком вы бо ре управ ле -
ния v, что бы в ка ком-то смыс ле наи луч шим об ра зом дос тичь цели
управ ле ния. В клас си че ских за да чах тео рии ре гу ли ро ва ния для это го 
ока зы ва лось дос та точ ным (с техни чес кой точ ки зре ния) обес пе чить
ус той чи вость сис те мы. Но вый тип за да чи — управ ле ние оп ти маль -
ной тра ек то ри ей на ко неч ном ин тер ва ле вре ме ни — предъ яв ля ет и
дру гие тре бо ва ния. При ве дем ти пич ный при мер.
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Пусть речь идет о вы во де кос ми че ско го ап па ра та на кру го вую
ор би ту. Пред по ла гая по ме хи от сут ст вую щи ми, мы оп ре де ли ли про -
грамм ную тра ек то рию, ко то рая вы во дит нашу ра ке ту на рас чет ную
ор би ту с ми ни маль ной за тра той то п ли ва. За да ча ав то пи ло та — так
рас по ря дить ся кор рек ти рую щим управ ле ни ем (и его ре сур сом),
что бы наи бо лее точ но были вы пол не ны тер ми наль ные ус ло вия,
т. е. ус ло вия вы хо да ап па ра та на ор би ту. По сколь ку х — те перь слу -
чай ная век тор-функ ция, это тре бо ва ние со сто ит в ми ни ми за ции
не ко то ро го функ цио на ла вида

J x T Rx T
1

= ( ( ), ( )), (5.2)

где R — по ло жи тель но оп ре де лен ная мат ри ца, а чер та оз на ча ет знак 
ос ред не ния.

Итак, за да ча син те за сво дит ся к оп ре де ле нию та ко го v VÎ , ко то -
рое дос тав ля ет ми ни мум функ цио на ла вида (5.2) при ус ло вии (5.1). 
Эта за да ча ка че ст вен но от ли ча ет ся от за да чи тео рии оп ти маль но го
управ ле ния, в ко то рой ра зы ски ва ют ся про грам ма х (t) и оп ти маль -
ное управ ле ние u (t) как функ ция вре ме ни. Бо лее или ме нее оче -
вид но, что в за да че (5.1), (5.2) речь долж на идти не об оты ска нии
v (t), а об оты ска нии управ ле ния v (x) как функ ции фа зо вых ко ор -
ди нат. Сле до ва тель но, за да ча оты ска ния оп ти маль но го кор рек ти -
рую ще го управ ле ния сво дит ся к по строе нию опе ра то ра об рат ной
свя зи. Та ким об ра зом, по ста нов ка за да чи син те за ана ло гич на клас -
си че ской за да че тео рии ре гу ли ро ва ния с той толь ко раз ни цей, что
вме сто функ цио на ла (1.2) рас смат ри ва ет ся функ цио нал (5.2).

За да ча син те за зна чи тель но слож нее за да чи тео рии оп ти маль но -
го управ ле ния, и ка кие-ли бо стан дарт ные ме то ды ее чис лен но го
ре ше ния от сут ст ву ют (да и вряд ли мо гут быть соз да ны). Эти труд -
но сти но сят прин ци пи аль ный ха рак тер. Тех ни че ская по ста нов ка
за да чи син те за тре бу ет уче та слу чай ных воз му ще ний. Соб ст вен но
го во ря, для борь бы с ними и соз да ет ся сис те ма управ ле ния (или
кор рек ции). Сле до ва тель но, фа зо вый век тор x t( ) обя за тель но дол -
жен счи тать ся слу чай ной век тор-функ ци ей. Пред ста вим себе, что
нам за да но v x( ). Урав не ние (5.1) оп ре де ля ет слу чай ный про цесс
x t( ), ко то рый за ви сит от при ро ды слу чай но го про цес са x( )t . Пред -
по ло жим, что все ста ти сти че ские ха рак те ри сти ки про цес са x( )t  из -
вест ны. Од на ко эф фек тив но оп ре де лить ста ти сти че ские ха рак те ри -
сти ки про цес са x t( ) мож но толь ко в не ко то рых ис клю чи тель ных
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слу ча ях, на при мер, если f — ли ней ная функ ция x и x. Един ст вен -
ным ин ст ру мен том ана ли за об щей не ли ней ной за да чи яв ля ет ся ме -
тод Мон те-Кар ло. Его труд ность для ана ли за слу чай ных про цес сов
об ще из ве ст на. Она ис клю ча ет воз мож ность ре ше ния сколь-ни будь
слож ных за дач.

Вот по че му ос нов ные уси лия были на прав ле ны на ре ше ние за -
дач ли ней но го син те за. Этим тер ми ном на зы ва ют за да чи, в ко то -
рых диф фе рен ци аль ные свя зи (5.1) ли ней ны от но си тель но x, v и x

и, кро ме того, кор рек ти рую щее управ ле ние v — ли ней ная функ ция
фа зо вых пе ре мен ных: v B t x= ( ) . Для ре ше ния за дач ли ней но го син -
те за раз ра бо тан це лый ряд эф фек тив ных ин же нер ных ме то дов. В
том слу чае, ко гда мат ри ца B = const, за да ча мо жет быть све де на к
не ко то рой за да че не ли ней но го про грам ми ро ва ния. К со жа ле нию,
она ока зы ва ет ся мно го экс тре маль ной. Тем не ме нее В.М. По но ма -
ре вым пред ло жен весь ма эф фек тив ный ме тод, ос но ван ный на идее
сгла жи ва ния [8]. Ав то ром на стоя щей ста тьи по ка за но, что для за да -
чи ли ней но го син те за мо гут быть по лу че ны не об хо ди мые ус ло вия
типа прин ци па мак си му ма, а сле до ва тель но, и ре гу ляр ные спо со бы 
ре ше ния [4]. Что же ка са ет ся за дач не ли ней но го син те за, то ус пе хи 
здесь скром ные. Те при бли жен ные ме то ды, ко то рые име ют при -
клад ную цен ность, свя за ны глав ным об ра зом с иде ей ста ти сти че -
ской ли неа ри за ции И.Е. Ка за ко ва [9].

При ме ча ние. За да ча син те за ус лож ня ет ся, если в ре аль ных ус ло -
ви ях из ме ре ние фа зо вых пе ре мен ных про из во дит ся с ошиб кой и
из ме ря ют ся не сами фа зо вые пе ре мен ные, а их не ко то рые ли ней -
ные ком би на ции y Cx= + h, где С — не ко то рая m n´  мат ри ца, при -
чем m n< , а h — слу чай ный про цесс. В этом слу чае управ ле ние мо -
жет оп ре де лять ся не фа зо вы ми пе ре мен ны ми, а толь ко их ста ти -
сти че ски ми оцен ка ми $: $x v Bx= .

Если син тез ли не ен, слу чай ные про цес сы x( )t  и h( )t  — га ус сов -
ские, функ цио нал ка че ст ва квад ра ти чен (в ча ст но сти, име ет фор му
(5.2)), то за да ча об ра бот ки на блю де ний — оп ре де ле ние оце нок $x и
за да ча оп ре де ле ния оп ти маль ных ко эф фи ци ен тов об рат ной свя -
зи — эле мен тов мат ри цы В раз де ля ют ся. И в этом бо лее слож ном
слу чае при хо дим к за да че без из ме ре ний. Этот факт но сит на зва ние 
фильт ра Кал ма на—Бьюс си, хотя в силу сво ей оче вид но сти он был
из вес тен и ис поль зо вал ся спе циа ли ста ми за дол го до ра бо ты
Кал ма на.
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6. По про бу ем под вес ти не ко то рые ито ги. Пусть речь идет о
про ек ти ро ва нии сис те мы управ ле ния не ста цио нар ным дви же ни ем,
на при мер, о вы во де ап па ра та на око ло зем ную ор би ту. В этом слу -
чае стал ки ва ем ся с ре ше ни ем по мень шей мере двух оп ти ми за ци -
он ных за дач. Сна ча ла на хо дим оп ти маль ную про грам му, а за тем
опе ра тор об рат ной свя зи, без ко то ро го ре аль ная тра ек то рия ап па -
ра та не мо жет быть близ кой к рас чет ной. Часть ре сур са (го рю чее,
энер гия) рас хо ду ет ся на вы пол не ние про грамм но го дви же ния, ос -
таль ное — на кор рек цию (ра бо ту ав то пи ло та). Ка кой ма те ма ти че -
ский смысл име ет эта про цеду ра?

Рас смот рим об щую по ста нов ку этой за да чи. Име ет ся не ко то рое 
дви же ние, опи сы вае мое диф фе рен ци аль ным урав не ни ем

& ( , , , , )x f x u v t= x , (6.1)

со дер жа щим управ ле ния u и v и слу чай ные фак то ры x( )t . Мы хо тим 
до бить ся не ко то рой цели управ ле ния. Эта цель со сто ит в ми ни ми -
за ции функ цио на ла

J u v x
1
( , , ) minÞ . (6.2)

Здесь J
1
 — дис пер сия ( ~( ))x x T- 2 . Кро ме того, мы хо тим до бить ся

ми ни ми за ции уси лий на дос ти же ние этой цели

J u v x2 ( , , ) minÞ . (6.3)

Та ким об ра зом, по су ще ст ву име ем мно го кри те ри аль ную за да чу, с
ко то рой рас прав ля ем ся весь ма фа миль яр но. За бы вая, что функ цио -
нал J2 так же дол жен но сить ха рак тер ма те ма ти че ско го ожи да ния,
за чер ки ва ем в (6.1) ве ли чи ны x, v и ре ша ем стан дарт ную за да чу оп -
ти маль но го управ ле ния с функ цио на лом (6.3), по ла гая за тем 
x x y= +~ , где ~( )x t  — оп ти маль ная тра ек то рия; счи тая ~x  из вест ным,
ли неа ри зи ру ем (6.1) от но си тель но y, x и v и ре ша ем за да чу оп ти -
маль но го син те за. В ка кой мере эта про цеду ра от ве ча ет той техни -
чес кой за да че, о ко то рой идет речь? От ве тить на этот во прос
не лег ко.

За ме тим пре ж де все го: по став лен ная за да ча од но вре ме но го оты -
ска ния ми ни му ма функ цио на лов (6.2) и (6.3) не по сред ст вен но го
ма те ма ти че ско го смыс ла не име ет. Ма те ма ти ка од но вре мен но
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уме ет ра зы ски вать экс тре мум толь ко од но го функ цио на ла. Ко неч -
но, мо гут быть ис клю че ния. И с ними мы столк ну лись в на ча ле
ста тьи. Если пе ре се че ние мно жеств ре ше ний ва риа ци он ных за дач,
сфор му ли ро ван ных для ка ж до го функ цио на ла, не пус то, то дей ст ви -
тель но мо жем реа ли зо вать не ко то рую про цеду ру по сле до ва тель ной
оп ти ми за ции. Но та кая си туа ция — слу чай ис клю чи тель ный. Как
пра ви ло, за да чи ми ни ми за ции J

1
 и J 2  при во дят к мно же ст вам ре -

ше ний { , }u v
1

 и { , }u v2 2  со от вет ст вен но, ко то рые не име ют об щих
то чек (на при мер, ко гда ре ше ния обе их за дач един ст вен ные, не сов -
па даю щие друг с дру гом). В этом ти пич ном слу чае при ня тие ре ше -
ния тре бу ет не ко то ро го ком про мис са. Ма те ма ти че ски это оз на ча ет
за ме ну функ цио на лов (6.2) и (6.3) не ко то рым но вым

J J J= F( , )
1 2 . (6.4)

Фор ми ро ва ние функ цио на ла (6.4) — про цеду ра не фор маль ная, и
струк ту ра сверт ки F це ли ком оп ре де ля ет ся фи зи че ским со дер жа ни -
ем за да чи и осо бен но стью лица, при ни маю ще го ре ше ние. Но коль
ско ро функ цио нал (6.4) сфор му ли ро ван, то мож но го во рить о том,
в ка кой мере спра вед ли ва та или дру гая про цеду ра оты ска ния
управ ле ния. В на шем слу чае она сво дит ся к ре ше нию сле дую щих
за дач:

I. J x u x f x u2 0 0 0( , , ) min, & ( , , , )Þ = ,

II. J y v y Ay Bv C
1
( , ) min, &Þ = + + x,

где A df dx B df dv C df d= = =( ), ( ), ( )x . Про из вод ные вы чис ле ны при 
x x= ~, u u= ~, v = 0, x = 0. Здесь ~x  и ~u  — ре ше ния за да чи I.

Обос но ва ние ука зан ной про цеду ры сво дит ся к оцен кам раз но -
сти J u v J u v( , ) (~, ~)* * - , где u v* *,  — точ ное ре ше ние за да чи о ми ни -
му ме функ цио на ла J, а ~v  — ре ше ние за да чи II. Ав то ру из вес тен
здесь лишь один резуль тат [4], смысл ко то ро го мож но по яс нить
сле дую щим об ра зом. Если за тра ты для дос ти же ния цели управ ле -
ния, т. е. зна че ние функ цио на ла в за да че I, во мно го боль ше зна че -
ния функ цио на ла в за да че II (для срав не ния обе за да чи долж ны
быть без раз мер ны ми), а сверт ка F име ет вид J c J c J= +

1 1 2 2 ; c i > 0; 
c c

1 2 1+ = , то опи сан ная про цеду ра дает ошиб ку в оп ре де ле нии оп -
ти маль но го J по ряд ка от но ше ния обо их функ цио на лов.
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Этот резуль тат поч ти три виа лен, од на ко ка кие-ли бо бо лее глу -
бо кие фак ты, ко то рые по зво ли ли бы оце нить пра во моч ность раз де -
ле ния за да чи на рас чет про грамм но го дви же ния и син тез об рат ной
свя зи, ав то ру не из вест ны.

Итак, вы дви ну тые тех ни кой за да чи управ ле ния на ко неч ном
ин тер ва ле вре ме ни при ве ли не толь ко к но вым за да чам оп ти ми за -
ции. Ока за лось, что эти за да чи мно го кри те ри аль ные, что в свою
оче редь при ве ло к не об хо ди мо сти вве сти в тео рию управ ле ния то
по ни ма ние оп ти маль но сти, ко то рое вы ра бо та но в тео рии кон -
фликт ных си туа ций.

7. Ус лож не ние техни чес ких объ ек тов, для ко то рых про ек ти ру -
ют ся сис те мы управ ле ния, и ис поль зо ва ние ме то дов этой тео рии
для управ ле ния слож ны ми тех но ло ги че ски ми про цес са ми при ве ло
к по яв ле нию тео рии сис тем, ор га ни зо ван ных по ие рар хи че ско му
прин ци пу. Не об хо ди мость вве де ния в сис те мах управ ле ния ие рар -
хи че ской струк ту ры свя за на с про цес са ми сбо ра и пе ре ра бот ки ин -
фор ма ции с уче том вре ме ни и дру гих ре сур сов, ко то рые за тра чи ва -
ют ся на эти про цес сы. По яс ним смысл этих обстоя тель ств на сле -
дую щем при ме ре. Пред по ло жим, что речь идет об управ ле нии ди -
на ми че ской сис те мой

& ( , , , , , , , , )x f x y z u v w= x h z ,
& ( , , , , , , , , )y x y z u v w= j x h z , (7.1)
& ( , , , , , , , , )z x y z u v w= y x h z ,

где x y z, ,  — фа зо вые пе ре мен ные, x h z, ,  — по ме хи, и ста вит ся за да ча 
об оты ска нии управ ле ний u v w, , , за ви ся щих от фа зо вых пе ре мен ных 
и дос тав ляю щих мак си мум не ко то ро му тер ми наль но му функ цио на лу 
J x T y T z T( ( )), ( ), ( ). Та ким об ра зом, речь идет о по строе нии оп ти -
маль но го син те за, т. е. оп ре де ле нии u x y z( , , ), v x y z( , , ), w x y z( , , ).
Пред по ло жим те перь, что из ме ре ние фа зо вых пе ре мен ных и об ра -
бот ка этой ин фор ма ции (на при мер, из-за раз мер но сти за да чи,
струк ту ры сис те мы свя зи и т. д.) тре бу ет вре ме ни t. То гда 
u t u x t y t z t( ) ( ( ), ( ), ( ))= - - -t t t  и т. д. Это зна чит, что ре ше ние, т. е.
век тор управ ляю щих воз дей ст вий в мо мент t бу дет при ни мать ся по
ус та рев шей ин фор ма ции в мо мент t - t. Если t дос та точ но ве ли ко, то 
это ре ше ние бу дет при ни мать ся то гда, ко гда уже в нем ни ка кой не -
об хо ди мо сти не бу дет, т. е. про цесс (7.1) ока зы ва ет ся не управ ляе -
мым. В по доб ных ус ло ви ях ес те ст вен ной аль тер на ти вой бу дет
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рас па рал ле ли ва ние об ра бот ки ин фор ма ции и по строе ние управ ле -
ний по ог ра ни чен ной ин фор ма ции, на при мер, та кой

u u x v v y w w z= = =( ), ( ), ( ). (7.2)

Управ ле ние вида (7.2) мо жет в этих ус ло ви ях ока зать ся бо лее эф -
фек тив ным. В резуль тате та кой про цеду ры при ня тия ре ше ния на -
зна че ние ве ли чи ны управ ляю щих воз дей ст вий де ле ги ру ет ся от -
дель ным звень ям. В зве не x на зна ча ет ся воз дей ст вие толь ко по
ин фор ма ции о со стоя нии зве на x, в зве не y — по ин фор ма ции о
зве не y и т. д.

Клас си че ским при ме ром та ко го рода ие рар хи че ских сис тем яв -
ля ют ся ро бо ты и, в ча ст но сти, ша гаю щая мно го нож ка. Ка ж дая ее
нога де ла ет свой шаг по ог ра ни чен ной ин фор ма ции. По доб ные
сис те мы ес те ст вен но на звать реф лек тор ны ми. Это наи бо лее про -
стой тип ие рар хи че ских сис тем. Кон ст рук тор, соз да вая ро бот, за -
кла ды ва ет оп ре де лен ное пра ви ло по ве де ния, в за ви си мо сти от ин -
фор ма ции, дос туп ной тому или дру го му зве ну. Вы бор это го пра ви -
ла по ве де ния, т. е. функ ций u x v y w z( ), ( ), ( ), оп ре де ля ет ся це ля ми
сис те мы, т. е. не ко то рым функ цио на лом J u v w( , , ), ко то рый явно
или не яв но всег да при сут ст ву ет.

С точ ки зре ния ма те ма ти ки, реф лек тор ные ие рар хи че ские сис те -
мы не со дер жат ка ких-ли бо но вых за дач. Ос нов ная их осо бен -
ность — блоч ная струк ту ра. Это по зво ля ет обыч но справ лять ся с вы -
со кой раз мер но стью по доб ных за дач с по мо щью тех или дру гих ите -
ра ци он ных ал го рит мов. Ие рар хи че ским сис те мам реф лек тор но го
типа по свя ще на ог ром ная ли те ра ту ра, на чи ная от ра бот Дж. Дант ци -
га и Т. Вуль фа по блоч но му про грам ми ро ва нию и кон чая мно го чис -
лен ны ми пуб ли ка ция ми по так на зы вае мой тео рии сис тем.

8. Об шир ным по лем при ло же ния ме то дов тео рии управ ле ния
сде ла лась в по след ние годы эко но ми че ская нау ка. На гра ни
1940–1950-х го дов мно гие за да чи кон крет ной эко но ми ки на чи на ют 
фор му ли ро вать ся на язы ке тео рии оп ти маль ных ре ше ний. Это
были пре ж де все го раз лич ные рас пре де ли тель ные и ба лан со вые за -
да чи, в ко то рых речь шла об оты ска нии та ко го рас пре де ле ния ре -
сур са (в том чис ле ин ве сти ций), ко то рые дос тав ля ли бы мак си мум
не ко то рой це ле вой функ ции.

На пер вых по рах изу ча лись толь ко ста ти че ские за да чи. Од на ко
уже и на этом эта пе воз ник ли глу бо кие свя зи ме ж ду обеи ми

337



дис ци п ли на ми, ко то рые в боль шой сте пе ни обо га ти ли ин ст ру мен -
та рий тео рии управ ле ния.

Соз да ние и раз витие ли ней но го, не ли ней но го и ди на ми че ско го
про грам ми ро ва ния свя за но было глав ным об ра зом с соз да ни ем ме -
то дов ма те ма ти че ской эко но ми ки. Эф фек тив ный ап па рат, соз дан -
ный в на ча ле 1950-х го дов, на чал, ес те ст вен но, про ни кать и в дру -
гие об лас ти на уч но го зна ния, где ис поль зо ва лись идеи оп ти ми за -
ции. По это му пер вым ак том воз ник ше го аль ян са эко но ми че ской
нау ки и тео рии управ ле ния было ши ро кое ис поль зо ва ние ме то дов
ма те ма ти че ско го про грам ми ро ва ния в тео рии оп ти маль но го
управ ле ния.

По сколь ку для по лу че ния чис лен но го ре ше ния не об хо ди мо за -
ме нить диф фе рен ци аль ные урав не ния их раз но ст ны ми ап прок си -
ма ция ми, то фор маль но лю бая за да ча оп ти маль но го управ ле ния
мо жет трак то вать ся как не ко то рая за да ча ма те ма ти че ско го про -
грам ми ро ва ния. Та кая ре дук ция во мно гих слу ча ях ока за лась по -
лез ной. Ко неч но, по лу чаю щая ся при этом за да ча ма те ма ти че ско го 
про грам ми ро ва ния об ла да ет, как пра ви ло, очень вы со кой раз мер -
но стью, в осо бен но сти если ве лик ин тер вал вре ме ни, на ко то ром
изу ча ет ся дви же ние. Тем не ме нее ре дук ция к за да чам ма те ма ти -
че ско го про грам ми ро ва ния ино гда была един ст вен ным спо со бом
эф фек тив но го ре ше ния за да чи. В са мом деле, ме то ды, ис поль зую -
щие прин цип мак си му ма, т. е. ме то ды, ко то рые ле жат в ос но ве
боль шин ства ал го рит мов, не при ме ни мы в за да чах с фа зо вы ми ог -
ра ни че ния ми. Здесь по ка за те лен один эпи зод. В 1962 г. на Кон -
грес се по ас тро нав ти ке в Вар не в ка че ст ве тес та была пред ло же на
за да ча оты ска ния оп ти маль ной тра ек то рии кос ми че ско го ап па ра -
та, снаб жен но го дви га те лем ма лой тяги, ко то рый дол жен по ки -
нуть око ло зем ное про стран ст во, при чем так, что бы его тра ек то рия 
не пе ре сек ла поя сов ра диа ции. Эта за да ча была ре ше на и док ла -
ды ва лась в сле дую щем году Н.Я. Ба гае вой на Ме ж ду на род ной
кон фе рен ции по ди на ми ке спут ни ков. Чис лен ный ал го ритм
Ба гае вой ис поль зо вал идеи ди на ми че ско го про грам ми ро ва ния.
По пыт ки ре ше ния этой за да чи с по мо щью прин ци па мак си му ма
ус пе ха не име ли.

Та ким об ра зом, ме то ды ма те ма ти че ско го про грам ми ро ва ния,
воз ник шие в эко но ми ке, сде ла лись од ним из важ ней ших ин ст ру -
мен тов ре ше ния оп ти ми за ци он ных за дач управ ле ния. В даль ней -
шем этот аль янс эко но ми ка — тео рия управ ле ния сде лал ся еще
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бо лее глу бо ким, ко гда в эко но ми че ских ис сле до ва ни ях ши ро кое
рас про стра не ние по лу чи ли ди на ми че ские за да чи. Ока за лось, что
за да ча пла ни ро ва ния — это не ко то рая спе ци аль ная за да ча оп ти -
маль но го управ ле ния. Идеи и ме то ды тео рии оп ти маль но го управ -
ле ния на чи на ют с это го мо мен та ши ро ко ис поль зо вать ся в эко но -
ми ке. Прин цип мак си му ма, в ча ст но сти, ста но вит ся од ним из ос -
нов ных ин ст ру мен тов чис лен но го ана ли за. Рас про стра не ние сфе ры 
ин те ре сов тео рии управ ле ния на эко но ми че ские про цес сы по ста ви -
ло це лый ряд но вых за дач.

Учет ла гов. Ин ве сти ции в эко но ми ке обыч но иг ра ют роль
управ ляю щих воз дей ст вий. Од на ко эф фект этих управ ле ний про яв -
ля ет ся лишь вре ме нем управ ле ния. Строи тель ст во но вых зда ний,
по куп ка, мон таж и ввод обо ру до ва ния в строй тре бу ют вре ме ни,
ко то рое на зы ва ет ся ла гом. По это му урав не ния, опи сы ваю щие эко -
но ми че ские про цес сы на от но си тель но не боль шом ин тер ва ле вре -
ме ни, име ют вид

& ( , ( ), )x f x u t t= - t . (8.1)

Не об хо ди мость изу че ния сис тем вида (8.1) при ве ла к це ло му
ряду фун да мен таль ных ис сле до ва ний по тео рии оп ти маль но го
управ ле ния с за паз ды ваю щим ар гу мен том.

Ог ра ни че ния типа уз ких мест. При от сут ст вии эк зо ген ных фак -
то ров ре сурс, ко то рый дол жен ис поль зо вать ся для раз ви тия эко но -
ми че ской сис те мы, мо жет быть соз дан лишь внут ри са мой сис те -
мы. Су ще ст вен ная эк зо ген ность ре сур са и оп ре де ля ет спе ци фи ку
за дач управ ле ния эко но ми че ски ми сис те ма ми по срав не нию с сис -
те ма ми тех ни че ски ми. Ог ра ни че ния в эко но ми че ских за да чах всег -
да име ют вид

Y Y( ) ( )u x£ . (8.2)

Смысл ог ра ни че ний со сто ит в сле дую щем: объ ем про дук та, ко -
то рый мо жет быть ис поль зо ван на ин ве сти ции Y( )u , т. е. на соз да -
ние фон дов x, ог ра ни чен про из вод ст вен ны ми воз мож но стя ми F( )x . 
Ог ра ни че ние (8.2) на зы ва ет ся ог ра ни че ни ем типа уз ких мест. Не -
по сред ст вен но за да ча (8.2) не вкла ды ва ет ся в схе му Л.С. Пон тря ги -
на. Од на ко мно го чис лен ны ми ис сле до ва ния ми по след них лет най -
ден це лый ряд воз мож но стей по строе ния чис лен ных ре ше ний
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по доб ных за дач, опи раю щих ся либо на прин цип мак си му ма, либо
на не об хо ди мые ус ло вия, ему ана ло гич ные.

За да ча управ ле ния на бес ко неч ном ин тер ва ле вре ме ни. За да ча
оты ска ния управ ле ния u t( ), мак си ми зи рую ще го (или ми ни ми зи -
рую ще го) функ цио нал

J F x u t dt
t

=
¥

ò ( , , )
0

(8.3)

c диф фе рен ци аль ны ми свя зя ми вида

& ( , , )x f x u t= , (8.4)

при вни ма тель ном рас смот ре нии ока зы ва ет ся столь же ес те ст вен -
ной, как и за да ча ля пу нов ской ус той чи во сти. Су ще ст ву ют мно го -
чис лен ные тех ни че ские и эко но ми че ские за да чи, ко то рые сво дят -
ся к (8.3), (8.4). В эко но ми ке они ши ро ко рас про стра не ны и воз -
ник ли од но вре мен но с тео ри ей по лез но сти, в ко то рой функ ция F
име ет вид

F c x e t= -( , ) l ,

где e t-l  — функ ция дис кон ти ро ва ния. Она по ка зы ва ет про цесс обес -
це ни ва ния благ со вре ме нем. Воз ник но ве ние в эко но ми ке за дач с
бес ко неч ным вре ме нем свя за но с прин ци пи аль ной не воз мож но стью
в рам ках тео рии по лез но сти на зна чать на пра вом кон це ка кие-ли бо
гра нич ные ус ло вия. Для за дач вида (8.3), (8.4) уда лось до ка зать це -
лый ряд тео рем, но ся щих ха рак тер асим пто ти че ских оце нок.

На при мер, пусть из вес тен ха рак тер осо бен но сти u t( ) при t ® ¥

(это оз на ча ет, что управ ле ние при над ле жит за дан но му асим пто ти -
че ско му клас су). Стро ит ся но вое управ ле ние

$
, [ ],

, ,
u

u t t T

u t T
=

Î

³

ì
í
î

1 0

2

где u2  — не ко то рое управ ле ние, при над ле жа щее тому же асим пто -
ти че ско му клас су, что и до пус ти мые управ ле ния, а u

1
 — оп ти маль -

ное ре ше ние сле дую щей за да чи Май е ра:

$ ( , , ) ( ( ))J F x u t dt x T
t

T

= +ò
0

F ;
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F( ( )) ( , , ) , & ( , , ), ( ) ( )x T F x u t dt x f x u t x T x T
T

= = =
¥

ò 2 2 2 2 2 2 .

Тео ре мы дают оцен ки вида J u J u o T r(~) ( $) ( )= + - , где ~u  — оп ти маль ное 
управ ле ние в за ви си мо сти от спо со ба по строе ния u2 .

9. Идеи тео рии управ ле ния, сфор ми ро вав шие ся в техни чес ких
за да чах, весь ма пло до твор ны при изу че нии эко но ми че ских ме ха -
низ мов. Выше уже го во ри лось о не об хо ди мо сти раз би вать про бле -
му управ ле ния не ста цио нар ным дви же ни ем на два эта па. На пер -
вом ре ша ет ся за да ча оты ска ния про грамм ной тра ек то рии, на вто -
ром — за да ча об управ ле нии, не об хо ди мом для ее фак ти че ской
реа ли за ции. За да чи эко но ми ки всег да не ста цио нар ны, по этому
имен но здесь осо бен но ес те ст вен но ис поль зо вать те спо со бы ана -
ли за, ко то рые сфор ми ро ва лись в тео рии управ ле ния. За да ча о вы -
бо ре оп ти маль ной тра ек то рии — из вест ная за да ча оп ти маль но го
пла ни ро ва ния. Для осу ще ст в ле ния пла на не об хо ди ма не ко то рая
сис те ма об рат ной свя зи, ко то рая реа ли зу ет ся эко но ми че ским ме -
ха низ мом. К со жа ле нию, эко но ми че ские сис те мы на столь ко
слож ны, что обыч ная тео рия син те за ока зы ва ет ся не дос та точ ной.
Эко но ми че ские сис те мы всег да ор га ни зо ва ны по ие рар хи че ско му
прин ци пу.

При ме ча ние. Не об хо ди мость вве де ния ие рар хии в сис те ме мо -
жет слу жить ме рой ее слож но сти.

Ие рар хи че ские струк ту ры со ци аль ных, в том чис ле эко но ми че -
ских сис тем, име ют ряд ка че ст вен ных осо бен но стей. Глав ная из
них — по доб ные сис те мы в прин ци пе не яв ля ют ся реф лек тор ны ми. 
По яс ним эти осо бен но сти на про стом при ме ре. Пред по ло жим, что
име ет ся не ко то рое про из вод ст вен ное объ е ди не ние. Про цесс про из -
вод ст ва бу дем опи сы вать про из вод ст вен ны ми функ ция ми 
p x ui i i i i= j x( , , ), где p i  — век тор про дук та, вы ра ба ты ва емого пред -
при яти ем но ме ра i, ко то рое вхо дит в объ е ди не ние, x i  — его фон ды, 
u i  — все про чие фак то ры, ко то рые бу дем рас смат ри вать как не ко -
то рые управ ле ния (ко ли че ст во ра бо чей силы, норма зар пла ты и
т. д.), xi  — слу чай ный фак тор, на при мер, со стоя ние по го ды, обо ру -
до ва ния, ква ли фи ка ции ра бо чей силы и т. д., xi  хо ро шо из вест ные
ди рек то ру пред при ятия, но не из вест ные ге не раль но му ди рек то ру
объ е ди не ния.
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Пусть из ме не ние фон дов опи сы ва ет ся урав не ни ем & ( , )x x vi i i= y ,
где v i  — ин ве сти ции.

Цель объ е ди не ния — до бить ся мак си ми за ции не ко то ро го функ -
цио на ла, на при мер про из вод ст ва про дук та в за дан ных про пор ци ях; 
его зна че ние оп ре де ля ет ся резуль татом дея тель но сти за во дов, вхо -
дя щих в объ е ди не ние (само объ е ди не ние, т. е. его управ ле ние, ни -
ка ких матери аль ных цен но стей не про из во дит):

J F p p dt
t

T

0 1 2

0

= ¼ò ( , ) . (9.1)

За да ча ру ко во дства объ е ди не ния — так рас по ря дить ся управ ле -
ния ми u i  и v i , что бы мак си ми зи ро вать функ цио нал (9.1). Но ру ко -
во дство объ е ди не ния не зна ет ве ли чи ны xi , а ди рек то ры за во дов
зна ют. Зна чит, им не толь ко про ще на зна чать функ ции u i  и v i , но
они и луч ше их мо гут на зна чить, по сколь ку рас по ла га ют бо лее
пол ной ин фор ма ци ей. Но ди рек то ры за во дов не зна ют це лей объ е -
ди не ния, т. е. функ цио на ла (9.1), и, кро ме того, у них мо гут быть и 
са мо стоя тель ные цели (бо лее или ме нее вы год ная про дук ция и
т. д.). Дру ги ми сло ва ми, ге не раль ный ди рек тор не мо жет на зна чить 
функ цию u pi i( ) или u i i( )x . Он мо жет толь ко вы ска зать по же ла ние
или даже из дать при каз. Дей ст ви тель ное же ре ше ние, ко то рое бу дет 
при ня то в ниж нем зве не ди рек то ром за во да, бу дет за ви сеть не
толь ко от при ка за. Ма те ма ти че ски это оз на ча ет, что ниж ние зве нья 
бу дут при ни мать ре ше ния, стре мясь мак си ми зи ро вать не ко то рые
соб ст вен ные функ цио на лы J pi i( ). Но как же в этом слу чае бу дет
об сто ять дело с ос нов ной за да чей объ е ди не ния, ко то рая со сто ит в
мак си ми за ции функ цио на ла (9.1)?

Оче вид но, объ е ди не ни ям не об хо ди мо иметь ка кие-то воз мож -
но сти воз дей ст вия на не по сред ст вен ных про из во ди те лей — на за -
во ды. Для это го надо пре ж де все го часть управ ляю щих воз дей ст -
вий, на при мер ин ве сти ции v i , со хра нить в рас по ря же нии объ е ди -
не ния. Кро ме того, объ е ди не ние мо жет воз дей ст во вать на цели
про из во ди те лей с по мо щью сис те мы штра фов и по ощ ре ний
y pi i( ), за ви ся щих от ре зуль та тов дея тель но сти про из во ди те лей.
Ма те ма ти че ски это бу дет оз на чать, что про из во ди те ли, стре мясь
уве ли чить свой до ход, бу дут мак си ми зи ро вать не функ цио нал 
J pi i( ), а J J y pi i i i

* ( )= ± . В резуль тате стра те гия про из во ди те ля бу -
дет функ ци ей управ ле ния v i , и функ цио на лом от функ ции штра -
фа y pi i( ) и, ко неч но, xi :
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u u v yi i i i i= ( , , )x . (9.2)

Мы опи са ли не ко то рую про стей шую схе му ие рар хи че ской ор га -
ни за ции в эко но ми ке (бо лее под роб но см. [10]). Как вид но, ре ше -
ния ниж них звень ев сис те мы (9.2) не мо гут быть точ но оп ре де ле ны 
ее кон ст рук то ром. Ре ше ния при ни ма ют ся ниж ни ми звень я ми из
ус ло вий, ко то рые ни ко гда точ но не бу дут из вест ны верх ним звень -
ям. Центр, зная о су ще ст во ва нии функ цио на ла J i , ни ко гда точ но
его знать не бу дет.

Как же в та ких ус ло ви ях объ е ди не ние мо жет оп ре де лять ве ли -
чи ну сво их управ ляю щих воз дей ст вий — пла ни ро вать свою дея тель -
ность? Для это го оно явно или не яв но долж но фор му ли ро вать не -
ко то рое пред по ло же ние о спо со бах дей ст вий сво его ниж не го зве на. 
Это пред по ло же ние на зы ва ет ся ги по те зой по ве де ния. На при мер,
ге не раль ный ди рек тор по сту ли ру ет, что в от вет на штраф y pi i( ) за -
вод но ме ра i так рас по ря дит ся свои ми воз мож но стя ми, что бы мак -
си ми зи ро вать не ко то рый функ цио нал J v yi i i i

* ( , , )x .
В этом слу чае он уже мо жет оп ре де лить управ ле ние u i  в фор -

ме (9.2). За да ча управ ле ния не реф лек тор ной сис те мы све де на к
реф лек тор ной. Те перь уже за да ча объ е ди не ния сво дит ся к та ко му 
на зна че нию v i  и y pi i( ), ко то рое мак си ми зи ру ет (9.1), ра зу ме ет ся, 
с уче том со хра няю щей ся при этом не оп ре де лен но сти ин фор ма -
ции о x.

Се го дня ма те ма ти че ская тео рия не реф лек тор ных ие рар хи че ских 
сис тем уже сде ла ла пер вые шаги. Стал ви ден не толь ко ши ро кий
спектр ее воз мож ных при ло же ний, но и ме то ды ее ис сле до ва ния и
ос нов ные про бле мы, ре ше ние ко то рых не об хо ди мо для соз да ния
эф фек тив но го ап па ра та ис сле до ва ния. Ока за лось, в ча ст но сти, что
этот ап па рат тес но свя зан с об щей тео ри ей игр с не про ти во по лож -
ны ми ин те ре са ми, ко то рая в по след ние годы раз ви ва ет ся Ю.Б. Гер -
мей е ром и его уче ни ка ми [11].

За ме тим, что объ е ди не нию, что бы управ лять за во да ми, не нуж -
на ин фор ма ция о це лях ниж них звень ев. Не об хо ди мо знать толь ко
функ цию u v yi i i i( , , )x . Вот по че му одна из цен траль ных про блем
бы ст ро раз ви ваю щей ся тео рии ие рар хи че ских сис тем — ап прок си -
ма ция не реф лек тор ных сис тем реф лек тор ны ми. Эта про бле ма мо -
жет быть сфор му ли ро ва на на язы ке тео рии пла ни ро ва ния экс пе ри -
мен та и тео рии адап тив ных сис тем. Бу ду щее по ка жет, ка кой из
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этих пу тей бу дет реа ли зо ван, но ее ре ше ние — это ключ к соз да -
нию эф фек тив ных ме то дов рас че та.

10. Ав тор ста рал ся по ка зать, ка кое глу бо кое влия ние ока за ли
идеи оп ти маль но сти на эво лю цию со вре мен ной тео рии управ ле ния. 
На про тя же нии всех по сле во ен ных лет тео рия управ ле ния, в свою
оче редь, ока зы ва ла глу бо кое сти му ли рую щее влия ние на раз ви тие
ме то дов и идей оп ти ми за ции. Дос та точ но на пом нить, что от кры тие 
прин ци па мак си му ма было ин ду ци ро ва но пре ж де все го за про са ми
тео рии управ ле ния.

Се го дня тео рия управ ле ния — это бы ст ро про грес си рую щая
дис ци п ли на. Не пре рыв но воз ни ка ет боль шое ко ли че ст во но вых за -
дач, растут об ласть ее при ло же ния и слож ность изу чае мых объ ек -
тов. По сте пен но ста но вит ся все бо лее оче вид ной не дос та точ ность
тра ди ци он ных ме то дов ана ли за, тре бую щих ре дук ции прак ти че ской 
за да чи к чет ко по став лен ной ма те ма ти че ской за да че и эф фек тив но -
го ал го рит ма ее чис лен но го ре ше ния. Пе дан тич ное сле до ва ние этой 
тра ди ции рез ко ог ра ни чи ва ет круг за дач, ко то рые име ет смысл изу -
чать. Ти пич на в про бле мах управ ле ния со ци аль но-эко но ми че ски ми 
сис те ма ми си туа ция, где по ста нов ка за да чи не со всем точ ная и раз -
мер ность за да чи не по зво ля ет и на де ять ся по лу чить точ ное ре ше -
ние, ка ко ва бы ни была мощ ность ги по те ти че ских ЭВМ бу ду ще го.
Это не пес си мизм, а ре аль ность, с ко то рой не об хо ди мо счи тать ся.
Вот одна из ил лю ст ра ций к ска зан но му. За да ча о рас пи са нии 1000
ра бот про ста с ма те ма ти че ской точ ки зре ния и обыч на для прак ти -
ки. Ее точ ное ре ше ние су ще ст ву ет и ал го ритм из вес тен — пря мой
пе ре бор. Од на ко даже если мы бу дем иметь ЭВМ в 10 6  раз бо лее
бы ст ро дей ст вую щую, чем БЭСМ-6, то нам по тре бу ют ся мил ли ар ды 
лет для ре ше ния по доб ной за да чи тео рии рас пи са ний. Зна чит, надо 
ис кать дру гие, «не чет кие» спо со бы ее ре ше ния. Че ло ве че ский ра -
зум как-то уме ет справ лять ся с по доб ны ми за да ча ми. По-ви ди мо -
му, стал ки ва ясь с та ки ми си туа ция ми, ос нов ное ко ли че ст во ва ри -
ан тов, ко то рые за ве до мо пло хи, наш ра зум уме ет от бра сы вать без
ана ли за. А даль ше с точ но стью, со гла со ван ной с не чет ко стью сво их 
це лей, че ло век де ла ет вы бор ку уже с по мо щью фор маль ных
ме то дов.

Се го дня эти обстоя тель ства ин тен сив но об су ж да ют ся. Один из
круп ней ших со вре мен ных пред ста ви те лей тео рии управ ле ния
Л. Заде раз ра ба ты ва ет спе ци аль ный ап па рат для ана ли за та ких не -
чет ко по став лен ных за дач, ко то рый опи ра ет ся на по ня тие не чет ко го 
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мно же ст ва (fuzzy-set). Как ни за ман чи ва и ин те рес на по доб ная
кон цеп ция, ав тор на стоя щей ста тьи по ла га ет, что праг ма ти че ская
ос но ва раз ви тия тео рии управ ле ния в бли жай шие годы бу дет свя за -
на с идея ми ими та ции, т. е. по строе ни ем вы чис ли тель ных сис тем,
объ е ди няю щих че ло ве ка со спо соб но стью ма ши ны про де лы вать
бы ст ро и точ но ог ром ный объ ем ло ги че ских опе ра ций. При этом
надо, ра зу ме ет ся, рас смат ри вать экс пер та — био ло ги че ское зве но
ими та ци он ной сис те мы — как зве но не ко то ро го ал го рит ма. То гда
фор ми ро ва ние про цеду ры ис поль зо ва ния этих сис тем пре вра ща ет ся 
в не ко то рую ма те ма ти че скую за да чу сле дую ще го ин фра уров ня.
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Ки бер не ти че ское опи са ние
эко ло го-эко но ми че ских сис тем

Вве де ние
В на стоя щее вре мя осо бо ак ту аль ны ми ста но вят ся об щие эко но ми -
че ские про бле мы кон цеп ту аль но го ха рак те ра, а не ре ше ние от дель -
ных оп ти ми за ци он ных за дач. Кон крет ное «эко но ми зи ро ва ние» мо -
жет быть ус пеш ным толь ко то гда, ко гда оно опи ра ет ся на об щие
ди на ми че ские кон цеп ции вос про из вод ст ва.

Не об хо ди мо ис сле до вать об щую пер спек ти ву эво лю ции эко но -
ми че ских про цес сов. Для по доб ных ут вер жде ний есть мно го при -
чин. Глав ная при чи на — в воз рос шем мо гу ще ст ве че ло ве ка и в
опас но сти при ня тия ре ше ний при ог ра ни чен ной ин фор ма ции. За
по сле во ен ные годы воз ник це лый ряд про блем, ис сле до ва ни ем ко -
то рых со вре мен ная эко но ми че ская нау ка еще не за ни ма лась или
за ни ма лась в не дос та точ ной сте пе ни.

Спо соб ность че ло ве ка ока зы вать влия ние на ок ру жаю щую сре -
ду за став ля ет рас смат ри вать его про из вод ст вен ную дея тель ность
как ес те ст вен ную со став ляю щую об щих эко ло ги че ских про цес сов.
Че ло век не про тив био ты, а вме сте с ней. Под этим де ви зом долж -
ны вес тись эко но ми че ские ис сле до ва ния. Од на ко его реа ли за ция
тре бу ет не толь ко зна чи тель но го рас ши ре ния об лас ти эко но ми че -
ских ис сле до ва ний, но и су ще ст вен ной транс фор ма ции на ших
пред став ле ний об их со дер жа нии, це лях и ап па ра те.

Ор га ни че ское един ст во пла не ты про яв ля ет ся все боль ше. Вза -
им ное влия ние про цес сов, про те каю щих на раз ных ши ро тах и ме -
ри диа нах, ста но вит ся оп ре де ляю щим фак то ром эво лю ции че ло ве -
че ско го об ще ст ва. Эко ло го-эко но ми че ские про бле мы долж ны по -
лу чить кон цеп ту аль ную ос но ву на уч но го ана ли за и ме то ды оты ска -
ния ра цио наль ных кол лек тив ных ре ше ний.

Эко но ми че ская нау ка ка пи та ли сти че ско го об ще ст ва не в со -
стоя нии объ яс нить и про гно зи ро вать мно гие важ ней шие яв ле ния
со вре мен но сти, не в со стоя нии вскрыть при чи ны ин фля ции и пре -
дот вра тить ее. Кри зис ва лют но-фи нан со вой сис те мы ка пи та лиз ма,
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энер ге ти че ский кри зис, на ру ше ние эко ло ги че ско го рав но ве сия ста -
вят, ка за лось бы, не раз ре ши мые про бле мы. Вы ро ж де ние бур жу аз -
ной эко но ми ки, ее не спо соб ность изу чать объ ек тив ные за ко но мер -
но сти под чер ки ва ет Дж. Гэл брайт [1]: «...Она при во дит к вы во дам,
удоб ным для круп ных кор по ра ций, но бо лез нен ным для об ще ст ва.
Она куль ти ви ру ет  ут вер жде ния (а с ними и по ве де ние), ко то рых 
тре бу ют эко но ми че ские ин те ре сы этих кор по ра ций».

Ве ли чай шим пре иму ще ст вом со циа ли сти че ско го спо со ба про -
из вод ст ва яв ля ет ся пла но вое ве де ние хо зяй ст ва в мас шта бах всей
стра ны. Во про сы со вер шен ст во ва ния, ор га ни за ции и пла ни ро ва ния 
со циа ли сти че ско го про из вод ст ва на хо дят ся в цент ре вни ма ния эко -
но ми че ской по ли ти ки на шей пар тии. В От чет ном док ла де ЦК
КПСС XXIV съез ду Л.И. Бреж нев го во рил: «Цен траль ное зве но,
серд це ви на ру ко во дства на род ным хо зяй ст вом в ус ло ви ях со циа -
лиз ма — это пла ни ро ва ние... За да чей пер во сте пен но го зна че ния
ста но вит ся даль ней шее по вы ше ние его на уч но го уров ня. На зре ла
не об хо ди мость со вер шен ст во ва ния ме то дов пла ни ро ва ния. Оно
долж но опи рать ся на бо лее точ ное изу че ние об ще ст вен ных по треб -
но стей, на на уч ные про гно зы на ших эко но ми че ских воз мож но стей, 
на все сто рон ний ана лиз и оцен ку раз лич ных ва ри ан тов ре ше ний,
их не по сред ст вен ных и дол го вре мен ных по след ст вий».

В со вре мен ном про из вод ст ве ус лож не ние за дач управ ле ния и
пла ни ро ва ния но сит объ ек тив ный ха рак тер и обу слов ле но в пер вую 
оче редь ко ли че ст вен ны ми и ка че ст вен ны ми из ме не ния ми в объ е -
мах и струк ту ре про из вод ст ва. Рас ши ре ние со вре мен но го про из вод -
ст ва, ус ко ре ние тем пов на уч но-тех ни че ско го про грес са, со вер шен -
ст во ва ние тех но ло гии, раз ви тие спе циа ли за ции и коо пе ри ро ва ния
про из вод ст ва — вот фак то ры, за ста вив шие ка че ст вен но из ме нить
от но ше ние к во про сам пла ни ро ва ния и управ ле ния. Су ще ст вен ное
зна че ние для по вы ше ния роли управ ле ния и пла ни ро ва ния на со -
вре мен ном эта пе раз ви тия об ще ст ва иг ра ет на уч но-тех ни че ская ре -
во лю ция, обу слов ли ваю щая един ст во нау ки и про из вод ст ва.

Пе ре чис ле ние по доб ных про блем мож но про дол жить. Все ска -
зан ное убе ж да ет в не об хо ди мо сти фун да мен таль ных ис сле до ва ний.
Мно го об ра зие при чин, свя зей, объ е мы ин фор ма ци он ных по то ков,
зна чи мость след ст вий при ни мае мых ре ше ний де ла ют мно гие про -
бле мы не раз ре ши мы ми для тра ди ци он ных ме то дов эко но ми че ско го 
ана ли за. Нуж ны бо лее об щие под хо ды и ме то ды, ко то рые по зво ли -
ли бы в хао ти че ском на гро мо ж де нии фак тов уви деть об щие

347



тен ден ции. Для это го пре ж де все го не об хо дим язык, по зво ляю щий
дать еди но об раз ное опи са ние раз лич ных про цес сов, в ко то рых уча -
ст ву ет че ло век, язык, от ра жаю щий в пер вую оче редь ди на ми че ский 
ха рак тер эко но ми че ских про цес сов.

Об су ж де нию про бле мы та ко го опи са ния и не ко то рым со об ра -
же ни ям по по во ду ме то дов ана ли за и по свя ще на на стоя щая ра бо та. 
При ме ры по доб ра ны так, что бы, не ус лож няя из ло же ния, по яс нить 
взгля ды ав то ра на эту про бле му.

1. Ки бер не ти че ские сис те мы
Мы бу дем го во рить о сис те мах, со стоя ние ко то рых од но знач но
опи сы ва ет ся ко неч но мер ным век то ром х; его ком по нен ты х j 
( , , , )j N= ¼1 2  яв ля ют ся функ ция ми вре ме ни t и про стран ст вен ной
пе ре мен ной r. Из ме не ние со стоя ния про ис хо дит бла го да ря дей ст -
вию слу чай ных сил x( , )t r , ста ти сти че ское опи са ние ко то рых из -
вест но, воз дей ст вий h ( , )t r , за дан ных толь ко сво ей ме рой не оп ре де -
лен но сти G h :

h h( , ) ,t r G t rÎ " , (1.1)

и управ ляю щих воз дей ст вий u i ki ( , , , )= ¼1 2 .
Бу дем го во рить, что сис те ма име ет ки бер не ти че ское опи са -

ние (яв ля ет ся ки бер не ти че ской), если эф фек тив но по стро ен опе -
ра тор A, ко то рый по зво ля ет оп ре де лить со стоя ние сис те мы в лю -
бой мо мент вре ме ни t t T tÎ( , ( ))0 0  по зна че ни ям век тора x ( )t , 
tÎ( , )t t

1 0 , при ус ло вии, что все внеш ние и управ ляю щие воз дей ст -
вия фик си ро ва ны:

x t A x u( ) ( ( ), , , )= t x h . (1.2)

Те ки бер не ти че ские сис те мы, в ко то рых управ ле ние яв ля ет ся
функ ци ей фа зо вых пе ре мен ных, воз му ще ний и вре ме ни, на зы ва ют -
ся реф лек тор ны ми, или реф лекс ны ми. Если управ ле ние u (x, t) вы -
би ра ет ся из ус ло вия мак си ми за ции един ст вен но го функ цио на ла
J (u), то та кая сис те ма всег да яв ля ет ся реф лекс ной. Все тех ни че -
ские сис те мы реф лекс ные. Био ло ги че ские сис те мы, ко то рые управ -
ля ют ся реф лек са ми, так же реф лекс ные.

Та ким об ра зом, реф лекс ны ми мы на зы ва ем все сис те мы с чет -
ко за про грам ми ро ван ным управ ле ни ем.
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В от ли чие от техни чес ких и био ло ги че ских сис тем эко но ми че -
ские и со ци аль ные сис те мы не яв ля ют ся реф лекс ны ми. В них уча -
ст ву ют люди и ор га ни за ции лю дей, об ла даю щие сво бо дой в при ня -
тии ре ше ний, ко то рых бу дем на зы вать субъ ек та ми сис те мы.

В об щем слу чае не реф лек тор ных (не реф лекс ных) сис тем управ -
ле ния ui на хо дят ся в рас по ря же нии субъ ек тов и их вы бор оп ре де ля -
ет ся стрем ле ни ем к дос ти же нию ряда це лей, ко то рые без ог ра ни че -
ний общ но сти мо гут быть фор ма ли зо ва ны как стрем ле ние к мак си -
ми за ции не ко то рых функ цио на лов I i ki ( , , , )= ¼1 2 .

При ме ча ние. Эти функ цио на лы обыч но вы ра жа ют ся че рез па ра -
мет ры, фа зо вые ко ор ди на ты сис те мы. Но по сколь ку по след ние яв -
ля ют ся ото бра же ни ем мно же ст ва управ ляю щих воз дей ст вий, то без 
ог ра ни че ния общ но сти функ цио на лы Ii мо гут счи тать ся оп ре де лен -
ны ми в про стран ст ве управ ле ний, т. е. I u I xi i( ) ( )*= .

Субъ ек тив ным опи са ни ем сис те мы S бу дем на зы вать ее опи са -
ние с точ ки зре ния от дель но го субъ ек та. Для оты ска ния соб ст вен -
но го управ ле ния ка ж дый субъ ект дол жен иметь оп ре де лен ные ги -
по те зы о вы бо ре управ ле ний ос таль ны ми субъ ек та ми. Эти ги по те зы 
бу дем фор му ли ро вать в тер ми нах при над леж но сти

u Gi i jÎ , (1.3)

т. е. управ ле ние субъ ек та но ме ра i, по мне нию субъ ек та но ме ра j,
бу дет при над ле жать к клас су Gi j.

Ис сле до ва ние ки бер не ти че ских сис тем мо жет про во дить ся
лишь с по зи ций оп ре де лен но го субъ ек та, ос но вы ва ет ся на его це -
лях и его пред став ле нии о си туа ции.

Ин те ре сы, вы ра жае мые функ цио на ла ми Ii, мо гут быть точ но
из вест ны ми, бо лее или ме нее из вест ны ми (если поль зо вать ся тер -
ми но ло ги ей Л. Заде) и не из вест ны ми. Но они всег да объ ек тив но
су ще ст ву ют в не реф лекс ных сис те мах. При зна ние это го фак та яв -
ля ет ся крае уголь ным кам нем тео рии.

2. Сис те мы с ие рар хи че ской струк ту рой
Од ной из важ ней ших за дач ана ли за ки бер не ти че ских сис тем яв ля -
ет ся вы де ле ние клас сов сис тем, для ко то рых мож но раз вить не ко -
то рые об щие ме то ды ана ли за. К та ким клас сам от но сит ся так
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на зы вае мая ие рар хи че ская сис те ма. Рас смот рим про стей ший при -
мер та кой сис те мы — сис те му с двух уров не вой ие рар хи ей. Пред по -
ло жим, что она со сто ит из К + 1 субъ ек та. Ин те ре сы субъ ек тов
опи сы ва ют ся сле дую щим об ра зом:

{ }J u u u u u GN
N

i
0 0

1
0 1 0 0( , , , ) max,¼ ¼ Þ Î , (2.1)

J u u u Gi
i

i i i( , ) max,0 Þ Î , (2.2)

где управ ле ние { }u i
0  на хо дит ся в рас по ря же нии субъ ек та но ме ра 0,

ко то ро го впредь бу дем име но вать цент ром, а управ ле ния ui — в
рас по ря же нии субъ ек тов но ме ров 1, 2, ..., N, ко то рых бу дем на зы -
вать про из во ди те ля ми.

В на шей сис те ме субъ ек ты не рав но прав ны. Центр име ет пра во
пер во го хода — он зна ет о том, что его вы бор, т. е. век то ры u i

0 , бу -
дет из вес тен ос таль ным про из во ди те лям. Бла го да ря это му класс ие -
рар хи че ских сис тем об ла да ет ря дом свойств, до пус каю щих ка че ст -
вен ное и чис лен ное ис сле до ва ние. По яс ним не ко то рые из этих
свойств на при ме ре, ко гда N =1.

Во взаи мо от но ше ни ях цент ра и про из во ди те ля мо гут воз ник -
нуть сле дую щие си туа ции.

Си туа ция Г1. Центр со об ща ет про из во ди те лю зна че ния век то ра
u0, на при мер ко ли че ст во ре сур са, ко то рое бу дет ему пе ре да но.

Ус ло вим ся про во дить все ис сле до ва ния с точ ки зре ния цент ра,
т. е. ис поль зо вать его субъ ек тив ное опи са ние. По след нее оз на ча ет,
что цент р обя зан сфор му ли ро вать оп ре де лен ную ги по те зу о по ве де -
нии сво его про из во ди те ля. Зна чит, цент р бу дет пред по ла гать, что
про из во ди тель, по лу чив ре сурс и0, ис поль зу ет его так, что бы

J u u
1 0 1

( , ) maxÞ . (2.3)

То гда на ос но ве (2.3) цент р ожи да ет, что управ ле ние про из во ди те ля 
бу дет u u u

1 1 0= ( ) и, зна чит, его цель J u u u0 0 1 0( , ( )) maxÞ  бу дет дос -
тиг ну та та ким вы бо ром u0, ко то рый га ран ти ру ет

J u u u J u0 0 1 0 0 0( , ( )) ( ) max*º Þ .

Итак, ра цио наль ный вы бор стра те гий в опи сан ной си туа ции
сво дит ся к ре ше нию ряда оп ти ми за ци он ных за дач.
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Си туа ция Г2. Центр со об ща ет про из во ди те лю функ цию u u0 1
( ).

Это оз на ча ет, что ве ли чи на воз дей ст вия цент ра бу дет за ви сеть от
дей ст вия про из во ди те ля. Воз мож ны раз лич ные ин тер пре та ции это -
го фак та. На при мер, u u0 1

( ) мо жет быть по ощ ре ни ем или штра фом.
Центр ожи да ет, что от кли ком про из во ди те ля бу дет та кой вы бор u1,
ко то рый удов ле тво ря ет ус ло вию

J u u u
1 0 1 1

( , ( ), ) maxÞ . (2.4)

(2.4) — это не ко то рая ва риа ци он ная за да ча. Ее ре ше ни ем яв ля ет ся
функ ция

u u u u
1 1 0 1

= [ ( )], (2.5)

оп ре де ляю щая ото бра же ние мно же ст ва функ ций u u0 1
( ) в про стран -

ст ве функ ций u u
1 0( ).

Имея воз мож ность оп ре де лить от клик про из во ди те ля, цент р
мо жет оп ре де лить свое воз дей ст вие наи луч шим для себя об ра зом.
Для это го ему дос та точ но вы брать функ цию u u0 1

( ) так, что бы она
ре ша ла сле дую щую ва риа ци он ную за да чу:

J u u u u u J u u0 0 1 1 0 1 0 0 1
( , ( ), [ ( )]) [ ( )] max*º Þ . (2.6)

Си туа ция Г3. Про дол жим ре кур сию: цент р мо жет со об щить
про из во ди те лю функ ции и бо лее слож но го вида:

u u u u0 0 1 0= [ ( )]. (2.7)

Эко но ми че ская ин тер пре та ция функ ции (2.7) мо жет быть сле дую -
щей: u0 — объ ем ре сур са, вы де ляе мо го цент ром, u1 (u0) — спо соб его 
ис поль зо ва ния про из во ди те лем. Зна чит, ве ли чи на вы де ляе мо го ре -
сур са за ви сит от спо со ба его ис поль зо ва ния. На ос но ве сво его
субъ ек тив но го пред став ле ния цент р пред по ла га ет, что про из во ди -
тель вы бе рет ве ли чи ну u1 из ус ло вия

J u u u u
1 0 1 0 1

( , [ ( )], ) maxÞ . (2.8)

Ва риа ци он ная за да ча (2.8) бу дет иметь ре ше ние вида
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u u u u u
1 1 0 1 0= ( [ ( )]). (2.9)

Рас по ла гая вы ра же ни ем (2.9), цент р сде ла ет вы бор функ ции (2.7)
из ус ло вия

J u u u u u u u0 0 1 0 1 0 1 0( [ ( )], ( [ ( )])) maxÞ .

Ка жет ся, что опи сан ную ре кур сию мож но про дол жать не ог ра ни -
чен но. Од на ко ока за лось, что здесь име ет место тео ре ма, до ка зан -
ная С. Ку куш ки ным. Обо зна чим че рез J0i зна че ния функ цио на ла
J0 в си туа ции Г i. То гда: 1) J J J

01 03 02£ £ ;  2) J J J02 04 06= = =K , 
J J J03 05 07= = = ¼ И чис ло воз мож ных управ не ний, су ще ст вен но
от ли чаю щих ся друг от дру га, рав но все го лишь трем.

Ра зу ме ет ся, в бо лее об щем слу чае ко ли че ст во раз лич ных си туа -
ций не сколь ко боль ше, но оно тем не ме нее ко неч но. Это дает воз -
мож ность про вес ти ис чер пы ваю щее изу че ние сис тем с ие рар хи че -
ской струк ту рой.

3. Сис те ма Гер мей е ра
Важ ный класс ки бер не ти че ских сис тем со став ля ют так на зы вае мые 
сис те мы с ие рар хи че ским век то ром ин те ре сов, ко то рые впер вые
были изу че ны Ю.Б. Гер мей е ром и И.А. Ва те лем [2]. В та ких сис те -
мах ин те ре сы субъ ек та но ме ра i, в рас по ря же нии ко то ро го на хо дит -
ся управ ле ние ui, пред став ле ны как «личным», так и «об ще ст вен -
ны ми» ком по нен та ми. При этом по след ние от ра жа ют груп по вые
ин те ре сы всех тех со об ществ, чле ном ко то рых яв ля ет ся дан ный
субъ ект. Здесь мы рас смот рим слу чай, ко гда век тор ин те ре сов со -
сто ит толь ко из двух ком по нентов — лич ного f (ui) и об ще ст вен ного 
F (u1, …, uN), при чем субъ ект но ме ра i стре мит ся к мак си ми за ции
функ цио на ла

I f u F u ui i i N= ¼Y[ ( ) ( , , )]
1

, (3.1)

где Y — не ко то рый опе ра тор сверт ки век тор но го кри те рия, со стоя -
ще го из ком по нентов fi и F. На при мер,

I f u F u ui i i i i N= ¼min{ ( ); ( , , )}l
1

, (3.1¢)
I f u F u ui i i i i N= + ¼( ) ( , , )m

1
, (3.2)
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где li и mi — ве со вые ко эф фи ци ен ты в со от вет ст вую щих сверт ках
кри те ри ев.

Ки бер не ти че ские сис те мы с кри те рия ми вида (3.1) в даль ней -
шем бу дем на зы вать гер мей е ров ски ми.

Для ки бер не ти че ских сис тем гер мей е ров ско го типа мо жет быть
фор ма ли зо ва но по ня тие го мео ста зи са. Гра ни цей го мео ста зи са в
про стран ст ве пе ре мен ных бу дем на зы вать по верх ность

F u u FN( , , )
1 0¼ = , (3.2¢)

вы де ляю щую в этом про стран ст ве об ласть су ще ст во ва ния (го мео -
ста зи са, ста биль но сти) сис те мы. Ус ло вим ся, что об лас ти го мео ста -
зи са от ве ча ют зна че ния функ цио на ла, пре вос хо дя щие F0. Та ким
об ра зом, мак си ми за ция функ цио на ла Fi дает фор маль ное опи са ние
стрем ле ния субъ ек та на хо дить ся в воз мож но бо лее ста биль ном
со стоя нии.

Про бле му оп ре де ле ния мно же ст ва функ ций ui в про стран ст ве
управ ле ний, удов ле тво ряю щих ус ло вию

F u u FN( , , )
1 0¼ > , (3.3)

бу дем на зы вать об щей про бле мой ста биль но сти. Ча ст ной за да чей
ста биль но сти (го мео ста зи са) бу дем на зы вать за да чу оп ре де ле ния
от дель ных то чек об лас ти го мео ста зи са.

Важ ным ча ст ным слу ча ем ки бер не ти че ских сис тем яв ля ют ся
ди на ми че ские сис те мы со сво бод ны ми функ ция ми. Для та ких сис -
тем про бле ма оп ре де ле ния об лас ти го мео ста зи са мо жет быть пе ре -
фор му ли ро ва на в тер ми нах об лас тей дос ти жи мо сти. Для того что бы 
про вес ти по доб ную ре дук цию, не об хо ди мо толь ко ис поль зо вать
прин ци пи аль ную воз мож ность по строе ния ото бра же ния мно же ст ва 
управ ле ний в про стран ст во со стоя ний.

Вы бор управ ляю щих воз дей ст вий — это акт при ня тия кол лек -
тив ных ре ше ний; сле до ва тель но, од ной из важ ней ших про блем тео -
рии яв ля ет ся вы ра бот ка прин ци пов при ня тия та ких ре ше ний. Как
из вест но, для об ще го случая ки бер не ти че ских сис тем эта про бле ма
прак ти че ски не раз ре ши ма. Од на ко гер мей е ров ские сис те мы в этом
от но ше нии яв ля ют ся из вест ным ис клю че ни ем.

Для ста ти сти че ских гер мей е ров ских сис тем спра вед ли ва сле -
дую щая тео ре ма Гер мей е ра—Ва те ля [2]. Пусть субъ ек ты вы де ля ют
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из на лич ных ре сур сов ai долю ui на уве ли че ние об ще ст вен но го кри -
те рия и долю (ai – ui) — на уве ли че ние лич но го кри те рия, при чем
сверт ка кри те ри ев име ет вид (3.1), где f и F — мо но тон но воз рас -
таю щие функ ции по сво им ар гу мен там. То гда су ще ст ву ют ус той чи -
вые ре ше ния (точ ки рав но ве сия по Нэшу), сре ди ко то рых по мень -
шей мере одно яв ля ет ся эф фек тив ным (т. е. при над ле жа щим мно -
же ст ву Па ре то).

Эта тео ре ма по зво ля ет на де ять ся, что и в бо лее об щем, чем
(3. 1), слу чае в ка че ст ве прин ци па при ня тия ре ше ния це ле со об раз -
но взять прин цип вы бо ра ус той чи во го па ре тов ско го ре ше ния. Та -
ким об ра зом, оп ре де ле ние ус ло вий (не об хо ди мых или дос та точ -
ных), ко то рым дол жен удов ле тво рять опе ра тор А для того, что бы
тео ре ма Гер мей е ра—Ва те ля ос та ва лась спра вед ли вой, ока зы ва ет ся
од ной из цен траль ных за дач тео рии.

Если рас смат ри ва ет ся сверт ка (3.1), то мак си ми за ция 
F u uN( , , )

1
¼  при ве дет к па ре тов ско му ком про мис су ме ж ду fi (ui) при 

ме та це ли F u uN( , , )
1

¼ , ко то рый об ла да ет ус той чи во стью по об ще му 
кри те рию F при уче те ин те ре сов fi (ui).

Для ли ней ных сис тем мож но по ка зать, что та кой ком про мисс
дает резуль тат, сов па даю щий с па ре тов ским ком про мис сом для
сис те мы (3.1) при спе ци аль ном вы бо ре ко эф фи ци ен тов mi. Этот
резуль тат по лу чен Ф.И. Ереш ко.

4. Па ра мет ри за ция, ба зо вые тра ек то рии, че ло ве ко-ма шин ный диа лог
Ки бер не ти че ское опи са ние всег да яв ля ет ся при бли жен ным мо дель -
ным опи са ни ем. В про цес се ис сле до ва ния при хо дит ся уп ро щать
от дель ные мо де ли, ино гда даже за ме нять их ко неч ны ми свя зя ми.
Та кой про цесс на зы ва ет ся па ра мет ри за ци ей.

Идеи па ра мет ри за ции за ни ма ют очень боль шое место в фи зи ке. 
На при мер, слож ней шую мо дель взаи мо дей ст вия мо ле кул газа по сле 
па ра мет ри за ции уда ет ся за ме нить ко неч ным со от но ше ни ем — урав -
не ни ем со стоя ния. Об щая идея ма ло го па ра мет ра А. Пу ан ка ре дает
еще один класс ме то дов па ра мет ри за ции и т. д.

Про бле ма па ра мет ри за ции за клю ча ет ся в по строе нии та ко го
уп ро щен но го опи са ния, ко то рое обес пе чи ва ет бли зость ре шае мых
за дач для уп ро щен но го и ис ход но го опи са ний. По ня тие бли зо сти
по ни ма ет ся в смыс ле тех или иных сла бых мет рик, оп ре де ляе мых 
кри те рия ми за да чи. Так, на при мер, па ра мет ри за ция мо де ли На -
вье—Сто кса мо де лью по гранс лоя дает от ли чаю щую ся от ре аль но сти
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то по ло гию ли ний тока, но в то же вре мя га ран ти ру ет бли зость зна -
че ний та ко го функ цио на ла, как сум мар ное со про тив ле ние.

В от ли чие от фи зи че ских сис тем, где ме то ды па ра мет ри за ции
уже дав но на хо дят ся в цент ре вни ма ния ма те ма ти ков, в ки бер не ти -
че ских сис те мах по доб ные ме то ды ана ли за прак ти че ски от сут ст ву -
ют. Ес те ст вен но, что ки бер не ти че ские сис те мы, по стро ен ные для
ис сле до ва ния ре аль ных си туа ций, ока зы ва ют ся весь ма слож ны ми и 
тре бу ют соз да ния спе ци аль ных чис лен ных ме то дов. Од на ко и чис -
лен ное ис сле до ва ние час то бы ва ет за труд не но и ему дол жен не об -
хо ди мо пред ше ст во вать оп ре де лен ный ка че ст вен ный ана лиз.

За да чи па ра мет ри за ции в тео рии управ ляе мых сис тем еще не
яв ля ют ся даже стро го по став лен ны ми ма те ма ти че ски ми за да ча ми.

Сре ди спо со бов по лу че ния при бли жен ных оце нок осо бое место 
за ни ма ют раз лич ные ва ри ан ты тео рии воз му ще ний. Но для их по -
строе ния нуж но уметь оп ре де лять не ко то рые опор ные тра ек то рии.

В тео рии управ ле ния для ана ли за слож ных сто хас ти че ских сис -
тем ис поль зу ет ся так на зы вае мый ме тод двух этап ной оп ти ми за ции. 
По яс ним его сущ ность на про стей шем при ме ре ди на ми че ской сис -
те мы. Пусть эво лю ция сис те мы опи сы ва ет ся урав не ни ем

& ( , , )x f x u= x , (4.1)

где u G uÎ  — управ ле ние, x — слу чай ный про цесс. Вы бор u u x t= ( , )
ог ра ни чен кри те рия ми J1 и J2, один из ко то рых име ет смысл
энер гии

J x u
1
( , ) minÞ . (4.2)

Если мно же ст во воз мож ных тра ек то рий x (t) ин тер пре ти ро вать как
мно же ст во тра ек то рий ап па ра та, дос ти гаю щих за дан ную ор би ту за
вре мя Т, то ус ло вие (4.2) оз на ча ет дос ти же ние за дан ной ор би ты с
ми ни маль ной за тра той то п ли ва. Пусть вто рым функ цио на лом бу дет 
дис пер сия

J x xT T2
2= - Þ( $ ) min, (4.3)

где $xT  и xT  — со от вет ст вен но же лае мое и ре аль но дос тиг ну тое ко -
неч ное со стоя ния сис те мы. Этот кри те рий мож но трак то вать как
ха рак те ри сти ку точ но сти дос ти же ния же лае мо го ре зуль та та.
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Та ким об ра зом, про бле ма со сто ит в том, что бы вы брать управ -
ле ние, а сле до ва тель но, и тра ек то рию так, что бы наи луч шим об ра -
зом, с ми ни маль ны ми за тра та ми, дос тичь цель управ ле ния. Для
того что бы сде лать эту за да чу ма те ма ти че ской, не об хо ди мо про вес -
ти еще не ко то рый не фор маль ный ана лиз про бле мы сверт ки кри те -
ри ев (4.2) и (4.3). Ока зы ва ет ся, что при из вест ных ус ло ви ях для
ана ли за этой кон фликт ной си туа ции мож но ис поль зо вать тео рию
воз му ще ний.

По ло жим x º 0. Вме сто кри те рия (4.3) рас смот рим кри те рий

¢ =
¥ ¹

=

ì
í
î

J
x x

x x
T T

T T
2 0

, $ .

, $ .

если

если
(4.4)

За да ча с кри те рия ми (4.2) и (4.4) уже раз ре ши ма. Обо зна чим ее ре -
ше ние че рез ~( )x t  и ~( )u t  и по ло жим x x y= +~ , u u t v y t= +~( ) ( , ). Ли неа -
ри зи руя эту за да чу от но си тель но y, v и x, при дем к сле дую щей
за да че:

&y By Cv D= + + x ,  yT
2 Þ min, (4.5)

где В, С и D — не ко то рые мат ри цы. (4.5) — это за да ча оп ти маль но -
го син те за. Ее ре ше ни ем яв ля ет ся не ко то рая слу чай ная функ ция 
v v y t= ( , ).

При оп ре де лен ных ог ра ни че ни ях на слу чай ный про цесс x (t) та -
кая по этап ная оп ти ми за ция име ет смысл и дает при бли жен ное ре -
ше ние для лю бой ли ней ной сверт ки кри те ри ев J1 и J2: 
J C J C J= +

1 1 2 2 , т. е. для лю бых ве со вых ко эф фи ци ен тов С1 и С2

(под роб нее см. [3]). Ко неч но, цен траль ной здесь яв ля ет ся про бле ма 
вы бо ра ба зо во го ре ше ния. Не пра виль ный вы бор мо жет при вес ти к
лож ным ре зуль та там.

За да чи, воз ни каю щие в прак ти ке, обыч но име ют та кую раз мер -
ность, что по лу чить стро гий резуль тат, даже с по мо щью ЭВМ ги по -
те ти че ской мощ но сти, не воз мож но. В этом слу чае един ст вен ный
путь — ис поль зо вать диа лог с по мо щью со от вет ст вую щей ими та ци -
он ной сис те мы. Та кой под ход тем бо лее оп рав дан, так как ре аль -
ные за да чи бы ва ют по став ле ны дос та точ но точ но. В их по ста нов ке, 
а сле до ва тель но, и в ре зуль та тах, не пре мен но при сут ст ву ет эле мент 
«раз мы то сти» (если поль зо вать ся тер ми но ло ги ей Л. Заде).

356



Ме тод ими та ции по су ще ст ву пред став ля ет со бой спо соб ва ри -
ант но го ана ли за с оцен кой ре зуль та та с по мо щью экс пер та. Од на ко 
ор га ни за ция про цеду р диа ло га всег да ока зы ва ет ся не три ви аль ной и 
тре бу ет спе ци аль ных ис сле до ва ний.

Диа лог — это тоже не ко то рый ал го ритм оп ти ми за ции, в ко то -
ром при сут ст ву ет про цеду ра рас че та ве ли чин, ха рак те ри зую щих це -
ле вую функ цию, хотя сама це ле вая функ ция мо жет быть и не из -
вест ной. И оцен ку ре зуль та та сче та, и вы бор сле дую ще го ва ри ан та
про из во дит экс перт. Не смот ря на боль шую роль раз лич ных эв ри -
сти че ских со об ра же ний, ука зан ную сис те му про цеду р час то уда ет ся 
при вес ти к та кой фор ме, ко то рая зна чи тель но умень ша ет ко ли че ст -
во пе ре би рае мых ва ри ан тов.

5. Не сколь ко за ме ча ний об эко ло го-эко но ми че ских сис те мах
Од ним из важ ней ших клас сов не реф лекс ных сис тем, изу че ние ко -
то рых с ка ж дым го дом ста но вит ся все бо лее важ ным, яв ля ют ся
сис те мы, опи сы ваю щие вза им ное влия ние эко ло ги че ских и про из -
вод ст вен ных про цес сов. Они как пра ви ло, край не слож ны и име ют 
в сво ем со ста ве мо де ли весь ма раз ной при ро ды.

Прак ти че ски лю бая сис те ма взаи мо дей ст вия че ло ве ка и ок ру -
жаю щей сре ды име ет струк ту ру, пред став лен ную на рис. 1. Если
ис клю чить мо де ли че ло ве че ской ак тив но сти, то сис те ма, изо бра -
жен ная на рис. 1, ока зы ва ет ся реф лекс ной.

Слож но сти ее ана ли за име ют не фор маль ный ха рак тер и свя за -
ны с не реф лекс но стью бло ка че ло ве че ской ак тив но сти.

Ко ли че ст вен ный ана лиз за дач кон крет ной прак ти ки дол жен
сра зу ори ен ти ро вать ся на ис поль зо ва ние ме то дов ими та ции. Пол -
ная фор ма ли за ция за да чи воз мож на, по-ви ди мо му, толь ко в осо бо
про стых слу ча ях.

Но даже если уда ст ся пре одо леть труд но сти фор ма ли за ции, ана лиз
сис тем в ка ж дом кон крет ном слу чае все рав но бу дет весь ма слож ным.
Ос нов ная по сыл ка для его уп ро ще ния — раз ли чие в ха рак тер ных вре -
мен ных мас шта бах. Ха рак тер ное вре мя из ме не ния кли ма ти че ских ус -
ло вий Tk, на при мер, су ще ст вен но боль ше ха рак тер ных вре мен дру гих
про цес сов. По это му мы име ем воз мож ность изу чать верх ние мо де ли
не за ви си мо от мо де ли кли ма та. Об рат ное, ра зу ме ет ся, де лать нель зя,
так как ан тро по ген ные воз дей ст вия на кли мат и есть за да ча ана ли за.

Да лее, про цес сы в био те и про цес сы кру го во ро та ве ществ в при -
ро де яв ля ют ся по сво ей при ро де реф лекс ны ми и, сле до ва тель но,
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резуль тат воз дей ст вия че ло ве ка на ок ру жаю щую сре ду мож но фор -
ма ли зо вать в виде не ко то рых функ цио на лов, ха рак те ри зую щих ка че -
ст во сре ды. Тем са мым в про стей ших слу ча ях можно па ра мет ри зо -
вать мо де ли био ты, ко гда нуж но со сре до то чить вни ма ние на ана ли зе 
мо де лей че ло ве че ской ак тив но сти, и на обо рот, при ис сле до ва нии
про цес сов, про ис хо дя щих в био те, сле ду ет ста рать ся па ра мет ри зо -
вать мо де ли че ло ве че ской ак тив но сти. Ус ло вие го мео ста зи са в ряде
слу ча ев мож но фор му ли ро вать в тер ми нах по ка за те лей ка че ст ва сре -
ды. Од на ко воз мож но сти та ко го под хо да, по-ви ди мо му, да ле ко не
уни вер саль ны, по сколь ку эф фек тив ность воз дей ст вия че ло ве ка на
ок ру жаю щую при ро ду рас тет весь ма бы ст ро. Че ло ве че ст во яв ля ет ся
ча стью био ты, и это долж но най ти от ра же ние в струк ту ре мо де лей.
С точ ки зре ния ма те ма ти ка наи бо лее тру ден ана лиз мо де лей че ло ве -
че ской ак тив но сти. Имен но эти мо де ли де ла ют всю сис те му
не реф лекс ной.

Од на ко в це лом сис те ма, изо бра жен ная на рис. 1, всег да яв ля -
ет ся гер мей е ров ской (см. разд. 3).

В са мом деле, на ру ше ние рав но ве сия био ты или не об ра ти мое из -
ме не ние кли ма та вы ве дет все че ло ве че ст во из об лас ти го мео ста зи са.
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Рис. 1. Принципиальная схема взаимодействия человека и окружающей среды
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Сле до ва тель но, ка кой бы ни был на бор, субъ ек тов рас смат ри вае мой
ки бер не ти че ской сис те мы, сре ди кри те ри ев, ко то ры ми оп ре де ля ют ся
субъ ек тив ные ре ше ния, всег да при сут ст ву ет кри те рий ста биль но сти,
об щий для всех субъ ек тов.

Но если сис те ма гер мей е ров ская, то це ле со об раз но рас смат ри -
вать для нее про бле му оты ска ния ус той чи вых кол лек тив ных ре ше -
ний, при над ле жа щих мно же ст ву Па ре то.

Та ким об ра зом, из ло жен ная схе ма рас су ж де ний дает оп ре де лен -
ные ос но ва ния для по строе ния тео рии, по зво ляю щей ис сле до вать
до пус ти мые типы ре ше ний в про цес сах взаи мо дей ст вия про из вод -
ст вен ной дея тель но сти лю дей и ок ру жаю щей сре ды. По мере сво -
его раз ви тия та кая тео рия мо жет ока зать ся по лез ной для ре ше ния
мно го чис лен ных про блем управ ле ния ре сур са ми и про из вод ст вен -
ной дея тель но стью, вы зван ных не об хо ди мо стью со су ще ст во ва ния.

6. Про грамм ный ме тод (слу чай реф лекс ных сис тем)
В техни чес ких сис те мах управ ле ния, т. е. в тео рии реф лекс ных сис -
тем, воз ник так на зы вае мый ме тод про грамм, или про грамм ный
ме тод. По яс ним его сущ ность на при ме ре сис те мы (4.1). Пусть
дана ди на ми че ская сис те ма

& ( , , )x f x u= x , (6.1)

где u G uÎ  — управ ле ние, а x(t) — слу чай ный про цесс. Пред по ло жим
так же, что ус ло вие u G uÎ  име ет ха рак тер ин те граль но го не ра вен ст ва

F u t dt Q
t

T

( , ) £ò
0

. (6.2)

Обо зна чим че рез xT цель управ ле ния. Так как x (t) яв ля ет ся слу чай -
ным про цес сом, то ус ло вие дос ти же ния xT долж но вы ра жать ся тре -
бо ва ни ем ми ни му ма не ко то рой ве ро ят но ст ной ха рак те ри сти ки это -
го про цес са. На при мер, дос ти же ние цели управ ле ния бу дем ха рак -
те ри зо вать ве ли чи ной функ цио на ла (4.3).

То гда

J x x TT2
2= - Þ( ( )) min. (6.3)

Дос ти же ние цели (6.3) — не един ст вен ная за де ча. Пред по ло жим,
что мы стре мим ся дос тичь цель при ус ло вии
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J x u t dt
t

T

1

0

= Þò F( , , ) min. (6.4)

На чаль ное со стоя ние бу дем счи тать фик си ро ван ным

x t x( )0 0= . (6.5)

При ме ча ние. В рам ках из ла гае мой схе мы мо гут рас смат ри вать ся и 
бо лее слож ные си туа ции, ко гда на функ цио ни ро ва ние сис те мы на -
кла ды ва ют ся не два функ цио на ла J1 и J2, а це лый ряд ог ра ни че ний

J ii Þ = ¼min, ,3 4 (6.6)

Рас смот рим за да чу (6.1)—(6.5) с по зи ций двух этап ной оп ти ми -
за ции. По ло жим

x xÞ 0 ( )t . (6.7)

x0 (t) мо жет быть про гно зом слу чай но го про цес са или из вест ным
зна че ни ем его ма те ма ти че ско го ожи да ния. Имея в виду пе ре ход к
не реф лекс ным сис те мам, ве ли чи ну x0 (t) це ле со об раз но на зы вать
сце на ри ем.

Если ре аль ную внеш нюю об ста нов ку за ме нить сце на ри ем, то
про цесс х (t) ста но вит ся де тер ми ни ро ван ным:

& ( , , ( )) ( , , )*x f x u t f x u t= =x0 . (6.1¢)

Ус ло вие (6.3) за ме ня ет ся ус ло ви ем

x T xT( ) = . (6.3¢)

Ре ше ние

x x t u u t= =0 0( ), ( ) (6.8)

бу дем на зы вать со от вет ст вен но про грамм ной тра ек то ри ей и про -
грамм ным управ ле ни ем.
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Те перь для того что бы пре одо леть влия ние не рас чет ных фак то -
ров, нуж но по стро ить не ко то рую сис те му об рат ной свя зи. Это
мож но сде лать раз лич ны ми спо со ба ми. Опи шем два из них.

1. По ло жим u u v= +0 . То гда ус ло вие (6.2) при мет вид

F u v t dt Q
t

T

( , )0

0

+ £ò ,

или

F v t dt Q
t

T
* ( , )

0

ò £ . (6.9)

По ло жим да лее x x y= + = +0
0, x x h. Но вая фа зо вая пе ре мен ная y

бу дет удов ле тво рять урав не нию

& ( , , , )y y t v= j h , (6.10)

где

j x h x= + + + -f x y u v f x u( , , ) ( , , )0 0 0 0 0 ,

а цель управ ле ния (6.3) при мет вид

J y T2
2= Þ( ) min. (6.11)

Итак, мы приш ли к не ко то рой за да че син те за: оп ре де лить
функ цию v v y t= ( , ), дос тав ляю щую ми ни мум функ цио на лу (6.11)
при ус ло ви ях (6.9), (6.10) и ус ло вию

y t( )0 0= . (6.12)

Эта за да ча хо ро шо из вест на, су ще ст ву ют мно го чис лен ные при бли -
жен ные спо со бы ее ре ше ния. Ос нов ная труд ность со сто ит в том,
что управ ле ние v, по су ще ст ву, долж но быть слу чай ным про цес сом, 
по сколь ку оно ком пен си ру ет слу чай ные воз му ще ния. Од на ко ог ра -
ни че ние (6.9) (т. е. ве ли чи на Q) всег да яв ля ет ся де тер ми ни ро ван -
ной ве ли чи ной. Тео рия управ ляе мых слу чай ных про цес сов не дает
хо ро ших ре ко мен да ций для ре ше ния этой за да чи. По это му в ин же -
нер ной прак ти ке ус ло вие (6.9) час то за ме ня ют ран до ми зи ро ван ным 
ус ло ви ем, на при мер
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F v t dt Q
t

T
* ( , )

0

ò £ . (6.13)

2. В по след ние годы по лу чил рас про стра не ние спо соб ор га ни за -
ции об рат ной свя зи, ко то рый удоб но на звать спо со бом «во до хра ни -
ли ща» (сколь зя ще го пла на).

За да чи управ ле ния про цес са ми ири га ции име ют сле дую щую
осо бен ность. Ко ли че ст во воды, ко то рое долж но быть на прав ле но
на поля — ве ли чи на Q * , су ще ст вен но за ви сит от по год ных ус ло вий
лета (слу чай ный про цесс x (t)). Сле до ва тель но, Q *  сама долж на
быть слу чай ным про цес сом. Но то ко ли че ст во воды, ко то рое ско -
пи лось в во до хра ни ли ще к кон цу па вод ка, — ве ли чи на Q — прак ти -
че ски не за ви сит от лет них по год ных ус ло вий. Та ким об ра зом, за -
да ча управ ле ния со сто ит в том, что бы мак си ми зи ро вать уро жай
при не из вест ных за ра нее внеш них ус ло ви ях, рас по ла гая впол не
оп ре де лен ным за па сом воды.

Опи шем схе му ор га ни за ции про цес са управ ле ния.
Сна ча ла по про гно зу x x= 0  оп ре де ля ем про грам му x0 и u0 и в те -

че ние не ко то ро го вре ме ни t по ла га ем u u t= 0 ( ). Так как в об щем
слу чае x x( ) ( )t t¹ 0 , то при t t x t x t

1 0 1
0

1
= + ¹t ( ) ( ).

При t t=
1
 стро им но вый про гноз x x=

1
( )t  с уче том ин фор ма ции

о слу чай ном про цес се x( )t , ко то рый мы на блю да ем в те че ние вре ме -
ни t. За тем стро им но вую про грам му и т. д.

Ме тод во до хра ни ли ща по зво ля ет стро ить эф фек тив ную об рат ную
связь, удо бен для прак ти че ско го ис поль зо ва ния, од на ко стро го ма те -
ма ти че ско го обос но ва ния не име ет. Не из вест но, на при мер, ка кое от -
но ше ние он име ет к оп ти маль но му управ ле нию. Очень важ но было
бы вы яс нить, при ка ких ус ло ви ях управ ле ние, по лу чен ное с по мо щью 
это го ме то да, дает оп ти маль ное ре ше ние за да чи и в ка ком смыс ле.

7. Про грамм ный ме тод (об щий слу чай не реф лекс ных сис тем)
Рас смот рим ки бер не ти че скую сис те му дос та точ но об ще го вида

& ( , , , , )x f x u uN= ¼
1

x . (7.1)

Как уже было от ме че но, ис сле до ва ние мож но про во дить толь ко 
с субъ ек тив ных по зи ций. Бу дем вес ти ана лиз с по зи ций субъ ек та
но ме ра 1. Для того что бы лег че было ис поль зо вать со дер жа тель ные
по ня тия, рас смот рим ча ст ный слу чай сис темы (7.1):
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& ( , , , , )x f x u ui i i T= ¼
1

x , (7.2)

где xi — век тор, опи сы ваю щий со стоя ние сис те мы но ме ра i.
Пер вый этап реа ли за ции про грамм но го ме то да со сто ит в на зна -

че нии цели, т. е. функ цио на ла J1, ко то рый опи сы ва ет стрем ле ние
субъ ек та но ме ра 1, и в опи са нии сце на рия, т. е. в фор му ли ров ке
ги по те зы по ве де ния ос таль ных субъ ек тов — в на зна че нии (про гно -
зе) управ ле ний u u uN2 3, ,¼  и про гно зе внеш них ус ло вий x x0= ( )t .

Раз ра бот ка сце на рия тре бу ет спе ци аль ных про цеду р. Не ко то рые 
осо бен но сти этой про бле мы были по ка за ны на при ме ре ие рар хи че -
ских сис тем и сис тем Гер мей е ра.

Если в резуль тате ис след ова ния это го эта па мы смо жем тем
или иным об ра зом за дать ве ли чи ны управ ле ний и внеш них воз -
дей ст вий u u ti i= 0 ( ), x x0= ( )t , i = ¼2 3, ,  , то при дем к сис те ме (7.2),
ко то рая со дер жит толь ко одно управ ляю щее воз дей ст вие u1. Рас -
по ря жа ясь этим управ ле ни ем, мож но реа ли зо вать всю схе му про -
грамм но го ме то да, ко то рая из ло же на в пре ды ду щем раз де ле. В
этой схе ме од на ко, если речь идет о не реф лес ных сис те мах, есть
одна осо бен ность. В реф лекс ных сис те мах про бле ма цели (или це -
лей) не воз ни ка ет. Иное дело — об щие ки бер не ти че ские сис те мы.
В разделе 1 было ска за но, что ка ж дый субъ ект сис те мы об ла да ет
оп ре де лен ны ми це ля ми и что лю бые дей ст вия це ле на прав лен ны.
В дей ст ви тель но сти же все бы ва ет слож нее — на звать эти цели да -
ле ко не про сто. В дей ст ви тель но сти ка ж дый субъ ект функ цио ни -
ру ет в ус ло ви ях, ко то рые ему точ но не из вест ны и ко то рые не пре -
рыв но из ме ня ют ся. Ко неч но, он ста вит себе оп ре де лен ные цели,
ко то рые от ра жа ют его субъ ек тив ное пред став ле ние о дей ст ви ях,
не об хо ди мых или дос та точ ных для со хра не ния го мео ста зи са. На -
при мер, в эко но ми ке в ка че ст ве це ле вой функ ции час то ис поль зу -
ют при быль, до ход. Дей ст ви тель но, в ус ло ви ях тра ди ци он ной ры -
ноч ной эко но ми ки мак си ми за ция при бы ли яв ля ет ся наи луч шей
га ран ти ей ста биль но сти. В ус ло ви ях же ог ром ной кон цен тра ции
ка пи та лов, как ут вер жда ет Дж. Гэл брайт, та кое ус ло вие не яв ля ет -
ся ни не об хо ди мым, ни дос та точ ным. Бо лее важ но, на при мер,
иметь га ран ти ро ван ные кон трак ты.

Та ким об ра зом, на зна че ние це лей типа

J
1

Þ max (7.3)
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и фик са ция вре ме ни их дос ти же ния t T=  оз на ча ют, по су ще ст ву,
ор га ни за цию спе ци аль ной пет ли об рат ной свя зи в сис те ме управ -
ле ния, со хра няю щей го мео ста зис субъ ек та. Реа ли зуя про грамм ную
тра ек то рию (7.3), мы в не ко то рый мо мент t T=  при дем к но вой си -
туа ции, ко то рая бу дет ха рак те ри зо вать ся но вы ми внеш ни ми ус ло -
вия ми x( )t  и но вы ми со стоя ния ми хi дру гих субъ ек тов сис те мы. Это 
при ве дет к на зна че нию но вых це лей и т. д.

Имен но по та кой схе ме и реа ли зу ет ся про грамм ный ме тод
управ ле ния и пла ни ро ва ния в цен тра ли зо ван ной со циа ли сти че ской 
эко но ми ке.

8. Про стей ший при мер ана ли за не реф лекс ной ки бер не ти че ской сис те мы
Изу че ние про бле мы по строе ния ки бер не ти че ских сис тем, опи сы -
ваю щих взаи мо от но ше ния че ло ве ка и ок ру жаю щей сре ды, по ка зы -
ва ет, что це ле со об раз но ис поль зо вать тео рию вос про из вод ст ва и
ап па ра та про из вод ст вен ных функ ций, ко то рые дают об щий язык
для опи са ния как про цес сов про из вод ст ва, так и про цес сов, про ис -
хо дя щих в био те.

Рас смот рим двух сек тор ную мо дель эко но ми ки. Вве дем сле дую -
щие обо зна че ния: F i  — объ ем фон дов в под раз де ле нии но ме ра i,
Li — ко ли че ст во лю дей, за ня тых в про из вод ст вен ном про цес се,
w — «уро вень жиз ни», ki — «ко эф фи ци ен ты амор ти за ции», Yi — ин -
ве сти ции, Pi — по ток про дук та, Qi — за па сы. Урав не ния мо де ли
при мут сле дую щий вид:

& , , ,F Fi i i iY k i= - =1 2
& ,Q P Y Y

1 1 1 2= - -
& ( )Q P L L2 2 1 2= - +w , (8.1)

P F Li i i i= ( , )F .

Здесь Fi — про из вод ст вен ные функ ции. Все ве ли чи ны, вхо дя щие в
урав не ния (8.1), не от ри ца тель ны.

Кро ме фа зо вых пе ре мен ных F i  и Qi в урав не ния вхо дят ве ли чи -
ны Y Li i,  и w, ко то рые в рам ках этой мо де ли сле ду ет счи тать управ -
ле ния ми. В дей ст ви тель но сти они свя за ны с функ цио ни ро ва ни ем
дру гих мо де лей — мо де ли рас пре де ле ния и мо де ли ин ве сти ций.
Вы бор этих ве ли чин от ра жа ет ин те ре сы и цели го су дар ст ва, об ще -
ст ва и, в ча ст но сти, ин тег ри ро ван ные ин те ре сы по тре би те лей и
про из во ди те лей. Для того что бы их опи сать, нуж но до ба вить еще
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це лый ряд мо де лей и пре ж де все го мо дель функ цио ни ро ва ния де -
нег. Урав не ния, опи сы ваю щие про из вод ст вен ную дея тель -
ность, — это за ко ны со хра не ния. Они не за ви сят от со ци аль ной
при ро ды об ще ст ва. Что же ка са ет ся дру гих мо де лей, то они уже не
яв ля ют ся стан дарт ны ми и свя за ны с функ цио ни ро ва ни ем со ци аль -
но го ме ха низ ма об ще ст ва. В ры ноч ной эко но ми ке эти мо де ли бу -
дут ины ми, чем в пла но вой. Та ким об ра зом, для пол но го ана ли за
даже двух сек тор ной мо де ли эко но ми ки не об хо ди мо при влечь це -
лый ряд дру гих мо де лей. При мер ная их схе ма при ве де на на рис. 2.

Итак, даже в про стей шем слу чае при хо дит ся рас смат ри вать ки -
бер не ти че скую сис те му весь ма боль шой раз мер но сти. По это му
если нуж но под роб но ис сле до вать блок вос про из вод ст ва, то сле ду ет 
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ка ким-то об ра зом па ра мет ри зи ро вать мо де ли. Па ра мет ри за ция дает 
на дан ном уров не аг ре ги ро ван ное опи са ние ме ха низ мов, дей ст вую -
щих в изу чае мом эко но ми че ском ор га низ ме.

Рас смот рим, на при мер, воз мож но сти ин ве сти ци он ной по ли ти -
ки. В этой си туа ции ес те ст вен но счи тать за дан ным уро вень жиз ни
w. За да ние w w( )= t  по су ще ст ву пред став ля ет со бой па ра мет ри за -
цию не ко то рой сис те мы мо де лей, ко то рая в на стоя щей ра бо те
вклю че на в еди ный блок со ци аль но го фона, объ е ди няю щий, в
свою оче редь, ряд дру гих мо де лей. Ве ли чи на w( )t  в ка пи та ли сти че -
ской эко но ми ке яв ля ет ся резуль татом кон флик та ме ж ду проф сою -
за ми и пред при ни ма те ля ми, а в пла но вой эко но ми ке долж на вы ра -
жать кон цеп цию по вы ше ния жиз нен но го уров ня. Об щее ко ли че ст -
во ра бо таю щих

L t L t L t( ) ( ) ( )= +
1 2 (8.2)

и от но ше ние

l( )
( )

( )
t

L t

L t
= 2

1

(8.3)

так же ус ло вим ся счи тать за дан ны ми.
Сле дую щим эта пом ана ли за яв ля ет ся вы бор ба зо вой тра ек то рии.

Пред по ло жим, что речь идет о ры ноч ной эко но ми ке. То гда в ка че -
ст ве ба зо вой тра ек то рии мож но рас смат ри вать, на при мер, не ко то -
рый рав но вес ный ре жим — ре жим «наи боль ше го со ци аль но го бла го -
по лу чия». И ус ло вие пол ной за ня то сти, по-ви ди мо му, сле ду ет от не -
сти к чис лу по доб ных ус ло вий. Кро ме того, рас смат ри вае мый ре жим 
бу дет ха рак те ри зо вать ся не ко то рым за дан ным рос том по треб ле ния.

На рав но вес ном ре жи ме с за дан ным рос том по треб ле ния w( )t
сле ду ет при нять Qi = 0. В са мом деле, рас ту щие или убы ваю щие за -
па сы ока жут ся до пол ни тель ным сти му лом че ло ве че ской ак тив но сти
и при ве дут в дей ст вие раз лич ные ме ха низ мы, ко то рые су ще ст ву ют в
об ще ст ве. Та ким об ра зом, вто рое урав не ние от но си тель но Q2 да ет

F L L2 2 2( $ , )F = w ,     (8.2¢)

где ^ обо зна ча ет ба зо вое ре ше ние, и по зво ля ет оп ре де лить не об хо -
ди мый объ ем фон дов $F2  во вто ром под раз де ле нии. Но то гда од но -
знач но оп ре де ля ют ся и ин ве сти ции $Y2  во вто рое под раз де ле ние:
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$ $ $Y k2 2 2 2= +F F . (8.3¢)

По сле это го пер вое урав не ние от но си тель но за па сов дает

$ ( $ , ) $Y F L Y
1 1 1 1 2= -F ,

и при хо дим к сле дую ще му диф фе рен ци аль но му урав не нию от но си -
тель но фон дов:

$& ( $ , ) $ $F F F
1 1 1 2 2 1 1

= - -F L Y k . (8.4)

Та ким об ра зом, в ка че ст ве ба зо вой тра ек то рии мож но при нять лю -
бое из ре ше ний за да чи Коши для урав не ния (8.4).

Да лее стро им тео рию воз му ще ний. В дан ном слу чае мы про сто 
ли неа ри зу ем за да чу от но си тель но ба зо вой рав но вес ной тра ек то -
рии: F Fi i i= +$ j ; Y Y yi i i= +$ ; Q Q qi i i= +$ . В резуль тате при хо дим к 
сис те ме че ты рех урав не ний пер во го по ряд ка. Если при нять, что 
w w= ( )t , L L t= ( ), l l= ( )t , то воз му щен ная сис те ма бу дет ли ней ной
сис те мой с пе ре мен ны ми ко эф фи ци ен та ми, а ве ли чи ны y1 и y2 в
ней — сво бод ны ми функ ция ми. Эти ве ли чи ны долж ны реа ли зо вать 
об рат ную связь по на блю дае мым па ра мет рам сис те мы. Если речь
идет о ры ноч ной эко но ми ке, то та ки ми на блю дае мы ми па ра мет ра -
ми яв ля ют ся толь ко из бы ток или не дос та ток то ва ров на рын ке, т. е. 
ве ли чи ны q1 и q2. По это му в дан ном слу чае ес те ст вен но при нять

y c qi i i= - , (8.5)

где ci — не ко то рые по ло жи тель ные ко эф фи ци ен ты уси ле ния.

При ме ча ние. Та ким об ра зом, ры ноч ный ме ха низм па ра мет ри зо -
ван нами в фор ме от ри ца тель ной об рат ной свя зи (8.5). В рам ках
дан ной схе мы оп ре де лить зна че ния ci нель зя. Для это го ну жен бо -
лее де таль ный ана лиз мо де ли ин ве сти ро ва ния. Но, во вся ком слу -
чае ка че ст вен но, от ри ца тель ная об рат ная связь вида (8.5) со от вет -
ст ву ет стрем ле нию про из во ди те лей мак си ми зи ро вать ожи дае мую
при быль. При няв y1 и y2 в фор ме (8.5), по лу чим замк ну тую сис те му 
урав не ний, от но си тель но ко то рой мож но до ка зать сле дую щее
ут вер жде ние.
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Ре ше ние лю бой за да чи Коши с не от ри ца тель ны ми на чаль ны ми
дан ны ми для урав не ний (8.4) в том слу чае, ко гда w и L яв ля ют ся
мо но тон но воз рас таю щи ми, не ус той чи во, при чем пе ре мен ные, ха -
рак те ри зую щие вто рое под раз де ле ние, име ют ко ле ба тель ный ха рак -
тер, а пе ре мен ные, ха рак те ри зую щие пер вое под раз де ле ние, — ко -
ле ба тель но не ус той чи вы с экс по нен ци аль ным рос том ам пли ту ды.

Этот резуль тат по ка зы ва ет, что в ус ло ви ях ры ноч ной эко но ми -
ки при од но вре мен ном рос те по треб ле ния и со хра не нии за ня то сти
ста би ли за ция рос та за счет из ме не ний ин ве сти ций не воз мож на.

В пла но вой эко но мике в ка че ст ве ба зо вой долж на быть при ня та 
тра ек то рия, реа ли зую щая не ко то рую кон цеп цию раз ви тия про из -
вод ст ва. Во мно гих ра бо тах ее фор му ли ру ют как мак си ми за цию по -
треб ле ния, на при мер:

J Y Y t L t dt
T

( , ) ( ) ( ) max
1 2

0

= Þò w . (8.6)

Из-за ли ней но сти за дач от но си тель но управ ле ний оп ти маль ные
управ ле ния всег да но сят ре лей ный ха рак тер:

Y F t t Y t t
1 1 1

0= < = >, ; ,* * ;
Y t t Y F t t2 2 1

0= < = >, ; ,* * .
(8.7)

При этом зна че ние t *  за ви сит от ин тер ва ла пла ни ро ва ния Т.
Эко но ми ка не тер пит рез ких из ме не ний, и ре ше ния типа (8.7)

нель зя ис поль зо вать на прак ти ке. Бо лее того, их, ве ро ят но, нель зя
и реа ли зо вать. Де фект по доб но го ана ли за со сто ит в том, что фор -
му ли ров ка за да чи (8.6) не учи ты ва ет мно го об ра зие кри те ри ев, один 
из ко то рых тре бу ет ми ни ми за ции струк тур ных пе ре стро ек. Этот
факт мо жет быть фор ма ли зо ван сле дую щим об ра зом.

Вме сто Y1 вве дем но вое управ ле ние u:

Y u F Y u F u
1 1 2 1

1 0 1= = - Î, ( ) , [ ; ].

То гда ми ни ми за цию пе ре строй ки мож но оха рак те ри зо вать сле дую -
щим об ра зом:

J u u u dt
T

* ( ) ( ) min= - Þò 0
2

0

, (8.8)
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где u0 — рас пре де ле ние ин ве сти ций в по след ний год пре ды ду ще го
пла но во го пе рио да.

Сле до ва тель но, ба зо вая тра ек то рия — это ре ше ние кон фликт -
ной за да чи с функ цио на ла ми (8.6) и (8.8), т. е. ее вы бор, по ми мо

ре ше ния се рии оп ти ми за ци он -
ных за дач (не об хо ди мых для по -
строе ния мно же ст ва Па ре то),
тре бу ет еще и не фор маль но го
ана ли за. В са мом деле, фор маль -
ный ана лиз мо жет дать толь ко
за ви си мость J J( )* , ко то рая изо -
бра же на на рис. 3. Ка кую же
точ ку взять на этой кри вой, т. е.

ка кое из оп ти маль ных управ ле ний, изо бра жен ных на рис. 4, сле ду -
ет при нять в ка че ст ве ба зо во го? На этот во прос с по мо щью фор -
маль ной тео рии в рам ках дан ной мо де ли от ве тить нель зя.

9. Мо дель на зна че ния штра фов за за гряз не ние ок ру жаю щей сре ды
Еще один по учи тель ный при мер ки бер не ти че ской сис те мы со мно -
ги ми субъ ек та ми дают про бле мы функ цио ни ро ва ния ре гио на, на
тер ри то рии ко то ро го рас по ло же ны пред при ятия, за гряз няю щие ок -
ру жаю щую сре ду (на при мер, воду).

Обо зна чим че рез F i i N( , , , )= ¼1 2  фон ды этих пред при ятий. Их
из ме не ние бу дем опи сы вать сле дую щи ми урав не ния ми:

F Fi i i iY k= - , (9.1)

где Y i  — ин ве сти ции, а ki  — ко эф фи ци ен ты амор ти за ции.
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Ка ж дое пред при ятие в еди ни цу вре ме ни вы да ет про дук цию

P Fi i i= ( )F , (9.2)

где Fi  — про из вод ст вен ная функ ция.
Пред при ятия про из во дят не толь ко по лез ный, но и вред ный

про дукт. Обо зна чим че рез pi по ток за гряз няю щих ве ществ:

p i i i if P V= ( , ), (9.3)

где Vi — за тра ты пред при ятий на усо вер шен ст во ва ние тех но ло гии
или очи ст ку в за во дских ус ло ви ях.

Бу дем рас смат ри вать си туа цию, ко гда в ре гио не кро ме про из во -
ди те лей су ще ст ву ет еще один субъ ект ки бер не ти че ской сис те -
мы — ре гио наль ное управ ле ние. По след нее име ет пра во об ла гать
ос таль ных субъ ек тов штра фом

w ci i= p (9.4)

и рас по ря жа ет ся ве ли чи ной с. Все осталь ные управ ле ния Yi и Vi на -
хо дят ся в рас по ря же нии про из во ди те лей.

Ус ло вим ся, что ин ве сти ро ва ние про ис хо дит толь ко за счет
внут рен них средств пред при ятий и все сво бод ные ка пи та лы тра тят -
ся на ин ве сти ции. Это зна чит, что

F Y V wi i i i i( )F = + + . (9.5)

Рас смот рим субъ ек тив ное опи са ние сис те мы с точ ки зре ния ре -
гио наль но го управ ле ния. Что бы при нять ка кое-ли бо ре ше ние, по -
след нее долж но сде лать оп ре де лен ные пред по ло же ния о по ве де нии 
ос таль ных субъ ек тов. Мож но при нять сле дую щую ги по те зу. Вы бор
ве ли чин Vi и wi оп ре де ля ет ся ус ло ви ем

J V wi i i= + Þ min. (9.6)

По сколь ку ре гио наль ное управ ле ние об ла да ет пра вом пер во го хода, 
т. е. мо жет за ра нее со об щить ос таль ным субъ ек там раз ме ры штра -
фа, то ги по те за (9.6) по зво ля ет оп ре де лить ре ак цию про из во ди те -
лей. В са мом деле, так как
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J V c V cf F Vi i i i i i i i= + = +p ( ( ), )F ,

то ус ло вие (9.6) по зво лит оп ре де лить объ ем ка пи та ло вло же ний на
усо вер шен ст во ва ние тех но ло гии и внут ри за вод скую очи ст ку:

V ci i j= Y F( , ). (9.7)

Пред по ло жим, что сред ст ва, по лу чен ные ре гио наль ным управ -
ле ни ем за счет штра фов, рас хо ду ют ся на цен тра ли зо ван ную очи ст -
ку сре ды. То гда урав не ние, ха рак те ри зую щее из ме не ние уров ня за -
гряз не ния сре ды, мож но за пи сать в сле дую щем виде:

& ( ) ( )x f x W w
i i= - -å åp , (9.8)

где W — ко ли че ст во вред ных от хо дов, унич то жае мых цен тра ли зо -
ван ной очи ст кой. По ло жим W w f xi= åm , ( ) — ес те ст вен ная очи ст -
ка. Пред по ла гая, что про из во ди те ли бу дут знать его по ли ти ку
штра фов, ре гио наль ное управ ле ние в со от вет ст вии с про ве ден ным
ана ли зом долж но при нять, что

w cf F c cf ci i i i i i i= =[ ( ), ( , )] ( , )*F Y F F .

То гда урав не ние (9.8) пе ре пи шет ся в сле дую щем виде:

& ( , ) ( ) ( )*x f c c f xi i= - -å F 1 m . (9.9)

И, на ко нец, об су дим мо ти вы, ко то ры ми долж но ру ко во дство -
вать ся ре гио наль ное управ ле ние при на зна че нии штра фов. Пре ж де
все го, оно долж но стре мить ся к тому, что бы ка че ст во сре ды не
ухуд ша лось, т. е. что бы

&x £ 0 или x Þ min. (9.10)

Но кри те рий (9.10) не един ст вен ный. Ре гио наль ное управ ле ние за -
ин те ре со ва но так же в про мыш лен ном раз ви тии ре гио на. Этот кри -
те рий мож но фор ма ли зо вать раз лич ным об ра зом, на при мер, мож но 
при нять, что ре гио наль ное управ ле ние стре мит ся иметь ус той чи -
вую тра ек то рию по сто ян но го рос та:
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d

dt
iF >å 0 или 

d

dt
iF Þå max. (9.11)

Итак, мы име ем сис те му диф фе рен ци аль ных урав не ний, за ви -
ся щих от па ра мет ра с:

dx

dt
X x cN= ¼( , , , , )F F

1
,

d

dt
ci

i N

F
F F= ¼j ( , , , )

1
.

(9.12)

Па ра метр с нуж но вы брать так, что бы

dx

dt
Þ min, (9.13)

d

dt
iF Þå max. (9.14)

Если f (x) — во гну тая функ ция, а fi — вы пук лая функ ция Vi и
во гну тая функ ция Pi, то ха рак тер за ви си мо сти &F iå  и x от с бу дет
та ким, как это изо бра же но на рис. 5. Если $ *c c< , то лю бое зна че -
ние с из ин тер ва ла ( $, )*c c  удов ле тво ря ет ус ло ви ям (9.10) и (9.11). Их 
даль ней ший вы бор но сит уже нефор маль ный ха рак тер, по сколь ку
кри те рии (9.13) и (9.14) не со вмес ти мы.

Если $ *c c> , то удов ле тво рить од но вре мен но ус ло ви ям (9.10) и
(9.11) не воз мож но.
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10. Ми ни маль ная мо дель эко ло го-экономи че ской сис те мы
Го во рить об эко ло го-эко но ми че ских сис те мах име ет смысл лишь в
том слу чае, ко гда речь идет об ана ли зе их эво лю ции в те че ние дос -
та точ но боль ших ин тер ва лов вре ме ни. Это свя за но с тем, что ха рак -
тер ные вре ме на из ме не ния та ких сис тем (вре ме на, че рез ко то рые
па ра мет ры эко си стем мо гут за мет но из ме нять ся вслед ст вие че ло ве -
че ской дея тель но сти) обыч но име ют по ря док де ся ти ле тий, т. е. да ле -
ко вы хо дят за рам ки пя ти лет них пла нов. Это на кла ды ва ет оп ре де -
лен ные тре бо ва ния на струк ту ру мо де лей бло ка че ло ве че ской ак тив -
но сти. По это му сле ду ет го во рить о «ми ни маль ной мо де ли» бло ка,
т. е. пе ре чис лить те ос нов ные фак то ры, иг но ри ро ва ние ко то рых мо -
жет ка че ст вен но ис ка зить ха рак тер эво лю ции изу чае мых ве ли чин.

Как уже было от ме че но, в бло ке че ло ве че ской ак тив но сти це ле -
со об раз но от де лить те фор мы дея тель но сти, опи са ние ко то рых ос -
но вы ва ет ся глав ным об ра зом на за ко нах со хра не ния и, сле до ва -
тель но, но сит дос та точ но уни вер саль ный ха рак тер, от со ци аль ных
ме ха низ мов, ко то рые всег да ин ди ви дуа ли зи ро ва ны и от ра жа ют со -
ци аль ную при ро ду об ще ст ва.

К пер вой груп пе от но сят ся мо де ли: про мыш лен но го про из вод -
ст ва, сель ско хо зяй ст вен но го про из вод ст ва, экс плуа ти руе мых био -
це но зов (лес, рыба), энер ге ти ки, ре сур сов, де мо гра фии, на уч -
но-тех ни че ско го про грес са.

При по строе нии ми ни маль ной мо де ли мож но ис поль зо вать
уп ро щен ные, аг ре ги ро ван ные мо де ли бло ков, но все бло ки долж ны 
при сут ст во вать.

Ко вто рой груп пе от но сят ся сле дую щие опи сы ваю щие со ци аль -
ный фон мо де ли: ин ве сти ро ва ния, рас пре де ле ния благ, фи нан сов,
спро са и пред ло же ния ра бо чей силы и т. д.

Если речь идет о ка пи та ли сти че ской эко но ми ке, то ин ве сти ро -
ва ние — это ры нок ка пи та ла, тес но свя зан ный с мо де ля ми фи нан -
сов и рын ком ра бо чей силы. В мо де ли со циа ли сти че ской эко но ми -
ки про цесс ин ве сти ции дол жен опи сы вать не ко то рую про грам му и, 
сле до ва тель но, эта мо дель долж на быть свя за на не ко то рой об рат -
ной свя зью с мо де ля ми, ко то рые слу жат для оп ре де ле ния це лей и
вы ра бот ки про грамм.

Внеш нюю сре ду в ми ни маль ной мо де ли ес те ст вен но за дать в
фор ме кри те ри ев ее ка че ст ва I I I s1 2, ,¼ . То гда со во куп ность кри -
ти че ских зна че ний па ра мет ров I i

*  оп ре де ля ет гра ни цу го мео ста зи -
са. Функ ция
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опи сы ва ет рас стоя ние до гра ни цы го мео ста зи са. Функ цио нал (10.1) 
ха рак те ри зу ет воз дей ст вие ак тив но сти лю дей, и стрем ле ние 
F Þ max яв ля ет ся об щим для всех субъ ек тов сис те мы.

За клю че ние
Цель дан ной ра бо ты — на ме тить пути соз да ния язы ка опи са ния
не реф лекс ных, и в ча ст но сти эко но ми че ских, сис тем и в этом
кон тек сте пред ста вить со дер жа ние и место ма те ма ти че ских
ис сле до ва ний.

Пред ло жен ная фор ма ли за ция дос та точ но уни вер саль на. Она
опи сы ва ет си туа цию, ко то рая воз ни ка ет при оцен ке дол го сроч ных
пла нов ре гио наль но го раз ви тия и при ре ше нии раз но об раз ных про -
блем ме ж ду на род но го эко но ми че ско го со труд ни че ст ва, а так же,
воз мож но, за кла ды ва ет ос но ву для по строе ния ма те ма ти че ской мо -
де ли со су ще ст во ва ния. Она по зво ля ет так же вклю чить в еди ную
сис те му про цес сы, про ис хо дя щие в био те и в эко но ми че ском
ор га низ ме.

Ана лиз не реф лекс ных сис тем не об хо ди мо тре бу ет эв ри сти че ских 
под хо дов. Даже сама ре дук ция ис ход ной не реф лекс ной сис те мы к
реф лекс ной не воз мож на без до пол ни тель ных ги по тез, т. е. без субъ -
ек тив но го опи са ния. Зна чит, ана лиз эво лю ции сис те мы и про цеду ры 
при ня тия ре ше ний не пре мен но пред по ла га ет че ло ве ко-ма шин ный
диа лог.

Су ще ст ву ет пред став ле ние (воз ник шее пре ж де все го в
США) о том, что воз мож но сти пря мо го об ще ния «че ло -
век — ма ши на», ко то рое по зво ля ет реа ли зо вы вать ма шин ные
экс пе ри мен ты, уп ро ща ет ис поль зуе мые ма те ма ти че ские ме то -
ды. Мы с этим ут вер жде ни ем ре ши тель но не со глас ны. Че ло ве -
ко-ма шин ный диа лог не уп ро ща ет, а ус лож ня ет не об хо ди мый
ап па рат ис сле до ва ния. Он про сто пе ре во дит эти ис сле до ва ния
в дру гую сфе ру. Диа лог — это тоже ал го ритм. Ал го ритм, сни -
маю щий не оп ре де лен ность, вы яв ляю щий те объ ек тив ные ин те -
ре сы и те пред став ле ния, ради ко то рых в ко неч ном сче те и
при ни ма ют ся ре ше ния. За да ча ор га ни за ции диа ло га со сто ит в
том, что бы ре ше ния наи луч шим об ра зом со от вет ст во ва ли этим 
ин те ре сам, хотя их чет кая фор му ли ров ка нам не дос туп на. Но
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че ло век мо жет от ве тить лишь на от но си тель но про стые во про -
сы. Сле до ва тель но, ма те ма тик дол жен так вес ти ана лиз, что бы
экс перт мог да вать од но знач ные от ве ты. Если сде лать это не
уда ет ся, то зна чит, мо дель тре бу ет рас ши ре ния, уче та но вых
фак тов или ап па рат, ис поль зуе мый при ана ли зе, не дос та то чен
для тех це лей, ко то рые ста вит ис сле до ва тель.
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