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Ââåäåíèå. Ìíîãî÷èñëåííûå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ïîèñêà
ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé. Óêàæåì, íàïðèìåð, çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðåäå-
ëåííîñòè, ìíîãîêðèòåðèàëüíóþ îïòèìèçàöèþ, çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ãàðàíòèðîâàííûõ ìè-
íèìàêñíûõ îöåíîê è ò.ï. Çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå
òðóäîåìêèìè â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå. Ïîýòîìó ïðè èõ ñîçäàíèè ñëåäóåò â ìàêñè-
ìàëüíîé ñòåïåíè èñïîëüçîâàòü âñå ñóùåñòâóþùèå âîçìîæíîñòè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè,
ó÷èòûâàòü åå èçìåíåíèÿ. Âàæíåéøåé òåíäåíöèåé ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ÿâëÿ-
åòñÿ ðåçêîå óâåëè÷åíèå îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ÝÂÌ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ÷èñëåí-
íûé ìåòîä ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, êîòîðûé â çíà÷èòåëüíî áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì èçâåñò-
íûå ìåòîäû, èñïîëüçóåò ïðè ðàñ÷åòàõ îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü ÝÂÌ.

Îäíèì èç íàèáîëåå ïëîäîòâîðíûõ íàïðàâëåíèé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ èäåÿ
íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà. Èíòåðåñ ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ çíà÷è-
òåëüíî âîçðîñ â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ðàçðàáîòêîé íîâûõ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ
ÝÂÌ, îñíîâàííûõ íà ïàðàëëåëüíîé è êîíâåéåðíîé îðãàíèçàöèè ðàñ÷åòîâ. Èäåÿ ìåòîäîâ
íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé, èõ ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ äàíû â [1, 2]. Îñíîâíîé ñõåìîé
ðàñ÷åòà â [1, 2] áûëî òàê íàçûâàåìîå ïîñëîéíîå ïîêðûòèå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, â ìè-
íèìàëüíîé ñòåïåíè èñïîëüçóþùåå ìàøèííóþ ïàìÿòü. Â ýòèõ ðàáîòàõ áûë ñôîðìóëèðîâàí
ñëåäóþùèé ïðèíöèï: ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè äîëæíû äîïóñêàòü âîçìîæíîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ìåòîäîâ ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè äëÿ óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ.
Ýòîò ïðèíöèï ñîõðàíèëñÿ â [3, 4], îí òàêæå áóäåò èñïîëüçîâàí íèæå. Â [3] áûë ïðåäëîæåí
ìåòîä âåòâëåíèÿ äëÿ ðåàëèçàöèè ïîêðûòèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà. Â [4] áûë ïðåäëîæåí
àëãîðèòì ïîêðûòèÿ íåðàâíîìåðíûìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè, àêòèâíåå èñïîëüçóþùèé ïàìÿòü
è áëàãîäàðÿ ýòîìó áîëåå ýôôåêòèâíûé, ÷åì ïîñëîéíûå ïîêðûòèÿ. Íèæå áóäåò îïèñàí
ìåòîä, êîòîðûé ìîæíî óñëîâíî íàçâàòü ìåòîäîì ïîëîâèííûõ äåëåíèé. Ýòîò òåðìèí íå
äîëæåí ïðèâåñòè ê ïóòàíèöå ñ ìåòîäîì ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ â çàäà÷àõ îäíîìåðíîé îïòè-
ìèçàöèè. Â íàøåì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ïîëîâèííîå äåëåíèå n-ìåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ èç
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà. Ìåòîä îáúåäèíÿåò èäåè íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé ñ ïîäõîäîì,
îñíîâàííûì íà èñïîëüçîâàíèè îöåíîê, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ èíòåðâàëüíîãî àíà-
ëèçà [5, 6].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ
ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x), îïðåäåëåííîé íà n-ìåðíîì ïàðàëëåëåïèïåäå P ⊂ Rn

f∗ = min
x∈P

f(x), P = {x ∈ Rn : a ≤ x ≤ b}. (1.1)
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Çäåñü è íèæå âåêòîðíîå íåðàâåíñòâî x ≤ z îçíà÷àåò, ÷òî xi ≤ zi äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n. ×åðåç
X∗ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1.1). Ââåäåì ìíîæåñòâî ε-îïòèìàëüíûõ (èëè
ïðèáëèæåííûõ) ðåøåíèé çàäà÷è (1.1):

Xε
∗ = {x ∈ P : f(x) ≤ f∗ + ε}. (1.2)

Î÷åâèäíî, ÷òî X∗ ⊂ Xε
∗ ⊂ P . Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî íàéòè ïî

êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó xr ∈ Xε
∗ è âû÷èñëèòü çíà÷åíèå fr = f(xr). Äðóãèìè ñëîâàìè,

íàäî ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε îïðåäåëèòü âåëè÷èíó ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè îò
n-ìåðíîãî âåêòîðà x è íàéòè õîòÿ áû îäíó òî÷êó xr, ãäå ýòî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå
äîñòèãàåòñÿ.

Â ïðîöåññå ðàñ÷åòîâ áóäóò èñïîëüçîâàíû âåêòîðû ai, bi ∈ Rn è ïîðîæäàåìûå èìè
ïðÿìîóãîëüíûå ïàðàëëåëåïèïåäû Pi ñ ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì:
Pi = {x ∈ P : ai ≤ x ≤ bi}. Öåíòð ci ïàðàëëåëåïèïåäà Pi è âåêòîð åãî ãëàâíîé äèàãîíàëè
di îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

cj
i = 1/2(bj

i + aj
i ), dj

i = bj
i − aj

i , 1 ≤ j ≤ n. (1.3)

Çàïèñü
lim

‖di‖∞→0
(. . .)

ïîäðàçóìåâàåò ïðåäåëüíûé ïðîöåññ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ
P ⊃ P1 ⊃ . . . ⊃ Pi ⊃ Pi+1 ⊃ . . . òàêîé, ÷òî ‖di‖∞ → 0. Çäåñü è âñþäó íèæå

‖di‖∞ = max
1≤j≤n

|bj
i − aj

i |.

Ïðåäåëüíóþ òî÷êó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîçíà÷èì P∞. Îáîçíà÷èì

ϕ(Pi) = min
x∈Pi

f(x). (1.4)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü ñïîñîá äëÿ êàæäîãî Pi ⊂ P îïðåäåëÿòü íèæíþþ îöåíêó çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè ϕ(Pi), ò.å. çàäàíà ôóíêöèÿ g(Pi), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

g(Pi) ≤ ϕ(Pi) äëÿ ëþáîãî Pi ⊂ P, (1.5)
lim

‖di‖∞→0
[ϕ(Pi)− g(Pi)] = 0 pàâíîìåpíî ïî P∞ ∈ P. (1.6)

Â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ îöåíêó, äëÿ êîòîðîé (1.6) çàìåíÿåòñÿ
óñëîâèåì

ϕ(Pi)− g(Pi) = O(‖di‖β
∞), β ≥ 1, (1.7)

ðàâíîìåðíî ïî P∞ ∈ P .
Òðåáîâàíèå, ÷òîáû áûëà èçâåñòíà ôóíêöèÿ g(Pi) ñ β > 1, íåîáÿçàòåëüíî, îäíàêî íàëè-

÷èå òàêîãî ñâîéñòâà óñêîðÿåò âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ.
Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g(Pi) ìîæíî îïðåäåëÿòü ëèáî ñ ïîìîùüþ òåõíèêè èíòåðâàëüíîãî

àíàëèçà [5], ëèáî èñïîëüçóÿ êàêèå-ëèáî äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î êëàññå, ê êîòî-
ðîìó ïðèíàäëåæèò ôóíêöèÿ f . Ïóñòü, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà ñ êîíñòàíòîé L, ò.å. äëÿ ëþáûõ x è z èç P âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(x)− f(z)| ≤ L‖x− z‖∞. (1.8)

Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ Pi èìååì

f(x)− f(ci) ≥ −L‖x− ci‖∞ ≥ −(L/2)‖di‖∞. (1.9)
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Ïîýòîìó ìîæíî âçÿòü
g(Pi) = f(ci)− (L/2)‖di‖∞. (1.10)

Çäåñü, òàêèì îáðàçîì, β = 1.
Åñëè ïîìèìî (1.8) âûïîëíåíî óñëîâèå âèäà ‖fx(x)− fx(z)‖1 ≤ M‖x− z‖∞, ãäå ‖v‖α =

=

(
n∑

i=1

|vi|α
)1/α

, òî

f(x)− f(ci) ≥ 〈fx(ci), x− ci〉 − M

2
‖x− ci‖∞ ≥

≥ −1

2
‖di‖∞ · ‖fx(ci)‖1 − M

8
‖di‖2

∞.

Îáúåäèíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñ (1.9), ïîëó÷èì, ÷òî ìîæíî âçÿòü

g(Pi) = f(ci)− 1

2
‖di‖∞ ·min

{
L, ‖fx(ci)‖1 +

M

4
‖di‖∞

}
. (1.11)

Â ýòîì ñëó÷àå β = 2.

2. Îïèñàíèå àëãîðèòìà. Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà áóäåò ñòðîèòüñÿ íåêîòîðàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Bm = {P1, P2, . . . , Pm} ïàðàëëåëåïèïåäîâ Pi, ïðèíàäëåæàùèõ P .
Â öåíòðàõ ýòèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ci áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ çíà÷åíèÿ ìèíèìèçèðóåìîé ôóíê-
öèè. Ïóñòü Nm = {c1, c2, . . . , cm} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðîâ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ïðè-
íàäëåæàùèõ P . Íàçîâåì òåêóùèì ðåêîðäîì âåëè÷èíó

Rm = min
ci∈Nm

f(ci).

Ëþáóþ òî÷êó cs èç Nm, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ Rm = f(cs), íàçîâåì ðåêîðäíîé òî÷êîé
è îáîçíà÷èì xr.

Ñ êàæäûì ïàðàëëåëåïèïåäîì Pi ñâÿæåì íàáîð Si = (ci, di, gi), ãäå gi = g(Pi). Ñîâîêóï-
íîñòü íàáîðîâ Si äëÿ âñåãî íàáîðà ïàðàëëåëåïèïåäîâ Bm áóäåì íàçûâàòü ñïèñêîì íàáîðîâ
è îáîçíà÷àòü S = {S1, S2, . . . , Sm}.

Íà÷àëüíûå îïåðàöèè.
1) Ïîëîæèòü P1 = P .
2) Çàäàòü ε > 0 è íåêîòîðóþ òî÷êó x0 ∈ P .
3) Âû÷èñëèòü c1, d1, f(c1), f(x0), R(1) = min{f(c1), f(x0)}.
4) Âû÷èñëèòü g1 = g(P1).
5) Ïîëîæèòü N

(1)
1 = {c1}, B

(1)
1 = {P1}, S1 = (c1, d1, g1), S(1) = {S1}. Âçÿòü xr = c1, åñëè

f(c1) = R(1), è xr = x0, åñëè f(x0) = R(1).
6) Åñëè g1 ≥ R(1) − ε, òî çàêîí÷èòü ðàáîòó àëãîðèòìà è ïåðåéòè ê ï. 17.
Îñíîâíîé öèêë (k-é øàã).
7) Èç òåêóùåãî íàáîðà ïàðàëëåëåïèïåäîâ B(k)

m âûáðàòü òîò ïàðàëëåëåïèïåä Ps, äëÿ
êîòîðîãî

gs = min
1≤i≤m

gi.

8) Â ïàðàëëåëåïèïåäå Ps îïðåäåëèòü íîìåð íàèáîëüøåãî ðåáðà t:

dt
s = max

1≤j≤n
dj

s.

9) Ðàçäåëèòü ïàðàëëåëåïèïåä Ps ïîïîëàì ïî t-é êîîðäèíàòå, ïîðîäèâ òåì ñàìûì äâà
íîâûõ ïàðàëëåëåïèïåäà P ′ è P ′′. Èõ öåíòðû è ãëàâíûå äèàãîíàëè îáîçíà÷èì c′, d′ è c′′, d′′

ñîîòâåòñòâåííî.
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10) Âû÷èñëèòü
R̃ = min{f(c′), f(c′′)}. (2.1)

11) Åñëè R̃ < R(k), òî ïîëîæèòü R(k+1) = R̃. Â êà÷åñòâå ðåêîðäíîé òî÷êè xr âçÿòü òó
èç òî÷åê c′, c′′, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì (2.1).

12) Åñëè R̃ ≥ R(k), òî ïîëîæèòü R(k+1) = R(k).
13) Îïðåäåëèòü âåëè÷èíû g′ = g(P ′) è g′′ = g(P ′′).
14) Èñêëþ÷èòü ïàðàëëåëåïèïåä Ps èç íàáîðà B(k)

m , ò.å. óäàëèòü íàáîð Ss èç ñïèñêà
S(k). Âêëþ÷èòü â ñïèñîê äâà íàáîðà S ′ = (c′, d′, g′) è S ′′ = (c′′, d′′, g′′), ïîëîæèâ Ss = S ′ è
Sm+1 = S ′′.

15) Â ïîëó÷åííîì ñïèñêå íàáîðîâ {Si}1≤i≤m+1 ïðîâåñòè äëÿ âñåõ Si ñëåäóþùóþ ïðîâåðêó:
åñëè âûïîëíåíî

gi ≥ R(k+1) − ε, (2.2)
òî Si èñêëþ÷èòü èç ñïèñêà. Íîâûé ñïèñîê íàáîðîâ {Si1 , Si2 , . . . , Sip} ïåðåíóìåðîâàòü è
îáîçíà÷èòü S(k+1) = {Sj}1≤j≤p.

16) Ïîëîæèòü m = p. Åñëè m = 0, ò.å. S(k+1) 6= ∅, òî çàêîí÷èòü ðàáîòó àëãîðèòìà è
ïåðåéòè ê ï. 17. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéòè ê ï. 7, ïîëîæèâ k = k + 1.

Îêîí÷àíèå ðàáîòû.
17) Òî÷êà xr ÿâëÿåòñÿ ðåêîðäíîé, ò.å. xr ∈ Xε

∗ åñòü ε-ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çà-
äà÷è (1.1).

3. Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü â çàäà÷å (1.1) ôóíêöèÿ f ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà n-ìåðíîì

ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå P . Ïóñòü äëÿ âñÿêîãî ïàðàëëåëåïèïåäà Pi ⊂ P îïðåäåëåíà
ôóíêöèÿ g(Pi), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (1.5) è (1.6). Òîãäà îïèñàííûé àëãîðèòì çà
êîíå÷íîå ÷èñëî âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé ôóíêöèè f îïðåäåëÿåò ðåêîðäíóþ òî÷êó xr ∈ Xε

∗ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå îñòàíîâêè ìåòîäà áóäåò âûïîëíåíî ïðè êîíå÷-
íîì íîìåðå øàãà q îñíîâíîãî öèêëà. Èç êîìïàêòíîñòè P ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ïîëóíåïðå-
ðûâíîñòü ñíèçó ôóíêöèè f íà P . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå δ1 > 0, ÷òî

f(ci)− ϕ(Pi) ≤ ε

2
, (3.1)

äëÿ ëþáîãî Pi ⊂ P òàêîãî, ÷òî ‖di‖∞ ≤ δ1. Èç óñëîâèé (1.5) � (1.6) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
òàêîãî δ2 > 0, ÷òî

ϕ(Pi)− g(Pi) ≤ ε

2
, (3.2)

äëÿ ëþáîãî Pi ⊂ P òàêîãî, ÷òî ‖di‖∞ ≤ δ2. Ñêëàäûâàÿ íåðàâåíñòâà (3.1) è (3.2), ïîëó÷àåì,
÷òî

f(ci)− g(Pi) ≤ ε, (3.3)
êàê òîëüêî

‖di‖∞ ≤ δ, (3.4)
ãäå δ = min{δ1, δ2}. Èç (3.3) è íåðàâåíñòâà R(q) ≤ f(ci) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî Pi, äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíåíî (3.4), èìååò ìåñòî óñëîâèå (2.2) èñêëþ÷åíèÿ Si èç ñïèñêà.

Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêîé ñïèñîê Si, ïîëó÷åííûé â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà, çàâåäîìî
íå áóäåò ñîäåðæàòü ïàðàëëåëåïèïåäîâ íàñòîëüêî ìàëûõ, ÷òî äëÿ íèõ âûïîëíåíî óñëîâèå
(3.4). Óòâåðæäåíèå î êîíå÷íîñòè ÷èñëà øàãîâ àëãîðèòìà ñëåäóåò òåïåðü èç òîãî, ÷òî
äåëåíèþ ïîïîëàì ïîäâåðãàåòñÿ íàèáîëüøåå ðåáðî ðàññìàòðèâàåìîãî ïàðàëëåëåïèïåäà.
Ïîýòîìó çà êîíå÷íîå ÷èñëî äåëåíèé îí áóäåò ðàçáèò íà ïàðàëëåëåïèïåäû, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèþ (3.4), à òàê êàê ÷èñëî ïàðàëëåëåïèïåäîâ â ñïèñêå êîíå÷íî, òî è îñòàëüíûå åãî
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ïðåäñòàâèòåëè çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòìà áóäóò ðàçäåëåíû íà òàêèå ïàðàëëåëå-
ïèïåäû, ÷òî äëÿ íèõ áóäåò âûïîëíåíî (3.4).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðåêîðäíàÿ òî÷êà xr ïðèíàäëåæèò Xε
∗ . Èç ïîëóíåïðåðûâíîñòè f íà

êîìïàêòå P ñëåäóåò, ÷òî X∗ íåïóñòî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B(1), B(2), . . . , B(k), . . . ïîëó÷àëàñü
ïóòåì ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ èñõîäíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà P . Ïîýòîìó êàæäàÿ òî÷êà x èç P
èñêëþ÷àëàñü òîëüêî òîãäà, êîãäà íàõîäèëñÿ íåêîòîðûé ïàðàëëåëåïèïåä Pi, ñîäåðæàùèé
òî÷êó x è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (2.2). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x∗ èç ìíîæåñò-
âà X∗. Ýòà òî÷êà áûëà èñêëþ÷åíà âìåñòå ñ íåêîòîðûì ñîäåðæàùèì åå ïàðàëëåëåïè-
ïåäîì Pα. Ïðè èñêëþ÷åíèè èìåëè ìåñòî óñëîâèÿ:

x∗ ∈ Pα, f(x∗) ≥ g(Pα) ≥ R(kα) − ε.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé R(k) ìîíîòîííî óáûâàåò, òî R(kα) ≥ R(q) è ïîýòîìó
âûïîëíåíî f∗ = f(x∗) ≥ R(q)−ε. Òàêèì îáðàçîì, R(q) ≤ f∗+ε, ò.å. xr ∈ Xε

∗ , ãäå f(xr) = R(q).

4. Íåêîòîðûå ìîäèôèêàöèè. Äëÿ áîëåå ýôôåêòèâíîé ðàáîòû ïðåäëàãàåìîãî àëãî-
ðèòìà öåëåñîîáðàçíî ó÷èòûâàòü ñëåäóþùèå äîïîëíåíèÿ è çàìå÷àíèÿ ïî îðãàíèçàöèè âû-
÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà.

1) Äëÿ òîãî ÷òîáû íå ïðîâîäèòü íà êàæäîì øàãå îñíîâíîãî öèêëà ïîèñê íàáîðà ñ
íàèìåíüøèì gi â òåêóùåì ñïèñêå íàáîðîâ â ï. 7 è ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî ïðîâåðîê â
ï. 15, óäîáíî õðàíèòü ñïèñîê íàáîðîâ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ gi. Òîãäà â ï. 1 ñëåäóåò
âñåãäà âûáèðàòü P1, à â ï. 15 ïðîâåðêè áóäóò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ
ñ ýëåìåíòîâ â êîíöå ñïèñêà. Êàê òîëüêî íàéäåòñÿ gs òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.2) íå
âûïîëíåíî, òî ïðîâåðêè íåîáõîäèìî ïðåêðàòèòü, òàê êàê äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ íàáîðîâ gi,
1 ≤ i ≤ s, ýòî íåðàâåíñòâî òîæå íå áóäåò âûïîëíåíî. Ïðè òàêîì óïîðÿäî÷åíèè íàáîðîâ íåò
íåîáõîäèìîñòè îñóùåñòâëÿòü ïåðåíóìåðàöèþ ýëåìåíòîâ ñïèñêà ïîñëå åãî �ñîðòèðîâêè� â
ï. 15. Îòìåòèì, ÷òî â îïèñàííîì ñëó÷àå íåñêîëüêî óñëîæíèòñÿ âêëþ÷åíèå íàáîðîâ S ′ è S ′′

â ñïèñîê. Èõ íåîáõîäèìî âêëþ÷àòü â ñïèñîê òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîõðàíÿëàñü óïîðÿäî-
÷åííîñòü íàáîðîâ ïî gi.

2) Â öåëÿõ ýêîíîìíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïàìÿòè ÝÂÌ ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãî-
ðèòìà ìîæíî â êàæäîì ñïèñêå Si èç òåêóùåãî íàáîðà õðàíèòü íå n-ìåðíûé ìàññèâ ÷èñåë
di, à êîìïàêòíî çàêîäèðîâàííóþ èíôîðìàöèþ î öåëûõ ÷èñëàõ `j, ïîêàçûâàþùèõ, ñêîëüêî
ðàç äåëèëîñü ïîïîëàì ðåáðî dj èñõîäíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà P äëÿ ïîëó÷åíèÿ dj

i . Òîãäà
äèàãîíàëü di âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì âèäà dj

i = dj · 2`j , 1 ≤ j ≤ n, ÷òî â ìàøèííîé
àðèôìåòèêå ðåàëèçóåòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíî.

3) Äëÿ ìåòîäà íåñóùåñòâåííî, ÷òî èññëåäóåìûé ïàðàëëåëåïèïåä Pi äåëèòñÿ íà êàæäîì
øàãå îñíîâíîãî öèêëà èìåííî íà äâà ïàðàëëåëåïèïåäà. Åãî ìîæíî äåëèòü è íà áîëüøåå
÷èñëî ÷àñòåé. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ìîæíî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà. Ïóñòü
äëÿ Pi âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

max
1≤j≤n

dj
i < 2 min

1≤j≤n
dj

i , (4.1)

îçíà÷àþùåå, ÷òî ðåáðà òåêóùåãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñòàëè îäíîãî ïîðÿäêà. Òîãäà ðåêîìåí-
äóåòñÿ ðàçáèâàòü ýòîò ïàðàëëåëåïèïåä íà 2n ÷àñòåé, ðàçäåëèâ Pi ïîïîëàì ïî êàæäîé
êîîðäèíàòå. Åñëè áû âñå ýòè ïàðàëëåëåïèïåäû áûëè ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ðàáîòû èñõîä-
íîãî àëãîðèòìà, òî ïðè ýòîì áûëî áû ïðîèçâåäåíî íà

n−1∑

i=1

2i = 2n − 2

áîëüøå âû÷èñëåíèé ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ äàííîé ìîäèôèêàöèåé.
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Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ ñòðàòåãèÿ äåëåíèÿ îáîñíîâàíà òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f ïðîìàñ-
øòàáèðîâàíà òàê, ÷òî âåëè÷èíû

Li = max
x∈P

∣∣∣∣∣
∂f

∂xi
(x)

∣∣∣∣∣ , 1 ≤ i ≤ n,

îäíîãî ïîðÿäêà.
4) Ñóùåñòâåííîå óñêîðåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè â ïðîöåññå âû÷èñ-

ëåíèé èñïîëüçîâàòü ïðîöåäóðû ëîêàëüíîé ìèíèìèçàöèè äëÿ çàäà÷è (1.1). Åñëè ïîñëå
î÷åðåäíîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f â òî÷êå cs áûë óìåíüøåí ðåêîðä, òî ñëåäóåò
îáðàòèòüñÿ ê ëîêàëüíîìó ïîèñêó ìèíèìóìà f íà P , âçÿâ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè cs.
Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà íåêîòîðàÿ òî÷êà x̄, â êîòîðîé f(x̄) < f(c̄s). Òîãäà ïîëàãàåì
R̃ = f(x̄), xr = x̄. Óìåíüøåíèå ðåêîðäà äàåò âîçìîæíîñòü â ï. 15 èñêëþ÷èòü áîëüøåå
÷èñëî ïàðàëëåëåïèïåäîâ Pi èç ñïèñêà.

5) Åñëè â ïîñòàíîâêå çàäà÷è (1.1) åñòü îãðàíè÷åíèÿ: xj, j ∈ J ⊆ {1, . . . , n}, � öåëûå,
òî ìîæíî óìåíüøèòü êàæäûé ïàðàëëåëåïèïåä Pi â ñïèñêå, çàìåíÿÿ åãî ìàêñèìàëüíûì
ïàðàëëåëåïèïåäîì ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè xj, j ∈ J , ñîäåðæàùèìñÿ â Pi.

5. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ïðåä-
ëàãàåìîãî ìåòîäà è ìåòîäîâ èç [1]�[4] ðåøàëàñü ñëåäóþùàÿ òåñòîâàÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíàÿ
çàäà÷à:

f∗ = min
x∈P

(
n∏

i=1

cos(cixi + cn+i) +
n∏

i=1

cos(c2n+ixi + c3n+i

)
, (5.1)

ãäå P = {x ∈ Rn : −1 ≤ xi ≤ 1, 1 ≤ i ≤ n}. Çàäà÷à ðåøàëàñü äëÿ ðàçìåðíîñòåé n = 1, 2, 3, 4.
Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû êîýôôèöèåíòû ci äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé n.

Òàáëèöà 1

Êîýôôèöèåíòû äëÿ ôóíêöèè (5.1)

n 1 2 3 4
ñ1 -6.47314 0.94775 -5.22607 7.22412
ñ2 -1.08618 5.19019 -0.58521 0.18140
ñ3 4.93066 -0.07813 -7.98633 -6.32520
ñ4 -5.012245 4.74048 3.54321 -4.76050
ñ5 7.44678 -3.22080 7.36377
ñ6 5.10718 -7.13696 -4.44949
ñ7 6.36621 -7.38574 5.63477
ñ8 4.00903 2.09302 7.33618
ñ9 2.91260 5.08154
ñ10 -5.79810 1.06226
ñ11 -0.08203 7.54785
ñ12 2.40845 5.44849
ñ13 6.12744
ñ14 -6.53638
ñ15 7.16406
ñ16 -7.67358

6



Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñëåäóþùèìè ìåòîäàìè: ÃËÎÁ1 � ìåòîä ïîñëîéíûõ ïîêðûòèé
(ñì. [1, 2]), ÃËÎÁ2 � ìåòîä äâîè÷íîãî âåòâëåíèÿ áåç ñòðàòåãèè âûáîðà íàïðàâëåíèÿ âåòâëå-
íèÿ (ñì. [3]), ÃËÎÁ2Ì � ìåòîä äâîè÷íîãî âåòâëåíèÿ ñî ñòðàòåãèåé ïîëíîãî ïåðåáîðà
âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé âåòâëåíèÿ, ÃËÎÁÇ � îïèñàííûé âûøå ìåòîä ïîëîâèííûõ äåëåíèé.
Âñþäó ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ôóíêöèÿ (5.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.8), ôóíêöèÿ g(Pi)
îïðåäåëÿëàñü ïî ôîðìóëå (1.10). Êîíñòàíòû Ëèïøèöà L äëÿ ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè è
ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ìèíèìóìà f∗ äëÿ ðàçëè÷íûõ n äàíû â òàáë. 2.

Òàáëèöà 2

Êîíñòàíòû Ëèïøèöà è ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ìèíèìóìà

n 1 2 3 4
L 11.404 18.692 26.189 37.632
f∗ -1.971 -1.943 -1.338 -1.722

Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé n è ε â òàáë. 3 ïðèâîäèòñÿ íåîáõîäèìîå ÷èñëî âû÷èñëåíèé
çíà÷åíèÿ ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè, ïîòðåáîâàâøååñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (5.1) ðàçëè÷-
íûìè ìåòîäàìè. Â êðàéíåì ïðàâîì ñòîëáöå òàáë. 3 ïðèâîäèòñÿ êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé
ôóíêöèè, êîòîðîå ïîòðåáîâàë áû ïîëíûé ïåðåáîð ñ ïîñòîÿííûì øàãîì 2ε/L.

Òàáëèöà 3

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1)

n ε ÃËÎÁ1 ÃËÎÁ2 ÃËÎÁ2Ì ÃËÎÁ3 Ïîëí. ïåp.

0.001 2290 703 303 303 11405
1 0.0001 21773 2139 887 689 114050

0.00001 214377 7083 2933 737 1140500

0.1 4304 3128 2093 425 34040
2 0.03 21126 10541 7013 981 388213

0.01 87061 36305 20741 2841 3494000
0.003 201845 123769 61245 8633 38821300

1.0 9607 7209 6513 5641 17963
3 0.5 52482 21297 18153 12537 143697

0.1 330659 162289 96817 63545 17965000

2.0 73150 73145 83009 70545 125346
4 1.5 175047 115361 229553 104097 396116

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè n ≥ 1 îïèñàííûé âûøå ìåòîä òðåáóåò
çàìåòíî ìåíüøå âû÷èñëåíèé ôóíêöèè ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè äðóãèìè ìåòîäàìè. Ýòî
äîñòèãàåòñÿ áëàãîäàðÿ áîëåå àêòèâíîìó èñïîëüçîâàíèþ ìàøèííîé ïàìÿòè.
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Â ðàñ÷åòàõ íå èñïîëüçîâàëèñü ïðîöåäóðû ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè, ÷òî íåñêîëüêî ñíè-
æàëî ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ìåòîäîâ. Âñå ìåòîäû áûëè çàïðîãðàììèðîâàíû íà ÿçûêå Ñè,
ðàñ÷åòû âåëèñü íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå IBM PC-XT.

6. Ðåøåíèå çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÍËÏ). Ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùóþ çàäà÷ó:

f∗ = min
x∈Z

f(x), (6.1)

ãäå Z = P ∩ X, a X = {x ∈ Rn : F (x) = 0}. Ôóíêöèÿ F (x) ≥ 0 âñþäó íà P . Ìíîæåñòâî
ðåøåíèé çàäà÷è (6.1) îáîçíà÷èì ÷åðåç Z∗. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

Xε = {x ∈ Rn : F (x) ≤ ε}, Zε = Xε ∩ P, Zε
∗ = {x ∈ Zε : f(x) ≤ f∗ + ε}.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè F (x) îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ q(Pi), àíàëîãè÷íàÿ g(Pi) äëÿ
f(x), ò.å.

q(Pi) ≤ min
x∈Pi

F (x) = ψ(Pi) äëÿ ëþáîãî Pi ⊂ P, (6.2)

lim
‖di‖∞→0

[ψ(Pi)− q(Pi)] = 0 ðàâíîìåðíî ïî P∞ ∈ P. (6.3)

Ïðèâåäåííûé âûøå àëãîðèòì ïîñëå íåçíà÷èòåëüíûõ èçìåíåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (6.1). Â äàííîì ñëó÷àå íàáîð Si áóäåò èìåòü âèä Si = (ci, di, gi, qi),
gi = g(Pi), qi = q(Pi). Åñëè â ï. 10 îñíîâíîãî öèêëà àëãîðèòìà îêàçàëîñü, ÷òî c′ ∈ Zε,
òî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå f(c′), åñëè c′′ ∈ Zε, òî âû÷èñëèòü f(c′′) è îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå
(2.1) âåëè÷èíó R̃. Åñëè îäíà èç ýòèõ òî÷åê, ñêàæåì c′, ïðèíàäëåæèò Zε, a c′′ /∈ Zε, òî
ïîëîæèòü R̃ = f(c′). Åñëè îáå òî÷êè íåäîïóñòèìûå, òî ïîëîæèòü R̃ = R(k). Â ï. 14 ïîìèìî
gi âû÷èñëÿåòñÿ qi. Â ï. 15 íàáîð Si èñêëþ÷àåòñÿ èç ñïèñêà, åñëè âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî
èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

q(Pi) > δ, (6.4)
g(Pi) ≥ R(k+1) − ε. (6.5)

Çäåñü δ çàäàåòñÿ â ï. 2 àëãîðèòìà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû 0 < δ < ε.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â çàäà÷å (6.1) ìíîæåñòâî Z 6= ∅, ôóíêöèè f , F ïîëóíåïðåðûâíû
ñíèçó íà P , è äëÿ âñÿêîãî ïàðàëëåëåïèïåäà Pi ⊂ P îïðåäåëåíû ôóíêöèè g(Pi), q(Pi),
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (1.5) � (1.6), (6.2) � (6.3). Òîãäà àëãîðèòì çà êîíå÷íîå ÷èñëî
âû÷èñëåíèé ôóíêöèé f , F îòûñêèâàåò òî÷êó xr ∈ Zε

∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ε > δ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé êîíå÷íûé
íîìåð øàãà q îñíîâíîãî öèêëà, ÷òî ñïèñîê íàáîðîâ S(q) ñòàíåò ïóñòûì ìíîæåñòâîì. Èç
ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèé f è F íà êîìïàêòå P ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ε1 > 0,
ε2 > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå δ1 > 0 è δ2 > 0, ÷òî

f(ci)− ϕ(Pi) ≤ ε1, (6.6)
F (ci)− ψ(Pi) ≤ ε2, (6.7)

êàê òîëüêî ‖di‖∞ ≤ δ1, ‖di‖∞ ≤ δ2. Èç óñëîâèé (1.5), (1.6), (6.2), (6.3) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáûõ ε3 > 0 è ε4 > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå δ3 > 0 è δ4 > 0, ÷òî

ϕ(Pi)− g(Pi) ≤ ε3, (6.8)
ψ(Pi)− q(Pi) ≤ ε4, (6.9)
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êàê òîëüêî ‖di‖∞ ≤ δ3, ‖di‖∞ ≤ δ4. Ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå q, ÷òî íà÷èíàÿ ñ
q-ãî øàãà äëÿ âñåõ Pi âûïîëíåíî óñëîâèå ‖di‖∞ ≤ ∆, ãäå ∆ = min{δ1, δ2, δ3, δ4} (ñì.
òåîðåìó 1). Ñêëàäûâàÿ ïî÷ëåííî íåðàâåíñòâà (6.6), (6.8) è (6.7), (6.9), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ
Pi âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

f(ci)− g(Pi) ≤ ε1 + ε3, (6.10)
F (ci)− q(Pi) ≤ ε2 + ε4. (6.11)

Åñëè ci ∈ Zε, òî, ïîëîæèâ ε1 + ε3 = ε è ó÷èòûâàÿ, ÷òî R(q) ≤ f(ci), èç (6.10) ïîëó÷èì
R(q)−g(Pi) ≤ ε, ò.å. âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (6.5) è Si èñêëþ÷àåòñÿ èç ñïèñêà. Åñëè ci /∈ Zε,
òî F (ci) > ε è èç (6.11) ïîëó÷àåì ε − q(Pi) < ε2 + ε4. Ïîëîæèâ δ = ε − ε2 − ε4 (ìîæíî,
î÷åâèäíî, ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < δ < ε), ïðèõîäèì ê âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ (6.4) è Si èñêëþ÷àåòñÿ
èç ñïèñêà.

Èòàê, àëãîðèòì çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ q îñíîâíîãî öèêëà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ïðè ýòîì íèêàêàÿ èç òî÷åê

ci ∈ {N (k)
mk
}1≤k≤q

íå ïðèíàäëåæèò Zε. Òîãäà âñå ïàðàëëåëåïèïåäû P
(k)
i òàêîâû, ÷òî

q(P
(`)
i ) > δ > 0, P =

q⋃

k=1

mk⋃

i=1

P
(k)
i .

Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû î òîì, ÷òî Z 6= ∅. Ïîýòîìó ñðåäè òî÷åê èç N (q)
m

íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ Zε.
Âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó x∗ ∈ Z∗. Äëÿ íåå ñóùåñòâóåò òàêîé ïàðàëëåëåïèïåä Pα,

÷òî x∗ ∈ Pα. Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ïàðàëëåëåïèïåä Pα áûë èñêëþ÷åí èç ñïèñêà,
ò.å. âûïîëíÿëîñü êàêîå-òî èç äâóõ óñëîâèé q(Pα) > δ, g(Pα) ≥ R(q) − ε. Ïåðâûé ñëó÷àé
íåâîçìîæåí, òàê êàê x∗ ∈ Pα è F (x∗) = 0. Ïîýòîìó èìåë ìåñòî âòîðîé ñëó÷àé, íî òîãäà
f(x∗) ≥ q(Pα) ≥ R(q) − ε. À òàê êàê f(xr) = R(q) è xr ∈ Xε, òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà
ñëåäóåò, ÷òî íàéäåííàÿ àëãîðèòìîì ðåêîðäíàÿ òî÷êà xr ïðèíàäëåæèò Zε

∗ .

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîãî èçëîæåíèÿ, çàäà÷à (6.1) ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ
îêàçûâàåòñÿ ïðîùå, ÷åì çàäà÷à (1.1) (ïî ÷èñëó îáðàùåíèé ê âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèé ìèíè-
ìèçèðóåìîé ôóíêöèè). Äåéñòâèòåëüíî, çäåñü â ï. 14 îñíîâíîãî öèêëà àëãîðèòìà ïîÿâëÿ-
þòñÿ äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ñîêðàòèòü ñïèñîê áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ðàññìàòðèâàå-
ìûé ïàðàëëåëåïèïåä Pi ìîæåò íàõîäèòüñÿ â íåäîïóñòèìîé îáëàñòè, ò.å. äëÿ íåãî âûïîëíåíî
óñëîâèå (6.4). Çäåñü òàê æå, êàê è âûøå, ñóùåñòâåííîå óñêîðåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà ìîæíî
ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ìåòîäû ïîèñêà ëîêàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (6.1).

Çàêëþ÷åíèå. Îïèñàííûé ïîäõîä ìîæíî ïðèìåíÿòü ê ðåøåíèþ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðè-
àëüíîé îïòèìèçàöèè. Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ðà-
áîòû [7]. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîæíî ïåðåíåñòè íà îòûñêàíèå ðåøåíèé çàäà÷è ïîèñêà
ãëîáàëüíîãî ìèíèìàêñà àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî ñäåëàíî â [8].

Â äàííîé ñòàòüå èñïîëüçîâàëîñü ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè îöåíêè ìèíèìóìà
ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè f íà ïðîèçâîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå Pi � ôóíêöèè g(Pi).
Â ðàçäåëå 1 óêàçûâàëèñü ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå g(Pi) äëÿ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ Ëèïøèöà. Áîëåå ïåðñïåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè
g(Pi) íà îñíîâå òåõíèêè èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, íå èñïîëüçóþùåãî çíàíèÿ êîíñòàíò Ëèï-
øèöà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îöåíêè êîíñòàíò Ëèïøèöà, êàê ïðàâèëî, ñèëüíî çàâûøåíû, ñ
äðóãîé ñòîðîíû, äàæå åñëè èçâåñòíû òî÷íûå êîíñòàíòû Ëèïøèöà ìèíèìèçèðóåìîé ôóíê-
öèè íà èñõîäíîì ïàðàëëåëåïèïåäå, òî íà ïðîèçâîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå Pi ⊂ P îíè ìîãóò
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íå äîñòèãàòüñÿ è äàæå áûòü ñèëüíî çàâûøåííûìè. Òåõíèêà èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà äàåò
âîçìîæíîñòü áîëåå òîíêî îöåíèâàòü õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé íà ðàññìàòðèâàåìîì
ïàðàëëåëåïèïåäå Pi, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü áîëåå ýêîíîíîìíûå ðàñ÷åòû.
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