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1. Ââåäåíèå

Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ â îáëàñòè ðàñïîçíàâàíèÿ, óêàæåì çà-
äà÷ó ïîñòðîåíèÿ ãèïåðïëîñêîñòåé, ðàçäåëÿþùèõ âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Ñëó÷àé, êîãäà îáà
ìíîæåñòâà � ïîëèýäðû, çàäàííûå ñ ïîìîùüþ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è óðàâíåíèé,
ðàññìîòðåí â [1]. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé, ðàç-
äåëÿþùèõ ïîëèòîïû � âûïóêëûå îáîëî÷êè êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê. Ïðåäëàãàåìûé ÷èñ-
ëåííûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ñåìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé ìàêñèìàëüíîé òîë-
ùèíû îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Ëàãðàíæà è îáîá-
ùåííîãî ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè.
Ìåòîä ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå MATLAB è ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ðàçäåëÿþùèå ãèïåðïëîñêîñòè
äëÿ ïîëèòîïîâ, çàäàííûõ íåñêîëüêèìè ìèëëèîíàìè òî÷åê.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â Rn çàäàí îäèí íàáîð èç m1 òî÷åê è äðóãîé íàáîð èç m2 òî÷åê.
Îáùåå ÷èñëî òî÷åê ðàâíî m1 +m2 = m. Âûïóêëûå îáîëî÷êè, íàòÿíóòûå íà ýòè ìíîæåñòâà
(ïîëèòîïû), îáîçíà÷åíû ÷åðåç X1 è X2 ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàçä. 2 ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âåêòîðà, ñîåäèíÿþùåãî äâå áëèæàéøèå òî÷êè èç
äâóõ ïîëèòîïîâ. Ýòà çàäà÷à çàìåíåíà ýêâèâàëåíòíîé, äëÿ êîòîðîé ïîñòðîåíà äâîéñòâåííàÿ
çàäà÷à. Ïðèâåäåíû ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå ñåìåéñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé ìàêñèìàëüíîé
òîëùèíû, ðàçäåëÿþùèõ ïîëèòîïû.

Â ðàçä. 3 ìåòîä ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Ëàãðàíæà (ÌÔË) è îáîáùåííûé ìåòîä
Íüþòîíà ïðèìåíÿþòñÿ ê ïðÿìîé çàäà÷å, à â ðàçä. 4 � ê äâîéñòâåííîé. Â çàäà÷àõ, ãäå
m À n, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ÌÔË äëÿ ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è, òàê
êàê â íåé ìíîãîêðàòíî èùåòñÿ áåçóñëîâíûé ìèíèìóì â (n+1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè
n À m, òî ìåòîä ÌÔË ïðèìåíÿåòñÿ ê ïðÿìîé çàäà÷å. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ìíîãîêðàòíàÿ
áåçóñëîâíàÿ ìèíèìèçàöèÿ îáîáùåííûì ìåòîäîì Íüþòîíà ïðîâîäèòñÿ â m-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. ×èñëåííûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé ìàêñèìàëüíîé òîë-
ùèíû, ðàçäåëÿþùèõ ïîëèòîïû, ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàíû â ñèñòåìå MATLAB. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ðåøåíà çàäà÷à î ðàçäåëåíèè ïîëèòîïîâ, çàäàâàåìûõ ïÿòüþ ìèëëèîíàìè òî÷åê.

Â ðàçä. 5 è 6 èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïîëèòîïû ïåðåñåêàþòñÿ. Â ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâà-
íèÿ ñæàòèÿ (êîððåêöèè) âûïóêëûõ îáîëî÷åê ïîëó÷àþòñÿ äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëèòîïà,
è äëÿ íèõ ñòðîèòñÿ ñåìåéñòâî ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé. Â êà÷åñòâå ðàçäåëÿþùåé ãè-
ïåðïëîñêîñòè áåðåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó ñåìåéñòâà. Îíà óñëîâíî
ðàçäåëÿåò èñõîäíûå ïîëèòîïû.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 03-01-00465) è ïî ïðîãðàììå ïîä-
äåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (êîä ïðîåêòà ÍØ-1737.2003.1).
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2. Ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé
ìàêñèìàëüíîé òîëùèíû

Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû M è N ðàçìåðàìè m1 × n, m2 × n ñîîòâåòñòâåííî.
Èõ ñòðîêàìè ÿâëÿþòñÿ M1, . . . , Mm1 è N1, . . . , Nm2 ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
ñòðîêè ìàòðèöû M çàäàþò m1 òî÷åê, ñòðîêè ìàòðèöû N çàäàþò m2 òî÷åê èç n-ìåðíîãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn. Âûïóêëûå îáîëî÷êè ìíîæåñòâ, íàòÿíóòûå íà M1, . . . , Mm1 è
íà N1, . . . , Nm2 (ïîëèòîïû), áóäåì îáîçíà÷àòü, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç X1 è X2:

X1 =

{
x1 ∈ Rn : x1 =

m1∑
j=1

wj
1M

>
j = M>w1, w1 ∈ S1

}
,

X2 =

{
x2 ∈ Rn : x2 =

m2∑
j=1

wj
2N

>
j = N>w2, w2 ∈ S2

}
,

ãäå S1, S2 � ñèìïëåêñû, îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëå

Si =

{
wi ∈ Rmi

+ :

mi∑
j=1

wj
i = 1

}
, i = 1, 2.

Ïîëíîå êîëè÷åñòâî çàäàííûõ òî÷åê ðàâíî m = m1 + m2. Ïóñòü íåïóñòûå ìíîæåñòâà
X1 è X2 íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà ïóñòûì áóäåò ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîâðå-
ìåííî X1 è X2, ò.å. ïóñòî ìíîæåñòâî òî÷åê w1 è w2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì M>w1 =
= N>w2, w1 ∈ S1, w2 ∈ S2.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîëèòîïàìè X1 è X2

min
w1∈S1

min
w2∈S2

‖M>w1 −N>w2‖2

2
. (1)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîðû v1 ∈ Rm1
+ è v2 ∈ Rm2

+ è âìåñòî çàäà÷è (1) îïðåäåëèì
áëèçêóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè íà ïîëîæèòåëüíîì îðòàíòå

min
v1∈Rm1

+

min
v2∈Rm2

+

[‖M>v1 −N>v2‖2

2
− e>m1

v1

]
(2)

ïðè îäíîì äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè: e>m1
v1 = e>m2

v2, ãäå ei � âåêòîð èç Ri, âñå êîìïîíåíòû
êîòîðîãî ðàâíû åäèíèöå.

Òåîðåìà 1. Åñëè èçâåñòíî [w∗
1, w

∗
2] � ðåøåíèå çàäà÷è (1), òî â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ

çàäà÷è (2) ìîæíî âçÿòü
v∗1 = w∗

1, v∗2 = w∗
2;

åñëè èçâåñòíî [v∗1, v
∗
2] � ðåøåíèå çàäà÷è (2), òî ðåøåíèå çàäà÷è (1) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîð-

ìóëàì:
w∗

1 =
v∗1
δ∗

, w∗
2 =

v∗2
δ∗

, δ∗ = e>m1
v∗1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (1) èìååò âèä

L(w1, w2, s1, s2) =
‖M>w1 −N>w2‖2

2
+ s1(1− e>m1

w1) + s2(1− e>m2
w2),
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ãäå s1 è s2 � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà (ñêàëÿðû).
Äëÿ çàäà÷è (1) óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Lw1(w1, w2, s1, s2) = M(M>w1 −N>w2)− s1em1 ≥ 0m1 , (3)
w>

1 Lw1(w1, w2, s1, s2) = 0, w1 ≥ 0m1 , (4)
Lw2(w1, w2, s1, s2) = −N(M>w1 −N>w2)− s2em2 ≥ 0m2 , (5)
w>

2 Lw2(w1, w2, s1, s2) = 0, w2 ≥ 0m2 , (6)
Ls1(w1, w2, s1, s2) = 1− e>m1

w1 = 0, (7)
Ls2(w1, w2, s1, s2) = 1− e>m2

w2 = 0. (8)

Èç (4), (6) � (8) èìååì

s1 = w>
1 M(M>w1 −N>w2), s2 = −w>

2 N(M>w1 −N>w2).

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (2) èìååò âèä

L̂(v1, v2, γ) =
‖M>v1 −N>v2‖2

2
− e>m1

v1 + γ(e>m2
v2 − e>m1

v1). (9)

Çäåñü ñêàëÿð γ åñòü ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà.
Çàïèøåì óñëîâèÿ Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è (2):

L̂v1(v1, v2, γ) = M(M>v1 −N>v2)− (1 + γ)em1 ≥ 0m1 , (10)
v>1 L̂v1(v1, v2, γ) = 0, v1 ≥ 0m1 , (11)
L̂v2(v1, v2, γ) = −N(M>v1 −N>v2) + γem2 ≥ 0m2 , (12)
v>2 L̂v2(v1, v2, γ) = 0, v2 ≥ 0m2 , (13)
L̂γ(v1, v2, γ) = e>m1

v1 − e>m2
v2 = 0. (14)

Èç (11), (13) è (14) ïîëó÷àåì, ÷òî

(1 + γ)e>m1
v1 = v>1 M(M>v1 −N>v2),

−γe>m2
v2 = −v>2 N(M>v1 −N>v2).

Ïóñòü [w∗
1, w

∗
2, s

∗
1, s

∗
2] � òî÷êà Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è (1), à [v∗1, v

∗
2, γ

∗] � òî÷êà Êóíà�
Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è (2). Åñëè ïîëîæèòü v∗1 = w∗

1, v∗2 = w∗
2, òî óñëîâèÿ (3) � (6) ñîâïàäàþò

ñ (10) � (13), à åñëè γ∗ = s∗1 − 1 = s∗2, òî èç óñëîâèé (7) è (8) ïîëó÷àåòñÿ óñëîâèå (14).
Ïóñòü òåïåðü [v∗1, v

∗
2, γ

∗] � òî÷êà Êóíà�Òàêêåðà äëÿ çàäà÷è (2) è δ = e>m1
v∗1. Î÷åâèäíî,

÷òî δ 6= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîãëàñíî (14) èìååì v∗1 = 0, v∗2 = 0, ò.å. X1 è X2

ïåðåñåêàþòñÿ. Èç (14) ïîëó÷àåì, ÷òî e>m1
v∗1/δ = 1, e>m2

v∗2/δ = 1, ò.å. óñëîâèÿ (7), (8) âûïîë-
íÿþòñÿ.

Ðàçäåëèì (11) � (13) íà δ è âûïîëíèì ïîäñòàíîâêè

v∗1 = δw∗
1, v∗2 = δw∗

2, γ = δs∗1 − 1, γ = δs∗2.

Òîãäà ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ (3), (4), âû÷èñëåííûå â òî÷êå Êóíà�Òàêêåðà [w∗
1, w

∗
2, s

∗
1, s

∗
2].

Çàäà÷à, äâîéñòâåííàÿ ê (2), ñîñòîèò â íàõîæäåíèè

min
γ∈R

min
q∈Rn

‖q‖2

2
(15)
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ïðè óñëîâèè, ÷òî
Mq − (1 + γ)em1 ≥ 0m1 , −Nq + γem2 ≥ 0m2 . (16)

Ïóñòü [q∗, γ∗] � ðåøåíèå çàäà÷è (15) � (16), a [v∗1, v
∗
2] � ðåøåíèå çàäà÷è (2). Òîãäà

q∗ = M>v∗1 −N>v∗2 è èç òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè ñëåäóåò ðàâåíñòâî ‖q∗‖2 = e>m1
v∗1 = e>m2

v∗2.
Ïóñòü w∗ = [w∗

1, w
∗
2] � ðåøåíèå çàäà÷è (1). Òîãäà òî÷êè

x∗1 = M>w∗
1 ∈ X1, x∗2 = N>w∗

2 ∈ X2

ÿâëÿþòñÿ áëèæàéøèìè èç ìíîæåñòâ X1 è X2 ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì âåêòîð p∗ = x∗1− x∗2.
Ê çàäà÷å (1) ïðèìåíèì ïðèíöèï ëèíåàðèçàöèè. Ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáûõ w1 ∈ S1 è w2 ∈ S2

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

p∗>M>(w1 − w∗
1) ≥ 0m1 , (17)

−p∗>N>(w2 − w∗
2) ≥ 0m2 . (18)

Îïðåäåëèì ãèïåðïëîñêîñòü Γ(α), çàâèñÿùóþ îò ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà α:

Γ(α) = {x ∈ Rn : p∗>x− (1− α)ξ − αβ = 0},

ãäå
ξ = p∗>x∗1, β = p∗>x∗2, 0 ≤ α ≤ 1. (19)

Ïîäñòàâëÿÿ â (19) âûðàæåíèÿ äëÿ x∗1 è x∗2, ïîëó÷èì ‖p∗‖2 = ξ−β, ò.å. ξ ≥ β. Ïóñòü x1 ∈ X1,
x2 ∈ X2. Òîãäà ñóùåñòâóþò âåêòîðû w1 ∈ S1, w2 ∈ S2 òàêèå, ÷òî x1 = M>w1, x2 = N>w2.
Ïîýòîìó ñîãëàñíî (17) è (18) èìååì

p∗>x1 ≥ ξ ≥ (1− α)ξ + αβ ≥ β ≥ p∗>x2. (20)

Íåðàâåíñòâî (20) èìååò ìåñòî ïðè ëþáûõ x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, è, ñëåäîâàòåëüíî, ãèïåðïëîñ-
êîñòè Γ(α) ðàçäåëÿþò ìíîæåñòâà X1 è X2 ïðè ëþáûõ 0 ≤ α ≤ 1. Ãèïåðïëîñêîñòè p∗>x = ξ
è p∗>x = β ÿâëÿþòñÿ îïîðíûìè ê ìíîæåñòâàì X1 è X2 ñîîòâåòñòâåííî, òàê êàê p∗>x∗1 = ξ,
x∗1 ∈ X1 è p∗>x∗2 = β, x∗2 ∈ X2.

Îáúåäèíåíèå âñåõ ãèïåðïëîñêîñòåé Γ(α), êîãäà α èçìåíÿòñÿ îò 0 äî 1, íàçîâåì ñåìåé-
ñòâîì ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé è îáîçíà÷èì ÷åðåç

Γ =
1⋃

α=0

Γ(α).

Âåêòîð p∗ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ ýòîãî ñåìåéñòâà. Åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò
äî ãèïåðïëîñêîñòåé Γ(α) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå |(1−α)ξ+αβ|/‖p∗‖. Òîëùèíà ñåìåéñòâà
Γ (åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàíè÷íûìè ïëîñêîñòÿìè) ðàâíà ‖p∗‖2 = ξ−β. Ñðåäè âñåõ
ñåìåéñòâ, ðàçäåëÿþùèõ X1 è X2, ñåìåéñòâî Γ îáëàäàåò ìàêñèìàëüíîé òîëùèíîé, ðàâíîé
‖p∗‖.

Îò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è (2). Ýòî âíåñåò íåêîòîðûå êîð-
ðåêòèâû â ïîëó÷åííûå ôîðìóëû: âìåñòî p∗ â íèõ áóäåò ôèãóðèðîâàòü q∗, âìåñòî ξ, β �
ñêàëÿð γ. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

p∗ = M>w∗
1 −N>w∗

2 =
M>v∗1 −N>v∗2

θ
=

q∗

θ
,

θ = ‖q∗‖2 =
‖q∗‖
‖p∗‖ , ξ =

1 + γ∗

θ
, β =

γ∗

θ
.

(21)
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Èñïîëüçóÿ (21), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç (20) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

q∗>x1 ≥ 1 + γ∗ ≥ αγ∗ + (1 + γ∗)(1− α) ≥ γ∗ ≥ q∗>x2,

ñïðàâåäëèâûå ïðè ëþáûõ 0 ≤ α ≤ 1 è ëþáûõ x1 ∈ X1, x2 ∈ X2.
Îïîðíûìè ê ìíîæåñòâàì X1 è X2 áóäóò ãèïåðïëîñêîñòè q∗>x = 1 + γ∗ è q∗>x = γ∗

ñîîòâåòñòâåííî, ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíî ‖p∗‖ = ‖q∗‖/θ = 1/‖q∗‖. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ñåìåéñòâà Γ áóäåì ðåøàòü ëèáî ïðÿìóþ çàäà÷ó (2), ëèáî äâîéñòâåííóþ (15) � (16).

3. ×èñëåííûé ìåòîä äëÿ ñëó÷àÿ n À m

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) è äâîéñòâåííîé ê íåé çàäà÷è (15) � (16) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì
ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Ëàãðàíæà (ÌÔË) (ñì. [2, 3, 4]). Âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó
ìèíèìèçàöèè íà ïîëîæèòåëüíîì îðòàíòå ðåøàåì ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîãî ìåòîäà Íüþòîíà
(ñì. [5, 6]). Ââåäåì ñêàëÿð γ è âåêòîð λ ∈ Rn

+, ñîñòàâèì ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ
Ëàãðàíæà

L(v1, v2, λ, γ) =
‖M>v1 −N>v2‖2

2
− e>m1

v1 + γ(e>m2
v2 − e>m1

v1) +

+
τ(e>m2

v2 − e>m1
v1)

2

2
+
‖(λ− τv)+‖2

2τ
,

ãäå τ � êîýôôèöèåíò øòðàôà, v> = [v>1 , v>2 ], âåêòîð λ0 ∈ Rm
+ è γ0 ∈ R1 � ïðîèçâîëüíûå

íà÷àëüíûå òî÷êè. Îáû÷íî ïðè ðàñ÷åòàõ áåðåòñÿ τ = 100 è λ = 0m, γ0 = 0. Ïîñëåäíåå
ñëàãàåìîå â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ââåäåíî äëÿ ó÷åòà îãðàíè÷åíèÿ v ≥ 0m, λ ∈ Rm

+ � ñîîò-
âåòñòâóþùèé âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Ñ ó÷åòîì îáúåäèíåíèÿ âåêòîðîâ v1 è v2 èìååì L(v1, v2, λ, γ) = L(v, λ, γ). Íîìåð èòåðà-
öèè áóäåì îáîçíà÷àòü äîïîëíèòåëüíûì íèæíèì èíäåêñîì ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåí-
íûõ. Òîãäà ìåòîä ÌÔË çàïèøåòñÿ â âèäå

γk+1 = γk + τ(e>m1
v1 k+1 − e>m2

v2 k+1), λk+1 = (λk − τvk+1)+, (22)

ãäå vk+1 îïðåäåëÿåòñÿ èç ñëåäóþùåé çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè:

vk+1 ∈ arg min
v∈Rm

L(v, λk, γk). (23)

Â ýòîé çàäà÷å ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà âûïóêëàÿ, êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íàÿ è äèôôåðåíöèðóåìàÿ.
Ïîýòîìó äëÿ åå ìèíèìèçàöèè ìîæíî ïðèìåíèòü îáîáùåííûé ìåòîä Íüþòîíà, êîòîðûé äëÿ
äàííîé çàäà÷è ñõîäèòñÿ ãëîáàëüíî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ [5, 6].

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàáîòû ìåòîäà ðåøàëèñü ñãåíåðèðîâàííûå ñëó÷àéíûì îáðà-
çîì çàäà÷è (2) ñ áîëüøèì ÷èñëîì íåîòðèöàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ (äî ñòà òûñÿ÷) è ñðåäíèì
÷èñëîì îãðàíè÷åíèé-ðàâåíñòâ (äî îäíîé òûñÿ÷è), ò.å. èìåëî ìåñòî n À m.

Èòàê, çàäàâàëèñü ÷èñëà m è n. Â ìàòðèöå M ýëåìåíòû áðàëèñü ñëó÷àéíûì îáðàçîì
èç èíòåðâàëà [−50, 100], â ìàòðèöå N � èç èíòåðâàëà [−50, 120]. Ïî îñîáîìó îïðåäåëÿëèñü
ïåðâûå ñòîëáöû ìàòðèö M è N . Ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû M áðàëèñü èç èí-
òåðâàëà [30, 50], à ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû N � èç èíòåðâàëà [100, 120]. Êðîìå
òîãî, çàäàâàëèñü òðè òî÷êè x1, x2, x3 èç ìíîæåñòâà X1, ó êîòîðûõ ïåðâûå êîìïîíåíòû
áûëè ðàâíû 50; ó òðåõ òî÷åê y1, y2, y3 èç ìíîæåñòâà X2 ïåðâûå êîìïîíåíòû áûëè ðàâíû
100; ò.å. x1

1 = x1
2 = x1

3 = 50 è y1
1 = y1

2 = y1
3 = 100. Äëÿ âñåõ 2 ≤ i ≤ n è 1 ≤ j ≤ 3 âû-

ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ xi
j = yi

j. Áëàãîäàðÿ òàêîìó âûáîðó ãàðàíòèðîâàëîñü, ÷òî ðàññòîÿíèå
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ìåæäó ìíîæåñòâàìè X1 è X2 ðàâíî ‖p∗‖ = 50 è îïòèìàëüíûé âåêòîð w∗ ïðÿìîé çàäà÷è
(9) èìååò ïåðâóþ êîìïîíåíòó, ðàâíóþ åäèíèöå, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ. Ó
âåêòîðà p∗ îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà, ðàâíàÿ 50. Êðîìå òîãî, òåñòîâàÿ
çàäà÷à èìååò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ÷òî óñëîæíÿåò ðàñ÷åòû. Äëÿ ãåíåðàöèè òåñòîâûõ
çàäà÷ èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ ïðîãðàììà, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ñèñòåìû MATLAB.

Code 1. MATLAB Ãåíåðàòîð ìàòðèö M è N

%Code 1: Generate random M,N:
%Input: m1,m2 n; Output: M N
tt=1;tt1=1; ss=2:n;ss=ss'; ss1=n-tt1;
M=rand(m1,n);M(:,tt)=10*M(:,tt)+40*ones(m1,tt1)-10*rand(m1,tt1);
M(:,ss)=50*(M(:,ss)-rand(m1,ss1))-50*rand(m1,ss1)+50*rand(m1,ss1);
N=rand(m2,n);N(:,tt)=10*N(:,tt)+100*ones(m2,tt1)+10*rand(m2,tt1);
N(:,ss)=50*(N(:,ss)-rand(m2,ss1))-50*rand(m2,ss1)+50*rand(m2,ss1);
uu=30*rand(3,n); uu1=uu;uu1(:,1)=50*ones(3,1);
uu2=uu;uu2(:,l)=100*ones(3,1); M=[M;uu1]; N=[N;uu2];
m1=m1+3;m2=m2+3;m=m1+m2; xM=[50 50 50];yM=[50 0 -100];
xN=[100 100 100];yN=[50 0 -100];
plot(M(:,1),M(:,2),'.r',N(:,1),N(:,2),'*bl',xM,yM,xN,yN)}

Ïðåäëàãàåìûé äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (2) ìåòîä ÌÔË ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èòå-
ðàöèîííûé ïðîöåññ (22). Îáîáùåííûé ìåòîä Íüþòîíà ïðèìåíåí ê ðåøåíèþ çàäà÷è (23).
Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå MATLAB 7 â âèäå ïðîãðàììû MLF1. Êðèòåðèåì îñòàíîâ-
êè ïðîöåññà ìèíèìèçàöèè (23) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ‖vk+1−vk‖ ≤ tol1. Êðèòåðèåì
îñòàíîâêè èòåðàöèé (22) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé ‖γk+1 − γk‖ ≤ tol2 è ‖λk+1 − λk‖ ≤
≤ tol2. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ âñåõ çàäà÷ áðàëèñü íóëåâûå âåêòîðû v0 è λ0, à
òàêæå ïîëàãàëîñü γ0 = 0.

Ïðîãðàììà MLF1 ñðàâíèâàåòñÿ ñ ïðîãðàììîé MATLAB, ñîñòàâëåííîé íà áàçå áèá-
ëèîòåêè ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ñèñòåìû MATLAB. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé îïðåäåëÿëèñü
ñëåäóþùèå íåâÿçêè:

∆1 = |d− ‖p∗‖|, ∆2 = |e>m1
v1 − e>m2

v2|, ∆3 = ‖(−v)+‖∞,

ãäå ‖a‖∞ åñòü ÷åáûøåâñêàÿ íîðìà âåêòîðà a; d åñòü íàéäåííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæå-
ñòâàìè, ‖p∗‖ = 50. Îáû÷íî â ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëîñü tol1 = 10−8, tol2 = 10−8.

Äëÿ âû÷èñëåíèé èñïîëüçîâàëñÿ êîìïüþòåð ñ ïðîöåññîðîì Pentium-4 ñ òàêòîâîé ÷àñòî-
òîé 3 ÃÃö, îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ 1 Ãá.

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñãåíåðèðîâàííûõ çàäà÷ ïðèâåäåíû â òàáë. 1.
Â ïåðâîì ñòîëáöå òàáëèöû óêàçàíû ðàçìåðíîñòè m è n. Âî âòîðîì ñòîëáöå ïðèâåäåíû èìå-
íà èñïîëüçóåìûõ ïðîãðàìì. Â òðåòüåì � äàíû âðåìåíà ñ÷åòà (â ñåêóíäàõ). Â ÷åòâåðòîì,
ïÿòîì è øåñòîì ñòîëáöàõ óêàçàíû ∆1, ∆2, ∆3.

Èç òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî ïðîãðàììàMATLAB îêàçàëàñü áîëåå ýôôåêòèâíîé, ÷åìMLF1,
òîëüêî ïðè ðåøåíèè ïåðâîé çàäà÷è íåâûñîêîé ðàçìåðíîñòè. Íà âòîðîé è ÷åòâåðòîé ñòðîêàõ
âûðàæåíèå MATLAB* îáîçíà÷àåò, ÷òî ýòîò ìåòîä ïðè ñòàíäàðòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
íå ðåøèë çàäà÷ó. Ïîýòîìó áûëè èçìåíåíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: âñå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ
v0, λ0 è ñêàëÿð γ0 âçÿòû ðàâíûìè åäèíèöå. Â òðåòüåé è øåñòîé çàäà÷å (ñòðîêà 3,6) ïðî-
ãðàììà MATLAB íå ðåøèëà çàäà÷ó íè ïðè ñòàíäàðòíûõ, íè ïðè èçìåíåííûõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ. Â ïðèìåðå, ïðèâåäåííîì íà ÷åòâåðòîé ñòðîêå, ïðîãðàììà MATLAB îêàçàëàñü

6



ëó÷øåé ïî âðåìåíè, îäíàêî òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ d áûëà íèçêîé. Äëÿ çàäà÷ áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè ïðîãðàììà MATLAB ñóùåñòâåííî óñòóïàåò ïðîãðàììå MLF1.

Òàáëèöà 1

Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ðàáîòû ìåòîäîâ MLF1 è MATLAB,
v0 = 0m, λ0 = 0m, γ0 = 0

m× n ÌÅÒÎÄ T, sec ∆1 ∆2 ∆3

MLF1 3, 5 2, 5× 10−12 2, 2× 10−16 6, 7× 10−16

50× 105

MATLAB 0, 25 1, 5× 10−13 5, 4× 10−19 5, 2× 10−20

MLF1 10, 9 7, 1× 10−13 1, 5× 10−18 1, 7× 10−18

100× 105

MATLAB* 2, 4 8, 5× 10−14 7, 0× 10−15 8, 1× 10−19

MLF1 8, 5 1, 0× 10−18 6, 7× 10−18 4, 8× 10−20

300× 104

MATLAB ∗ ∗ ∗ ∗
MLF1 30, 8 9, 3× 10−13 2, 1× 10−18 7, 1× 10−18

200× 105

MATLAB 7, 5 8, 7× 10−6 2, 9× 10−15 4, 0× 10−16

MLF1 25, 5 2, 1× 10−19 4, 2× 10−14 2, 2× 10−19

500× 104

MATLAB* 77, 0 1, 1× 10−1 5, 7× 10−14 3, 9× 10−16

MLF1 96, 6 4, 8× 10−14 3, 4× 10−19 3, 6× 10−19

1000× 104

MATLAB ∗ ∗ ∗ ∗

4. ×èñëåííûé ìåòîä äëÿ ñëó÷àÿ m À n

Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó (15) � (16). Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðàçäåëó îáú-
åäèíèì âåêòîð q è ñêàëÿð γ îäíèì ñèìâîëîì z = [q, γ] è ââåäåì ìíîæåñòâî

Z = {z ∈ Rn+1 : Az ≥ em},

ãäå A =

[
M −em1

−N em2

]
� ìàòðèöà m× (n+1). Äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó (15) ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå
min
z∈Z

‖q‖2

2
. (24)

Äëÿ åå ðåøåíèÿ ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Ëàãðàíæà.
Â äàííîì âàðèàíòå ìåòîäà èùåòñÿ áåçóñëîâíûé ìèíèìóì ïî q è γ ñëåäóþùåé ìîäèôèöè-
ðîâàííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà:

L(q, γ, v) =
β‖q‖2 + ‖[v + β(em − Az)]+‖2

2
,

ãäå v ∈ Rm
+ , β � êîýôôèöèåíò øòðàôà.

Íà k-ì øàãå èòåðàöèé íîâîå çíà÷åíèå zk+1 íàõîäèì èç óñëîâèÿ

zk+1 ∈ arg min
z∈Rn+1

1

2

{
β‖q‖2 + ‖[vk + β(em − Az)]+‖2

}
. (25)
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî âåêòîðà v èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðî-
öåññ:

vk+1 = [vk + β(em − Azk+1)]+, (26)
ãäå âåêòîð v0 � ïðîèçâîëüíàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà èç ìíîæåñòâà Rm

+ . Îáû÷íî ïðè ðàñ÷åòàõ
áåðåòñÿ β = 10 è v0 = 0m.

Òàáëèöà 2

Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ðàáîòû ìåòîäîâ MLF2 è MATLAB,
v0 = 0m, z0 = 0n+1

m× n ÌÅÒÎÄ T, sec ∆1 ∆4

MLF2 0, 65 1, 4× 10−11 1, 5× 10−20

5000× 20 MATLAB 0, 62 4, 0× 10−14 2, 3× 10−15

MLF2 6, 6 3, 4× 10−11 6, 1× 10−12

105 × 10 MATLAB 7, 0 7, 9× 10−14 4, 6× 10−20

MLF2 59, 5 1, 1× 10−12 3, 1× 10−13

2 · 106 × 2 MATLAB 155, 3 4, 0× 10−13 1, 3× 10−14

MLF2 38, 5 2, 3× 10−11 1, 1× 10−11

106 × 5 MATLAB 37, 3 3, 8× 10−14 1, 7× 10−15

MLF2 144, 8 7, 3× 10−13 1, 3× 10−13

4 · 106 × 2 MATLAB 317, 3 9, 3× 10−20 5, 7× 10−15

MLF2 167, 4 1, 4× 10−12 2, 9× 10−20

5 · 106 × 2 MATLAB ∗ ∗ ∗

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè èòå-
ðàöèîííîãî ïðîöåññà (26) è ðåøåíèÿ çàäà÷ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (25) ñ ïîìîùüþ îáîá-
ùåííîãî ìåòîäà Íüþòîíà.

Â ïðèâåäåííûõ äâóõ âàðèàíòàõ ìåòîäà ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Ëàãðàíæà îñíîâ-
íîå âðåìÿ ðàñ÷åòîâ òðàòèòñÿ íà ðåøåíèå çàäà÷ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè. Â ïåðâîì âà-
ðèàíòå ìåòîäà (22) ìèíèìóì èùåòñÿ â m-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, âî âòîðîì âàðèàíòå (26)
� â (n + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó ïåðâûé âàðèàíò ìåòîäà íàèáîëåå ýôôåêòèâåí
ïðè n À m, âòîðîé âàðèàíò � ïðè m À n.

Àëãîðèòì (26) ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå MATLAB 7 â âèäå ïðîãðàìì MLF2. Êðèòåðèåì
îñòàíîâêè ïðîöåññà ìèíèìèçàöèè (25) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ‖zk+1 − zk‖ ≤ tol1;
êðèòåðèåì îñòàíîâêè ïðîöåññà èòåðàöèé (26) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ‖vk+1 − vk‖ ≤
≤ tol2, ãäå tol1, tol2 � íåêîòîðûå çàäàííûå òî÷íîñòè. Îáû÷íî â ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëîñü
tol1 = 10−10, tol2 = 10−6. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñãåíåðèðîâàííûõ
çàäà÷ ïðèâåäåíû â òàáë. 2. Îïðåäåëÿëèñü ñëåäóþùèå íåâÿçêè:

∆1 = |d− ‖p∗‖|, ∆4 = ‖(Ax− b)+‖∞.

Çäåñü òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ðàñ÷åòû ïî ïðîãðàììàì MATLAB è MLF2
áëèçêè â ñëó÷àå çàäà÷ íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè.
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Äëÿ çàäà÷è ñ m = 4 ·106, n = 2 âðåìÿ ñ÷åòà ïî ïðîãðàììå MATLAB â äâà ðàçà áîëüøå,
÷åì ïî ïðîãðàììå MLF2. Çàäà÷à c m = 5 · 106, n = 2 ðåøåíà ïðîãðàììîé MLF2 çà 167.4
ñåêóíä è íå áûëà ðåøåíà ïðîãðàììîé MATLAB.

5. Ñëó÷àé ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëèòîïîâ ïðè m À n

Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðàçíîãî ðîäà
ïîãðåøíîñòåé ïîëó÷åííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå òàêîâû, ÷òî ïîëèòîïû X1 è X2 ïå-
ðåñåêàþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ðåêîìåíäóåòñÿ òàê ñêîððåêòèðîâàòü (ñóçèòü) X1 è X2, ÷òî ââå-
äåííûå âìåñòî íèõ ìíîæåñòâà X̃1 è X̃2 íå ïåðåñåêàþòñÿ è òàêîâû, ÷òî X̃1 ⊆ X1 è X̃2 ⊆ X2.
Îïðåäåëèì íîâûå ìíîæåñòâà ïî ôîðìóëàì

X̃1 =

{
x ∈ Rn : x =

m1∑
j=1

wj
1M

>
j = M>w1, w1 ∈ S̃1

}
,

X̃2 =

{
x ∈ Rn : x =

m2∑
j=1

wj
2N

>
j = N>w2, w2 ∈ S̃2

}
,

ãäå S̃1, S̃2 � ñæàòûå ñèìïëåêñû

S̃i =

{
wi ∈ Rmi

+ :

mi∑
j=1

wj
i = 1, wj

i ≤ σ

}
, i = 1, 2.

Çäåñü σ � ÷èñëî èç èíòåðâàëà [1/m, 1].
Î÷åâèäíî, ÷òî íîâûå ìíîæåñòâà òàêîâû, ÷òî X̃1 ⊆ X1, X̃2 ⊆ X2; êðîìå òîãî, ïðè

σ = 1 ìíîæåñòâà X̃1 è X1, X̃2 è X2 ñîâïàäàþò. Âìåñòå ñ òåì σ íåëüçÿ áðàòü ñëèøêîì

ìàëûì, òàê êàê åñëè σ < 1/m, òî wj
i < 1/m,

mi∑
j=1

wj
i < 1 è ìíîæåñòâî S̃i áóäåò ïóñòûì,

ïîýòîìó ìíîæåñòâî X̃i òîæå áóäåò ïóñòûì. Äëÿ �ñæàòûõ� ïîëèòîïîâ ïîñòðîèì ñåìåéñòâî
ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé Γ ñ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè q∗.

Çàäà÷ó (1) çàìåíèì ñëåäóþùåé:

min
w1∈Rm1

+

min
w2∈Rm2

+

‖M>w1 −N>w2‖2 (27)

ïðè óñëîâèÿõ

e>m1
w1 = 1, e>m2

w2 = 1, 0m1 ≤ w1 ≤ σem1 , 0m2 ≤ w2 ≤ σem2 .

Òàê æå, êàê è â ðàçä. 1, ïåðåõîäèì ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè

min
v1∈Rm1

+

min
v2∈Rm2

+

(‖M>v1 −N>v2‖2 − e>m1
v1

)
(28)

ïðè óñëîâèÿõ
e>m1

v1 = e>m2
v2, 0m1 ≤ v1 ≤ σem1 , 0m2 ≤ v2 ≤ σem2 .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè w∗
1, w∗

2 � ðåøåíèå çàäà÷è (27), òî â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ çàäà÷è
(28) ìîæíî âçÿòü

v∗1 = w∗
1, v∗2 = w∗

2.
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Åñëè èçâåñòíû v∗1 è v∗2, òî ðåøåíèÿ çàäà÷è (27) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

w∗
1 =

v∗1
θ∗

, w∗
2 =

v∗2
θ∗

, θ∗ = e>m1
v∗1, (29)

ò.å. ðåøåíèÿ çàäà÷ (27) è (28) âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé.
Òåîðåìà 2. Çàäà÷à, äâîéñòâåííàÿ ê (28), ñîñòîèò â íàõîæäåíèè

min
φ ∈Rm1

+

max
ψ ∈Rm2

+

min
γ∈R1

min
q∈Rn

σ‖φ‖1 + σ‖ψ‖1 + ‖q‖2

2
(30)

ïðè óñëîâèè, ÷òî

Mq − (1 + γ)em1 + φ ≥ 0m1 , −Nq + γem2 + ψ ≥ 0m2 ,

ãäå γ ∈ R1, φ ∈ Rm1
+ , ψ ∈ Rm2

+ . Åñëè [v∗1, v
∗
2] � ðåøåíèå çàäà÷è (28) è [q∗, γ∗, φ∗, ψ∗] �

ðåøåíèå çàäà÷è (30), òî
‖q∗‖2 = e>m1

v∗1 − φ∗>v∗1 − ψ∗>v∗2. (31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (28) èìååò âèä

L̃(v1, v2, γ, φ, ψ) =
‖M>v1 −N>v2‖2

2
− e>m1

v1 + γ(e>m2
v2 − e>m1

v1)+

+ φ>(v1 − σem1)− ψ>(v2 − σem2),

(32)

ãäå γ, φ è ψ � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.
Çàïèøåì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó

max
γ∈R1

max
φ ∈Rm1

+

max
ψ ∈Rm2

+

min
v1 ∈Rm1

+

min
v2 ∈Rm2

+

L̃(v1, v2, γ, φ, ψ). (33)

Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âíóòðåííåé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Lv1(v1, v2, γ, φ, ψ) = M(M>v1 −N>v2)− (1 + γ)em1 + φ ≥ 0m1 , (34)
v>1 Lv1(v1, v2, γ, φ, ψ) = 0, v1 ≥ 0m1 , (35)
Lv2(v1, v2, γ, φ, ψ) = −N(M>v1 −N>v2) + γem2 + ψ ≥ 0m2 , (36)
v>2 Lv2(v1, v2, γ, φ, ψ) = 0, v2 ≥ 0m2 . (37)

Èç (35) è (37) èìååì

v>1 M(M>v1 −N>v2) = (1 + γ)v>1 em1 − v>1 φ,

v>2 N(M>v1 −N>v2) = γv>2 em2 + v>2 ψ.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (32), ïîëó÷èì äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L̃(v1, v2, γ, φ, ψ) =
‖M>v1 −N>v2‖2

2
− e>m1

v1 + γ(e>m2
v2 − e>m1

v1) +

+ φ>(v1 − σem1)− ψ>(v2 − σem2) =

=
‖M>v1 −N>v2‖2

2
− v>1 M(M>v1 −N>v2) +

+ v>2 N(M>v1 −N>v2)− σ‖φ‖1 − σ‖ψ‖1 =

= −‖M
>v1 −N>v2‖2

2
− σ‖φ‖1 − σ‖ψ‖1.
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Îáîçíà÷èì q = M>v1 −N>v2. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (34) è (36), ïîëó÷èì äâîéñòâåííóþ ê
(28) çàäà÷ó (30).

Åñëè [v∗1, v
∗
2] � ðåøåíèå çàäà÷è (28), à [γ∗, φ∗, ψ∗] � ðåøåíèå äâîéñòâåííîé ê íåé çàäà÷è

(30), òî ïî òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè èìååì (31).
Íåñêîëüêî âèäîèçìåíèì çàäà÷ó (30). Âî-ïåðâûõ, ê öåëåâîé ôóíêöèè äîáàâèì γ2/2;

âî-âòîðûõ, çàìåíèâ ïåðâûå íîðìû âåêòîðîâ φ è ψ íà êâàäðàòû ýòèõ íîðì, ïîëó÷èì ñëå-
äóþùóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ:

σ‖φ‖2
1 + σ‖ψ‖2

1 +
‖q‖2

2
+

γ2

2
.

Èñïîëüçóåì èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî ìåæäó ïåðâîé è âòîðîé íîðìàìè:

‖φ‖1 ≤ √
m1‖φ‖2, ‖ψ‖1 ≤ √

m2‖ψ‖2.

Âìåñòî (30) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè:

min
q ∈Rn

min
γ∈R1

‖q‖2 + γ2 + m1σ‖[(1 + γ)em1 −Mq]+‖2 + m2σ‖(Nq − γem2)+‖2

2
. (38)

Â ñëó÷àå áîëüøèõ m è ìàëûõ n ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîãî ìåòî-
äà Íüþòîíà, òàê êàê öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çäåñü âûïóêëàÿ, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ,
êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íàÿ.

Ïîäõîä, áëèçêèé ê èçëîæåííîìó, ðàçðàáàòûâàëñÿ â ñòàòüÿõ [5, 7, 8]. Âìåñòå ñ òåì íàø
ïîäõîä èìååò íåêîòîðûå îòëè÷èÿ: â êà÷åñòâå îñíîâíîé çàäà÷è áûëà âçÿòà íå (27), à áëèçêàÿ
ê íåé çàäà÷à (28), ÷òî óïðîñòèëî ïîëó÷åíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è (30). Åñòü îòëè÷èå â
çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (38) ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íîé çàäà÷åé â [8].

6. Ñëó÷àé ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëèòîïîâ ïðè n À m

Â çàäà÷å (1) íàõîäèëàñü åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà, îïðåäåëÿþùåãî êðàò÷àéøåå ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè X1 è X2. Âìåñòî ýòîãî ìîæíî îòûñêèâàòü ÷åáûøåâñêóþ íîðìó
ýòîãî âåêòîðà. Òîãäà çàäà÷à (1) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

min
w1∈Rm1

+

min
w2∈Rm2

+

‖M>w1 −N>w2‖∞ (39)

ïðè óñëîâèÿõ

e>m1
w1 = 1 = e>m2

w2, 0m1 ≤ w1 ≤ σem1 , 0m2 ≤ w2 ≤ σem2 .

Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å ìèíèìèçàöèè:

min
v1∈Rm1

+

min
v2∈Rm2

+

(‖M>v1 −N>v2‖∞ − e>m1
v1

)
(40)

ïðè óñëîâèÿõ

e>m1
v1 = e>m2

w2, 0m1 ≤ v1 ≤ σem1 , 0m2 ≤ v2 ≤ σem2 .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè [w∗
1, w

∗
2] � ðåøåíèå çàäà÷è (39), a [v∗1, v

∗
2] � ðåøåíèå çàäà÷è (40),

òî â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ çàäà÷è (40) ìîæíî âçÿòü

v∗1 = w∗
1, v∗2 = w∗

2.
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Åñëè èçâåñòíî [v∗1, v
∗
2], òî ðåøåíèå çàäà÷è (39) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

w∗
1 =

v∗1
θ∗

, w∗
2 =

v∗2
θ∗

, θ∗ = e>m1
v∗1,

ò.å. ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îáðàçîì.
Çàäà÷à (40) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè

min
λ∈R1

+

min
v1 ∈Rm1

+

min
v2 ∈Rm2

+

(λ− e>m1
v1) (41)

ïðè óñëîâèÿõ
−λen ≤ M>v1 −N>v2 ≤ λen, e>m1

v1 = e>m2
v2,

0 ≤ λ, 0m1 ≤ v1 ≤ σem1 , 0m2 ≤ v2 ≤ σem2 .

Äâîéñòâåííîé ê çàäà÷å (41) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ: íàéòè

min
γ∈R1

min
φ ∈Rm1

+

min
ψ ∈Rm2

+

min
u1 ∈Rn

+

min
u2 ∈Rn

+

σ(e>m1
φ + e>m2

ψ) (42)

ïðè óñëîâèÿõ

M(u1 − u2)− (1 + γ)en + φ ≥ 0m1 , −N(u1 − u2) + γen + ψ ≥ 0m2 ,

e>n u1 + e>n u2 = 1, φ ≥ 0m1 , ψ ≥ 0m2 , u1 ≥ 0n, u2 ≥ 0n.

Åñëè [v∗1, v
∗
2, λ

∗] � ðåøåíèå çàäà÷è (41) è [φ∗, ψ∗, u∗1, u
∗
2, γ

∗] � ðåøåíèå çàäà÷è (42), òî èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

e>m1
v∗1 − ‖M>v∗1 −N>v∗2‖∞ = σ(e>m1

φ∗ + e>m2
ψ∗). (43)

Â çàäà÷å (42) èìååòñÿ m + 2n + 1 íåèçâåñòíûõ è 2m + 2n + 1 îãðàíè÷åíèé. Äëÿ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì øòðàôîâ, ïðèìåíåííûì ê
äâîéñòâåííîé çàäà÷å (41). Ñîñòàâèì øòðàôíóþ ôóíêöèþ äëÿ çàäà÷è (41):

Φ(λ, v1, v2, ε) = ε(λ− e>m1
v1) + ‖(M>v1 −N>v2 + λen)+‖2 +

+ ‖(N>v2 −M>v1 + λen)+‖2 + (44)
+ ‖(σem1 − v1)+‖2 + ‖(σem2 − v2)+‖2.

Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèè Φ âåäåòñÿ ïðè óñëîâèÿõ λ ∈ R1, v1 ≥ 0m1 , v2 ≥ 0m2 .
Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ â ýòîé çàäà÷å êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íàÿ, îäèí ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ.

Äëÿ åå ìèíèìèçàöèè ìîæíî ïðèìåíèòü îáîáùåííûé ìåòîä Íüþòîíà. Â ðàáîòå [5] ïîêàçàíî,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ε∗, ÷òî ïðè âñÿêîì 0 < ε ≤ ε∗ ðåøåíèå çàäà÷è

min
λ∈R1

min
v1 ∈Rm1

+

min
v2 ∈Rm2

+

Φ(λ, v1, v2, ε) = Φ(λ∗, v∗1, v
∗
2, ε) (45)

äàåò âîçìîæíîñòü íàéòè íîðìàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (42).
Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà çàäà÷è (45) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Φλ(λ, v1, v2, ε) = ε + e>n (M>v1 −N>v2 + λen)+ + (N>v2 −M>v1 + λen)+ ≥ 0,

λΦλ(λ, v1, v2, ε) = 0, λ ≥ 0,
(46)

Φv1(λ, v1, v2, ε) = εem1 + M(M>v1 −N>v2 + λen)+ −M(N>v2 −M>v1 + λen)+ ≥ 0m1 ,

v>1 Φv1(λ, v1, v2, ε) = 0m1 , v1 ≥ 0m1 ,
(47)

Φv2(λ, v1, v2, ε) = N [λen − (M>v1 −N>v2)]+ −N(M>v1 −N>v2 + λen)+ ≥ 0m2 ,

v>2 Φv2(λ, v1, v2, ε) = 0m2 , v2 ≥ 0m2 .
(48)
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (42) âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé çàäà÷åé ìè-
íèìèçàöèè:

min
γ∈R1

min
φ ∈Rm1

+

min
ψ ∈Rm2

+

min
u1 ∈Rn

+

min
u2 ∈Rn

+

{
σ(e>m1

φ + e>m2
ψ) +

ε

2
(‖φ‖2 + ‖ψ‖2 + ‖u1‖2 + ‖u2‖2 + γ2)

}

(49)
ïðè óñëîâèÿõ

M(u1 − u2)− (1 + γ)en + φ ≥ 0m1 , −N(u1 − u2) + γen + ψ ≥ 0m2 ,

e>n u1 + e>n u2 = 1, φ ≥ 0m1 , ψ ≥ 0m2 , u1 ≥ 0n, u2 ≥ 0n.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (49) èìååò âèä

L(u1, u2, φ, ψ, γ, λ, v1, v2) =
ε

2
(‖φ‖2 + ‖ψ‖2 + ‖u1‖2 + ‖u2‖2 + γ2) +

+ σ(e>m1
φ + e>m2

ψ) + v>1 [(1 + γ)en −M(u1 − u2)− φ] + (50)

+ v>2 [N(u1 − u2)− γen − ψ] + λ(1− e>n u1 − e>n u2),

ãäå v1 ∈ Rm1
+ , v2 ∈ Rm2

+ , λ ∈ R1 � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.
Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà (50) çàïèøåì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó

max
λ∈R1

max
v1 ∈Rm1

+

max
v2 ∈Rm2

+

min
u1 ∈Rn

+

min
u2 ∈Rn

+

min
φ ∈Rm1

+

min
ψ ∈Rm2

+

L(u1, u2, φ, ψ, γ, λ, v1, v2). (51)

Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âíóòðåííåé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (51) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Lu1(u1, u2, γ, φ, ψ, λ, v1, v2) = εu1 − λen − (M>v1 −N>v2) ≥ 0n,

u>1 [εu1 − λen − (M>v1 −N>v2)] = 0, u1 ≥ 0n,
(52)

Lu2(u1, u2, γ, φ, ψ, λ, v1, v2) = εu2 − λen − (M>v1 −N>v2) ≥ 0n,

u>2 [εu2 − λen − (M>v1 −N>v2)] = 0, u2 ≥ 0n,
(53)

Lφ(u1, u2, γ, φ, ψ, λ, v1, v2) = εφ + σem1 − v1 ≥ 0m1 ,

φ>(εφ + σem1 − v1) = 0, φ ≥ 0m1 ,
(54)

Lψ(u1, u2, γ, φ, ψ, λ, v1, v2) = εψ + σem2 − v2 ≥ 0m2 ,

ψ>(εψ + σem2 − v2) = 0, ψ ≥ 0m2 ,
(55)

Lγ(u1, u2, γ, φ, ψ, λ, v1, v2) = εγ − e>n (v1 − v2) = 0. (56)

Ïóñòü [v∗1, v
∗
2, λ

∗] � ðåøåíèå çàäà÷è (45) è [u∗1, u
∗
2, φ

∗, ψ∗, γ∗] � ðåøåíèå çàäà÷è (49). Òîãäà
èç (46) � (48) è èç (52) � (56) ïîëó÷èì, ÷òî

u∗1 =
1

ε
(M>v∗1 −N>v∗2 + λ∗en)+, u∗2 =

1

ε
(N>v∗2 −M>v∗1 + λ∗en)+,

φ∗ =
1

ε
(v∗1 − σem1)+, ψ∗ =

1

ε
(v∗2 − σem2)+, γ∗ =

1

ε
e>n (v∗2 − v∗1).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ó÷åñòü óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè âåêòîðîâ v1 è v2, âîñïîëüçóåìñÿ ìå-
òîäîì øòðàôîâ. Ïðèìåíèâ ïðîñòåéøèé êâàäðàòè÷íûé øòðàô, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé
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çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå Rm+1:

min
λ∈R1

min
v1 ∈Rm1

min
v2 ∈Rm2

Φ(λ, v1, v2, ε) = ε(λ∗ − e>m1
v∗1) + ‖(M>v∗1 −N>v∗2 + λ∗en)+‖2 +

+ ‖(N>v∗2 −M>v∗1 + λ∗en)+‖2 +

+ ‖(σem1 − v∗1)+‖2 + ‖(σem2 − v∗2)+‖2 + (57)
+ τ‖(−v∗1)+‖2 + τ‖(−v∗2)+‖2,

ãäå τ � êîýôôèöèåíò øòðàôà. Òàê êàê ìèíèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íà,
òî äëÿ ðåøåíèÿ (57) ìîæíî ïðèìåíèòü îáîáùåííûé ìåòîä Íüþòîíà, êîòîðûé â äàííîì
ñëó÷àå èìååò ãëîáàëüíóþ êîíå÷íóþ ñõîäèìîñòü.
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