
ÆÓÐÍÀË ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÈÇÈÊÈ

Òîì 19 Ìàðò 1979 Àïðåëü N◦ 2, ñ. 367�387

ÓÄÊ 519.68:517.977

ÁÈÁËÈÎÒÅÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Í.È. ÃÐÀ×ÅÂ, Þ.Ã. ÅÂÒÓØÅÍÊÎ
(Ìîñêâà)

(Ïåðåñìîòðåíî 20.02.2003)

Äàíî îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé îñíîâû áèáëèîòåêè ñòàíäàðòíûõ ïðî-
ãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ïðèâåäåí ïðèìåð
ðåøåíèÿ ïðîñòåéøåé çàäà÷è äèíàìèêè ïîëåòà.

Â ñòàòüå äàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îñíîâà áèáëèîòåêè ñòàíäàðòíûõ ïðîãðàìì, ïðåä-
íàçíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñî ñìåøàííû-
ìè îãðàíè÷åíèÿìè. Â ðåàëèçîâàííûõ ìåòîäàõ èñïîëüçóåòñÿ ðåäóêöèÿ èñõîäíîé çàäà-
÷è ê çàäà÷å íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðàçðàáîòàííûå ïðîãðàììû ïðèñïîñîá-
ëåíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ øèðîêîãî êëàññà: çàäà÷è íà áûñòðîäåéñòâèå, çàäà÷è
ñ ïîäâèæíûì ïðàâûì êîíöîì, çàäà÷è ñ íåäèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèîíàëàìè,
îïòèìèçàöèÿ ïî âåêòîðó óïðàâëåíèÿ è óïðàâëÿþùåìó ïàðàìåòðó è ò.ä. Áèáëèîòåêà
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ñîçäàâàåìîãî â Âû÷èñëèòåëüíîì öåíòðå ÀÍ ÑÑÑÐ åäèíîãî ïàêåòà
ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèé ìíî-
ãèõ ïåðåìåííûõ, íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

�1. Îñíîâíûå ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû

Èç îáøèðíîé ëèòåðàòóðû, ïîñâÿùåííîé ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, óêàæåì ëèøü íåêîòîðûå ìîíîãðàôèè [1]�[3] è îáçîðíûå ñòàòüè
[4, 5]. Â îñíîâå èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ ëåæèò ðåäóêöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ê çàäà÷å
íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òàêîé ïîäõîä ðàçâèâàåòñÿ ðÿäîì àâòîðîâ (ñì., íà-
ïðèìåð, [2, 4]). Îí îêàçàëñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ýôôåêòèâíûì ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì:
âî-ïåðâûõ, ñ åãî ïîìîùüþ ñòàëè î÷åâèäíû ìíîãèå ðàíåå ïðåäëîæåííûå ýâðèñòè÷åñêèå
àëãîðèòìû, âîçíèêëà âîçìîæíîñòü èõ îáîáùåíèÿ; âî-âòîðûõ, ýòîò ïîäõîä ïîçâîëèë
èñïîëüçîâàòü áîãàòûé àðñåíàë ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è áåçóñëîâíîé
ìèíèìèçàöèè; â-òðåòüèõ, îí ñîçäàë êîíñòðóêòèâíóþ îñíîâó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ
îïòèìèçàöèè ñèñòåì, èíòåãðèðóåìûõ ïî ñõåìàì âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.

Ïóñòü óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
= f(x, u, t), 0 ≤ t ≤ T, (1.1)
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ãäå t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, x � ôàçîâûé âåêòîð, u � âåêòîð óïðàâëåíèé.
Íå áóäåì êîíêðåòèçèðîâàòü ðàçìåðíîñòè âåêòîðîâ, òàê êàê îíè íåñóùåñòâåííû. Íà
óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ (1.1) íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà

Γ1(x(t), u(t), t) = 0, Γ2(x(t), u(t), t) ≤ 0. (1.2)

Çàäàíû òàêæå òåðìèíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ

Γ3(x(T ), T ) = 0, Γ4(x(T ), T ) ≤ 0. (1.3)

Ââåäåì ìèíèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë

I =

T∫

0

F (x(t), u(t), t)dt + FT (x(T ), T ). (1.4)

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à I. Íà ôèêñèðîâàííîì èíòåðâàëå [0, T ] ñðåäè âñåâîçìîæíûõ èçìåðèìûõ
óïðàâëåíèé u(t) òàêèõ, ÷òî äëÿ u(t) è x(t) � ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ðåøåíèé (1.1)
� âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.2) è (1.3), âûáðàòü óïðàâëåíèå òàê, ÷òîáû ôóíêöèîíàë I
ïðèíèìàë íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå.

Ðàçëè÷íûì îáîáùåíèÿì ýòîé çàäà÷è ñïåöèàëüíî ïîñâÿùåí � 4. Çäåñü çàäà÷à
ìàêñèìàëüíî óïðîùåíà, ÷òîáû îáëåã÷èòü èçëîæåíèå.

Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, T ] íà k − 1 èíòåðâàëîâ. Âåëè÷èíó i-ãî èíòåðâàëà îáîçíà÷èì
÷åðåç hi, ïîëîæèì òàêæå

t1 = 0, ti =
i−1∑

s=1

hs, xi = x(ti), ui = u(ti), tk = T,

zi = (xi, ui, ti), f(zi) = f(xi, ui, ti), i = 1, 2, . . . , k.

Íà êàæäîì i-ì èíòåðâàëå ïðîèíòåãðèðóåì (1.1) ïî ñõåìå, îòíîñÿùåéñÿ ê ñåìåéñòâó
ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòà:

xi+1 = xi + hi

r∑

s=1

gsf(zis); (1.5)

çäåñü zis = (xis, uis, tis), ui1 = ui, uis = u(tis),

ti1 = ti, ti,j+1 = ti + βjhi, xi1 = xi, xi,j+1 = xi + βjhif(zij), (1.6)

ãäå gs, βj � íåêîòîðûé íàáîð ÷èñåë, ïðè÷åì âñå 0 ≤ βj ≤ 1. Â (1.5), (1.6) è âñþäó äàëåå
â ýòîì ïàpàãpàôå (åñëè íå îãîâîðåíî èíîå) èíäåêñû i, s, j ïðèíèìàþò öåëî÷èñëåííûå
çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëîâ [1, k − 1], [1, r], [1, r − 1] ñîîòâåòñòâåííî.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà r = 1, (1.5) ïåðåõîäèò â ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ Ýéëåðà

xi+1 = xi + hif(xi, ui, ti). (1.7)

Âû÷èñëèâ êâàäðàòóðó â (1.4) ïî ôîðìóëàì (1.5), (1.6), ïîëó÷èì

I(x̄, w) = FT (zk) +
k−1∑

i=1

hi

r∑

s=1

gsF (zis), (1.8)
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ãäå x̄ = (x11, . . . , x1r, x21, . . . , xk), w = (u11, . . . , u1r, u21, . . . , uk).
Çàäàâ âåêòîð óïðàâëåíèé w, ñ ïîìîùüþ (1.5) è (1.6) îäíîçíà÷íî îïðåäåëèì ôàçîâûé

âåêòîð x̄. Ó÷èòûâàÿ ýòó ñâÿçü, áóäåì ïèñàòü x̄ = x(w).
Îãðàíè÷åíèÿ (1.2), (1.3) çàìåíèì èõ äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè:

Γ̄1(x̄, w) = 0, Γ̄2(x̄, w) ≤ 0. (1.9)

Çäåñü îáúåäèíåíû îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà âäîëü òðàåêòîðèè è
òåðìèíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ:

Γ̄1(x̄, w) = [Γ1(z11), Γ
1(z21), . . . , Γ

1(zi1), . . . , Γ
1(zk), Γ

3(zk)],

Γ̄2(x̄, w) = [Γ2(z11), Γ
2(z21), . . . , Γ

2(zi1), . . . , Γ
2(zk), Γ

4(zk)].

Èñõîäíóþ Çàäà÷ó I çàìåíèì ñëåäóþùåé çàäà÷åé íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Çàäà÷à II. Íàéòè âåêòîð óïðàâëåíèÿ w òàêîé, ÷òîáû x̄ = x(w) è w óäîâëåòâîðÿëè
îãðàíè÷åíèÿì (1.9) è ôóíêöèÿ I(x̄, w) ïðèíèìàëà íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Çàäà÷è I è II èìåþò ðåøåíèå. Âîïðîñ îá èõ áëèçîñòè â ñëó÷àå,
êîãäà âìåñòî (1.5) èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî ñõåìå Ýéëåðà, èññëåäîâàëñÿ â ðÿäå
ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [4, 6]). Ýòè ðåçóëüòàòû, ïî-âèäèìîìó, ïåðåíîñÿòñÿ è íà áîëåå
îáùèé ñëó÷àé ñõåì âèäà (1.5).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè f , Γ̄1, Γ̄2, F , FT äèôôåðåíöèðóåìû ïî x è u.
Â äàëüíåéøåì ïîíàäîáÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ äèôôåðåíöèðóå-
ìîé ôóíêöèè âèäà

B(x̄, w) =
k−1∑

i=1

hi

r∑

s=1

gsR(zis) + α(zk). (1.10)

Îïðåäåëèì âåêòîðû

pi =
dB

dxi

, pij =
dB

dxij

, pk =
dB

dxk

, pir =
dB

dxir

(1.11)

òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è x. Ó÷èòûâàÿ çàâèñèìîñòè (1.5), (1.6), îïðåäåëÿþùèå
âåêòîðû xi+1, xi,j+1 êàê äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè �ïðåäûäóùèõ� âåêòîðîâ, ïîëó-
÷èì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

pi =
∂B

∂xi

+
r∑

s=1

∂xis

∂xi

dB

dxis

+
∂xi+1

∂xi

dB

dxi+1

= pi+1 +
r∑

s=1

pis; (1.12)

pij =
∂B

∂xij

+
∂xi,j+1

∂xij

dB

dxi,j+1

+
∂xi+1

∂xij

dB

dxi+1

,

pir =
∂B

∂xir

+
∂xi+1

∂xir

dB

dxi+1

=
∂B

∂xir

+ higrfx(zir)pi+1. (1.13)

Ââåäåì ôóíêöèþ

H(zis, pi+1, pi,s+1) = hi[gsR(zis) + (f(zis), gspi+1 + βspi,s+1)].
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Çäåñü (a, b) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b. Ñ÷èòàÿ, ÷òî βr = 0, pi,r+1 = 0,
ñîîòíîøåíèÿ (1.13) ïåðåïèøåì êîìïàêòíûì îáðàçîì:

pis = Hx(zis, pi+1, pi,s+1). (1.14)

Çäåñü è âñþäó äàëåå íèæíèå èíäåêñû x è u îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è
u ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ îñíîâíàÿ ôîðìóëà
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè B:

dB(x(w), w)

duis

=
∂B

∂uis

+
∂xi,s+1

∂uis

dB

dxi,s+1

+
∂xi+1

∂uis

dB

dxi+1

= Hu(zis, pi+1, pi,s+1). (1.15)

Ïðèâåäåííûé âûâîä îêàçàëñÿ ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì ýòî ñäåëàíî äëÿ ñèñòåìû
(1.7) â [2], áëàãîäàðÿ ââåäåíèþ âñïîìîãàòåëüíûõ âåêòîðîâ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøå-
íèé (1.11).

Çàäàâ âåêòîð óïðàâëåíèé w, ìîæíî, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.5) è (1.6), ïîñëåäî-
âàòåëüíî îïðåäåëèòü ôàçîâûé âåêòîð x̄ è âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè B. Â ñëó÷àå
íåïðåðûâíîé ñèñòåìû ýòî ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðèðîâàíèþ (1.1) �ñëåâà íàïðàâî�. Äàëåå
ñ ïîìîùüþ (1.12), (1.14) âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pi, pis. Ýòè ðàñ÷åòû ñîîòâåòñò-
âóþò â îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèé äëÿ èìïóëüñîâ �ñïðàâà
íàëåâî�. Ïîñëå ýòîãî ïî ôîðìóëå (1.15) îïðåäåëèì ïðîèçâîäíûå.

Îñîáî ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. Èñïîëüçîâàíèå ñõåì èíòå-
ãðèðîâàíèÿ âèäà (1.5) ïðè r ≥ 2 ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íà êàæäîì èíòåðâàëå èíòåãðèðîâà-
íèÿ ôóíêöèÿ f(x, u, t) èìååò îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì àðãóìåíòàì. Åñëè
âíóòðè èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ óïðàâëåíèå u(t) èçìåíÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî (íà âåëè-
÷èíû ∼ 1), òî ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ. Ïîýòîìó â ïðîöåññå ïîèñêà
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñëåäóåò êîíòðîëèðîâàòü ðàñïîëîæåíèå óçëîâ ñåòêè ïî t è
â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ëèáî èçìåíÿòü åå, ëèáî îãðàíè÷èâàòü âåëè÷èíû èçìåíåíèÿ
óïðàâëåíèÿ íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðîùå âñåãî âíóòðè êàæäîãî èíòåðâà-
ëà ñ÷èòàòü óïðàâëåíèå ïîñòîÿííûì. Òàêîé ïðèåì îïðàâäàí ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî èíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó (1.1) ñ âûñîêîé
òî÷íîñòüþ, à âû÷èñëåíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü ãðóáåå. Ýòî
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îáû÷íî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ìîæíî ðåàëèçîâàòü ëèøü ïðèáëè-
æåííî è øàã çàäàíèÿ óïðàâëåíèÿ íå äîëæåí áûòü ñëèøêîì ìàë.

Åñëè íà èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëîæèòü óïðàâëåíèå ïîñòîÿííûì, òî ui =
= ui1 = . . . = uir, âåêòîð w ìîæíî ñ÷èòàòü ñîñòîÿùèì èç íàáîðà [u1, . . . , uk], äëÿ
ïðîèçâîäíûõ B ïî ui èìååò ìåñòî ôîðìóëà

dB(x̄, w)

dui

=
r∑

s=1

Hu(zis, pi+1, pi,s+1).

Â ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ âîçìîæíû ñóùåñòâåííûå óïðîùåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ òåì,
÷òî ãðàäèåíòû dB/du íóæíû ëèøü äëÿ îòûñêàíèÿ ïðèáëèæåííûõ îïòèìàëüíûõ
óïðàâëåíèé è òî÷íîñòü èõ ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò ñîãëàñîâûâàòü ñ òî÷íîñòüþ ðåøåíèÿ
îïòèìèçàöèîííîé Çàäà÷è II. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ìîæíî â ôîðìóëàõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ãðàäèåíòîâ è èìïóëüñîâ îòáðàñûâàòü ìàëûå ÷ëåíû.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ (1.1).
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1. Â ñëó÷àå ìåòîäà Ýéëåðà (1.7) èìååì

B =
k−1∑

i=1

hiR(zi) + α(zk), H(zi, pi+1) = hi[R(zi) + (f(zi), pi+1)],

pi = pi+1 + Hx(zi, pi+1), pk = αx(zk),

dB

dui

= Hu(zi, pi+1),
dB

duk

= αu(zk).

(1.16)

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè âàæíî óìåòü âû÷èñëÿòü âòîðûå ïðîèçâîäíûå ôóíê-
öèè B. Åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå Çàäà÷ó I, äâàæäû äèôôå-
ðåíöèðóåìû ïî x è u, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíê-
öèé B. Ââåäåì êâàäðàòíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ

Pi =
d2B(x̄, w)

dxidxi

, Gij =
d2B(x̄, w)

duiduj

.

Íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:
Gii = Huu(zi, pi+1) + Φu(zi)Pi+1Φ

>
u (zi), Gk = Bukuk

,

Pi = Hxx(zi, pi+1) + Φx(zi)Pi+1Φ
>
x (zi), Pk = Bxkxk

,

Gij = Φu(zj)D
i
j+1[Hxu(zi, pi+1) + Φx(zi)Pi+1Φ

>
u (zi)],

Di
j+1 =

∂xi

∂xj+1

= Φx(zj+1)Φx(zj+2) . . . Φx(zi−1), Φ(zi) = xi + hif(zi);

çäåñü j < i, Di
i � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ñèìâîë �>� íàä ìàòðèöåé îáîçíà÷àåò òðàíñïî-

íèðîâàíèå.
Ýòè ôîðìóëû îáîáùåíû äëÿ ñëó÷àÿ (1.5), îäíàêî ìû èõ íå ïðèâîäèì èç-çà ãðî-

ìîçäêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå â [7] ôîðìóëû äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ îøè-
áî÷íû, òàê êàê â íèõ íåò ÷ëåíîâ ñî âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèè H è òîëüêî â
ñëó÷àå ëèíåéíûõ ñèñòåì îíè äàþò âåðíûé ðåçóëüòàò.

2. Äëÿ ìåòîäà Ýéëåðà ñ ïåðåñ÷åòîì
r = 2, g1 = 0, g2 = 1, β1 = 1/2,

xi+1 = xi + hif(zi2), xi2 = xi + 0.5hif(zi1),

pi2 = hi[Rx(zi2) + fx(zi2)pi+1], pi1 = 0.5hifx(zi1)pi2,

dB

dui1

= 0.5hifu(zi1)pi2,
dB

dui2

= hi[Ru(zi2) + fu(zi2)pi+1],

pi = pi+1 + pi1 + pi2.

Ïî ñðàâíåíèþ ñî ñõåìîé Ýéëåðà çäåñü ÷èñëî òî÷åê, â êîòîðûõ èùåòñÿ âåêòîð
óïðàâëåíèé, óäâîèëîñü. Ìîæíî ïîëîæèòü âñþäó ui = ui1 = ui2 è ó÷åñòü, ÷òî ïðè
èñïîëüçîâàíèè ñõåìû Ýéëåðà ñ ïåðåñ÷åòîì áûëè îòáðîøåíû íà êàæäîì øàãå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ âåëè÷èíû ïîðÿäêà h3

i . Ñ òàêîé æå ïîãðåøíîñòüþ ìîæíî îïðåäåëÿòü âåêòîðû
pi è ïðîèçâîäíûå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ôîðìóëû

pi = pi+1 + hi[fx(zi2)p̄i+1 + Rx(zi2)],

p̄i+1 = pi+1 + 0.5hi[fx(zi2)pi+1 + Rx(zi2)],

dB

dui

= hi[fu(zi2)p̄i+1 + Ru(zi2)].
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Çäåñü ïðîèçâîäíûå ïî x è u ñëåäóåò ñ÷èòàòü ñ ïîãðåøíîñòüþ ïîðÿäêà h2
i .

3. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííàÿ ñõåìà ìåòîäà Ðóíãå�Êóòòà ïîëó÷èòñÿ, åñëè ïîëî-
æèòü r = 4, g1 = g4 = 1/6, g2 = g3 = 1/3, β1 = β2 = 1/2, β3 = 1, β4 = 0.
Íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòåé â ýòîì ñëó÷àå âûïèñàòü âñå íåîáõîäèìûå ôîðìóëû.
Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ñëó÷àåì, êîãäà íà èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ óïðàâëåíèå
ïîñòîÿííî. Ôîðìóëû äëÿ ïåðåñ÷åòà èìïóëüñîâ ïðèâåäåì ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h3

i ),
ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ � ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h2

i ):

pi = pi+1 + hi

4∑

s=1

gs[Rx(zis) + fx(zis)pi+1] +

+ h2
i

4∑

s=2

gsβs−1fx(zi,s−1)[Rx(zis) + fx(zis)pi+1],

dB

dui

= hi

4∑

s=1

gs[Ru(zis) + fu(zis)pi+1].

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ äðóãèõ ñõåì èíòåãðèðî-
âàíèÿ.

�2. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà

Ââåäåì äâîéñòâåííûå âåêòîðû λ1, λ2, èìåþùèå òå æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, Γ̄1, Γ̄2. Ñîñòàâèì äëÿ Çàäà÷è II ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(w, λ) = I(x(w), w) + (λ1, Γ̄1(x(w), w)) + (λ2, Γ̄2(x(w), w)). (2.1)

Çäåñü λ � îáúåäèíåíèå âåêòîðîâ λ1 è λ2.
Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû èç íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìîæíî

ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ Çàäà÷è II íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà.
Ïóñòü w∗ � ðåøåíèå Çàäà÷è II, x∗ = x(w∗), îãðàíè÷åíèÿ (1.9) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè; òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå Êóíà�Òàêêåðà íåîáõîäèìî ñóùåñòâî-
âàíèå âåêòîðîâ λ1

∗ è λ2
∗ òàêèõ, ÷òî

dL(w∗, λ∗)
dw

= 0, λ2`
∗ Γ̄2`(x∗, w∗) = 0, λ2`

∗ ≥ 0, (2.2)

ãäå λ2`, Γ̄2` � ñîîòâåòñòâåííî `-å êîîðäèíàòû âåêòîðîâ λ2, Γ̄2. Ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ
èìåþò ìåñòî äëÿ âñåõ êîîðäèíàò óêàçàííûõ âåêòîðîâ. Ïðîèçâîäíàÿ L ïî w â (2.2)
íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì (1.11) � (1.15), åñëè â íèõ â êà÷åñòâå B âçÿòü âûðàæåíèå
(2.1). Â ÷àñòíîñòè, (1.15) ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dL(w∗, λ∗)
duis

=
∂

∂uis

H(z∗is, p∗i+1, p∗i,s+1, λ∗
1
i , λ∗

2
i ),

H(zis, pi+1, pi,s+1, λ∗
1
i , λ∗

2
i ) = hi[gsF (zis) + (f(zis), gspi+1 + βspi,s+1)] +

+ (λ∗
1
i , Γ̄

1
i (zi1)) + (λ∗

2
i , Γ̄

2
i (zi1)).

Çäåñü Γ̄1
i , Γ̄2

i � âåêòîðû îãðàíè÷åíèé, âû÷èñëåííûå íà i-ì øàãå, λ∗
1
i , λ∗

2
i � ñîîòâåò-

ñòâóþùèå èì âåêòîðû ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.
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Ïðè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðåøåíèå Çàäà÷è II ìîæíî çàìåíèòü îòûñêà-
íèåì ìàêñèìèíà

max
λ1

max
λ2≥0

min
w

L(w, λ1, λ2). (2.3)

Àðãóìåíòàöèÿ ïåðåõîäà îò Çàäà÷è II ê çàäà÷å (2.3) òà æå, ÷òî è â íåëèíåéíîì
ïðîãðàììèðîâàíèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ñîâîêóïíîñòü âñåõ èíäåêñîâ `, äëÿ êîòîðûõ Γ̄2`(x(w∗), w∗) = 0.
Åñëè ñóùåñòâóþò âåêòîðû w∗, λ1

∗, λ2
∗ òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ 2.2), äëÿ

ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà w, äëÿ êîòîðîãî

dΓ̄1(x(w∗), w∗)
dw

w = 0,

(
dΓ̄2`(x(w∗), w∗)

dw
, w = 0

)
, ` ∈ S,

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
w>d2L(w∗, λ∗)

dw2
w > 0,

òîãäà w∗ ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííûì ëîêàëüíûì ðåøåíèåì Çàäà÷è II.
Ýòî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè

ïðèâåäåííûõ íèæå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ Çàäà÷è II. Îäíàêî íå áóäåì äàâàòü äîñòàòî÷-
íûõ óñëîâèé ñõîäèìîñòè, òàê êàê ýòî áûë áû ïåðåñêàç â íåñêîëüêî èçìåíåííûõ
òåðìèíàõ èçâåñòíûõ â íåëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè ôàêòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî èçëîæåííûé ïîäõîä, áåðóùèé çà îñíîâó òåõíèêó íåëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, â îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ íåïðåðûâíûõ ñèñòåì
â [8], íå ïðèâîäèò ê �ðàçðûâàì� â èìïóëüñàõ. Ïðèâåäåííóþ ñõåìó ìîæíî ïåðåíåñòè
íà íåïðåðûâíûå ñèñòåìû, ïîëó÷èâ äëÿ íèõ óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèíöèïó
ìàêñèìóìà. Ðàçâèâàÿ òàêîé ïîäõîä, ìû ïðèäåì ê íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà,
ïîëó÷åííûì ðàíåå èíûì ïóòåì â [9], è ïðè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î âûïóê-
ëîñòè � ê äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì, ïðèâåäåííûì â ñòàòüå [10].

�3. Îïèñàíèå àëãîðèòìîâ

Ñîñòàâëåííàÿ àâòîðàìè áèáëèîòåêà â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñîäåðæèò 16 àëãîðèòìîâ
ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ìíîãèå îáùåèçâåñòíûå àëãîðèòìû íå
âîøëè â áèáëèîòåêó. Â ÷àñòíîñòè, íåò àëãîðèòìîâ, íå ïðèñïîñîáëåííûõ äëÿ ó÷åòà
ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà âàðèàöèÿõ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿ-
íèé, è ò.ä.

Â áîëüøèíñòâå ïðèâîäèìûõ íèæå ìåòîäîâ ðåøåíèå Çàäà÷è II âåäåòñÿ ïî îáùåé
ñõåìå: çàäàåòñÿ âåêòîð w, âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ I, Γ̄1, Γ̄2, íà îñíîâå êîòîðûõ ôîðìè-
ðóåòñÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ B âèäà (1.10), è ïðîèçâîäèòñÿ åå ìèíèìèçàöèÿ ïî w ñ
ïîìîùüþ ëþáîãî ìåòîäà èç áèáëèîòåêè àëãîðèòìîâ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (á.ì.).

Àëãîðèòìû á.ì. ìîæíî ðàçäåëèòü íà 3 ãðóïïû: 1) íå òðåáóþùèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ïðîèçâîäíûõ ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè, 2) èñïîëüçóþùèå ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé, 3) èñïîëüçóþùèå ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ. Óñèëå-
íèå òðåáîâàíèé, íàëàãàåìûõ íà ìèíèìèçèðóåìóþ ôóíêöèþ, ïîçâîëÿåò ñòðîèòü áîëåå
ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû. Ïîýòîìó íàèáîëåå âûñîêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìîæíî
ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ãðóïïû (3), îäíàêî äëÿ èõ ðåàëèçàöèè ïðèõîäèòñÿ
îòûñêèâàòü ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè. Â çàäà÷àõ
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îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, êîãäà ðàçìåðíîñòü âåêòîðà w ñîñòàâëÿåò 200÷ 500, òàêèå
ðàñ÷åòû òðåáóþò áîëüøîé ìàøèííîé ïàìÿòè. Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷ èñïîëüçîâàëèñü â îñíîâíîì ìåòîäû ãðóïïû (2) (ìåòîäû ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåí-
òîâ, íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà è ò.ä.).

Çàäà÷à II åñòü íåêîòîðûé ÷àñòíûé (ñïåöèàëüíûé) ñëó÷àé çàäà÷è íåëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Âàæíåéøåé åå îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíàÿ ïðîñòîòà
âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè B ïî êîîðäèíàòàì âåêòîðà w. Ýòî äàåò áîëüøèå
âîçìîæíîñòè ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ìíîãèå ìåòîäû íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ Çàäà÷è II îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ñïîñîáàìè
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé B è ïðàâèëàìè èõ èçìåíåíèÿ â ïðîöåññå èòåðàöèé. Âûáîð
ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (1.1) âëèÿåò òîëüêî íà ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ I, Γ̄1,
Γ̄2, ïðîèçâîäíûõ B ïî w è íå ñóùåñòâåí ñ òî÷êè çðåíèÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìîâ. Ýòî
ñâîéñòâî èñïîëüçîâàëîñü ïðè ñîçäàíèè áèáëèîòåêè. Ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ I, Γ̄1, Γ̄2,
îòûñêàíèÿ ïðîèçâîäíûõ B áûëè îôîðìëåíû êàê îòäåëüíûå ìîäóëè. Ïðè çàìåíå ñõåì
èíòåãðèðîâàíèÿ â àëãîðèòìàõ áèáëèîòåêè èçìåíÿëèñü òîëüêî óêàçàííûå ìîäóëè,
îñòàëüíûå áëîêè îñòàâàëèñü íåèçìåííûìè. ×òîáû ìàêñèìàëüíî óïðîñòèòü èçëîæå-
íèå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ñõåìå Ýéëåðà.

Äàäèì êðàòêîå îïèñàíèå îñíîâíûõ àëãîðèòìîâ.

1. Ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé [11]. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ øòðàôîâ

B(w, τ) = I(x(w), w) + τ [ϕ(Γ̄1(x(w), w)) + ψ(Γ̄2(x(w), w))].

Çäåñü 0 < τ � êîýôôèöèåíò øòðàôà, ôóíêöèè ϕ(y), ψ(y) â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî
àðãóìåíòà òàêîâû, ÷òî ϕ(0) = ψ(0) = 0; ϕ(y) > 0 ïðè y 6= 0; åñëè y < 0, òî ψ(y) = 0;
åñëè y > 0, òî ψ(y) > 0. Åñëè y åñòü `-ìåðíûé âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè y1, . . . , y`, òîãäà
ïîëîæèì

ϕ(y) =
∑̀

i=1

ϕ(yi), ψ(y) =
∑̀

i=1

ψ(yi).

Ìåòîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: äëÿ íåêîòîðîé ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè τ1 < τ2 < . . . ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ w(τ1), w(τ2), . . ., îïðå-
äåëÿåìûõ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè B ïî w:

B(w(τs), τs) = min
w

B(w, τs), s = 1, 2, . . . . (3.1)

Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü w(τs) ïðè s →∞ ñõîäèòñÿ ê ðåøå-
íèþ Çàäà÷è II.

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäàìè äèôôåðåíöèðóåìîé ìèíèìèçàöèè, öåëåñîîáðàç-
íî â êà÷åñòâå ϕ è ψ áðàòü äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè. Îðèåíòèðóÿñü íà èñïîëüçîâà-
íèå, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, ìû ïðèìåíÿëè ñëåäóþùèå äâàæ-
äû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè:

ϕ(y) = y2, ψ(y) =





0, y ≤ 0,
k1y

3, 0 < y ≤ R1,
y2 + k2y + k3, y > R1,

k1 = 1/(3R1), k2 = −R1, k3 = R2
1/3, ãäå 0 < R1 � íåêîòîðîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî

(îáû÷íî R1 = 10−4).
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Èñïîëüçóÿ äàëåå ôîðìóëó (1.15) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè B, ðåøà-
åì ïðèáëèæåííî çàäà÷ó (3.1). Ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè ïðåêðàùàåòñÿ, êàê òîëüêî
íàéäåí âåêòîð w òàêîé, ÷òî

‖Bw(w, τ)‖ ≤ ε(τ), (3.2)
ãäå ε(τ) → 0 ïðè τ → ∞. Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{τs}, {ε(τs)} ñòðîèëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

τs+1 = ντs, ε(τs+1) = b/(1 + ln τs+1), åñëè τs[ϕ(Γ̄1) + ψ(Γ̄2)] > ẽ,
τs+1 = τs, ε(τs+1) = µε(τs), åñëè τs[ϕ(Γ̄1) + ψ(Γ̄2)] ≤ ẽ.

Çäåñü ÷èñëà τ , ν, µ, ẽ, b òàêîâû, ÷òî 0 < τ1, 1 < ν, 0 < b, 0 < µ < 1, ẽ > 0.
Ñîñòàâëåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà, â êîòîðîé â êà÷åñòâå ϕ è ψ áûëè âçÿòû íåäèô-

ôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, áëàãîäàðÿ ÷åìó îòïàëà íåîáõîäèìîñòü ñòðåìèòü τ ê áåñêî-
íå÷íîñòè. Îäíàêî ïðè ýòîì ïðèøëîñü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) èñïîëüçîâàòü ìåíåå
ýôôåêòèâíûå ìåòîäû íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè, ÷òî ñóùåñòâåííî çàìåäëè-
ëî ðàñ÷åòû. Ïîýòîìó ïåðåõîä ê íåäèôôåðåíöèðóåìûì ôóíêöèÿì øòðàôà îïðàâäàí
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñðåäè ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ Çàäà÷ó I, åñòü íåäèôôå-
ðåíöèðóåìûå. Ìåòîä øòðàôîâ íàèáîëåå ïîëåçåí, êîãäà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå èç-
âåñòíî ãðóáî. Îáû÷íî ñ íåãî íà÷èíàþòñÿ ðàñ÷åòû è îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûå çíà÷å-
íèÿ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Íåäîñòàòêîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ íèçêàÿ ñêîðîñòü ñõî-
äèìîñòè âáëèçè ðåøåíèÿ.

2. Äâîéñòâåííûé ìåòîä [12]. Â êà÷åñòâå B âîçüìåì ôóíêöèþ

B(w, λ1, λ2) = L(w, λ1, λ2) + τ [ϕ(Γ̄1(x(w), w)) + ψ(Γ̄2(x(w), w))],

ãäå L îïðåäåëåíà â � 2, τ � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð.
Ïóñòü èçâåñòíû λ1

s, λ2
s; òîãäà s-é øàã âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

B(ws, λ
1
s, λ

2
s) = min

w
B(w, λ1

s, λ
2
s),

λ1
s+1 = λ1

s + cΓ̄1(x(ws), ws), (3.3)

λ2`
s+1 = λ2`

s + 4cΓ̄2`
s ×

{
e1, åñëè λ2`

s < e1, Γ̄2`
s > 0,

λ2`
s â ïpîòèâíîì ñëó÷àå.

Çäåñü Γ̄2`
s = Γ̄2`(x(ws), ws), c � øàã ñïóñêà, 0 < e1 � íåêîòîðîå äîñòàòî÷íî ìàëîå

÷èñëî (îáû÷íî e1 = 10−4). Ïðîöåññ á.ì. (3.3) ïðåêðàùàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ,
àíàëîãè÷íîãî (3.2).

3. Ìåòîä ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Ëàãðàíæà. Èìååòñÿ áîëüøîå
÷èñëî ïóáëèêàöèé ïî ýòîìó ìåòîäó (ñì., íàïðèìåð, [13]). Îáîáùåííóþ ôóíêöèþ
Ëàãðàíæà ñîñòàâèì â âèäå

B(w, λ1, λ2) = I(x(w), w) + [‖λ1 + τ Γ̄1‖2 + ‖(λ2 + τ Γ̄2)+‖2]/2τ ;

çäåñü ‖ · ‖ � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà; êîìïîíåíòû âåêòîðà ai
+ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

êîìïîíåíòû âåêòîðà ai ïî ôîðìóëå: ai
+ = ai, åñëè ai > 0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ai

+ = 0.
Ïåðåõîä ê (s + 1)-ìó øàãó îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

B(ws, λ
1
s, λ

2
s) = min

w
B(w, λ1

s, λ
2
s),

λ1
s+1 = λ1

s + τ Γ̄1(x(ws), ws), λ2
s+1 = (λ2

s + τ Γ̄2(x(ws), ws))+.
(3.4)
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Ïàðàìåòð τ äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ðàçðåøèìîñòü
çàäà÷è (3.4) è ñõîäèìîñòü ìåòîäà.

4. Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè [14]. Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñòðîèòñÿ
â âèäå

B(w, λ1, λ2) = I(x(w), w) + [‖λ1 + τ Γ̄1‖2 + ψ(τ Γ̄2) + 2(λ2, γ(τ Γ̄2))]/2τ ;

çäåñü ψ(y) � íåêîòîðàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ øòðàôà, íàïðèìåð ψ(y) =
= y4

+. Âåêòîð-ôóíêöèÿ γ(a) òàêîâà, ÷òî åå `-ÿ êîîðäèíàòà γ` âûðàæàåòñÿ ÷åðåç `-þ
êîîðäèíàòó a` âåêòîðà a ïî ïðàâèëó: åñëè a` ≤ 0, òî γ` = (1 − a`)−q; â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå

γ` = 1 + qa` +
q(q + 1)

2
(a`)2 +

q(q + 1)(q + 2)

3!
(a`)3;

çäåñü q � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (îáû÷íî q = 1).
Ìåòîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

B(ws, λ
1
s, λ

2
s) = min

w
B(w, λ1

s, λ
2
s), λ1

s+1 = λ1
s + τ Γ̄1(x(ws), ws), λ2`

s+1 =
∂B(ws, λ

1
s, λ

2
s)

∂Γ̄2`
.

Äëÿ ðÿäà òåñòîâûõ çàäà÷ ýòîò ìåòîä îáåñïå÷èë íàèáîëåå âûñîêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñ-
òè. Åãî íåäîñòàòêîì, êàê è äâóõ ïðåäûäóùèõ ìåòîäîâ, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü
çíàíèÿ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ êà-
êîé-ëèáî èç ìåòîäîâ 1, 5 èëè 6.

5. Ìåòîä Ìîððèñîíà [15]. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ

B(w, η) = (I(x(w), w)− η)2 + ϕ(Γ̄1) + ψ(Γ̄2),

ãäå ϕ, ψ ñòðîÿòñÿ òàê æå, êàê è â ìåòîäå øòðàôîâ, η � íåêîòîðûé ïàðàìåòð. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëå ðàñ÷åòîâ èçâåñòíà íåêîòîðàÿ íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ ðåøåíèÿ
Çàäà÷è II, à èìåííî: åñëè I∗ = I(x(w∗), w∗), òî ìîæíî óêàçàòü η0 < I∗. Íà (s + 1)-ì
øàãå îïðåäåëÿåì ηs+1 ïî ôîðìóëàì

B(ws, ηs) = min
w

B(w, ηs), ηs+1 = ηs + [B(ws, ηs)]
1/2. (3.5)

6. Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ìîððèñîíà [14]. Îòëè÷èå îò ìåòîäà Ìîððè-
ñîíà ñîñòîèò â ñïîñîáå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà η:

ηs+1 = ηs +
B(ws, ηs)

(I(x(ws), ws)− ηs)
. (3.6)

Ìåòîä îáîñíîâàí òîëüêî â ñëó÷àå çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íåñëîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ïðè òî÷íîì ðåøåíèè çàäà÷è á.ì. èç óñëîâèÿ η0 ≤ I∗ ñëåäóåò, ÷òî
ηs ≤ I∗ äëÿ âñåõ s. Çíà÷åíèå ηs+1, äàâàåìîå (3.5), ìåíüøå èëè ðàâíî ηs+1, ïîëó÷àåìîãî
èç (3.6), ÷òî îáåñïå÷èâàåò â ïîñëåäíåì ñëó÷àå áîëåå âûñîêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.
Ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì îáîèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå, ÷òîáû áåçóñëîâíàÿ
ìèíèìèçàöèÿ ïðîèçâîäèëàñü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå â ïðîöåññå
ðàñ÷åòîâ áóäåò âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìåòîäîâ: ηs ≤
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≤ I∗. Â ïîñëåäíåì ìåòîäå, èç-çà òîãî ÷òî óâåëè÷åíèå η ïðîèñõîäèò áîëåå áûñòðî, ýòî
òðåáîâàíèå îñîáåííî âàæíî.

Îáà ìåòîäà áëèçêè ê ìåòîäó øòðàôîâ: ðåøèâ íà s-ì øàãå çàäà÷ó á.ì. è íàéäÿ
íåêîòîðóþ òî÷êó ws, ìîæíî îïðåäåëèòü òàêîå çíà÷åíèå τ , ïðè êîòîðîì ðåøåíèå
çàäà÷è á.ì. äëÿ ìåòîäà øòðàôîâ äàñò òî÷íî òàêîé æå ðåçóëüòàò. Óäîáñòâî ýòèõ
ìåòîäîâ ñîñòîèò, òàêèì îáðàçîì, â òîì, ÷òî èçìåíåíèå η ïðîèñõîäèò �àâòîìàòè÷åñêè�,
â òî âðåìÿ êàê â ìåòîäå øòðàôîâ ïðèõîäèòñÿ ñïåöèàëüíî çàäàâàòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü τs.

7. Ìåòîä ëèíåàðèçàöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ìåòîä ïðåäëîæåí â [16], îáîñíîâàí â [17], äëÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðåäëàãàë-
ñÿ â [18].

Íà s-ì øàãå, ëèíåàðèçóÿ ìèíèìèçèðóåìóþ ôóíêöèþ è îãðàíè÷åíèÿ, ïîëó÷àåì

I(ws + δw) = I(ws) + (Iw(ws), δw) + O(‖δw‖2),

Γ̄1(ws + δw) = Γ̄1(ws) + Γ̄1
w(ws)δw + O(‖δw‖2),

Γ̄2(ws + δw) = Γ̄2(ws) + Γ̄2
w(ws)δw + O(‖δw‖2).

Çäåñü äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè îïóùåíà çàâèñèìîñòü ôóíêöèé îò x.
Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè ìèíèìóì

ïî δw ôóíêöèè
(Iw(ws), δw) + a‖δw‖2 (3.7)

ïðè óñëîâèÿõ

Γ̄1(ws) + Γ̄1
w(ws)δw = 0, Γ̄2(ws) + Γ̄2

w(ws)δw ≤ 0, (3.8)

ãäå a � íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ δw∗ ïîëîæèì

ws+1 = ws + cδw∗.

Ñóùåñòâóþò ðàçíûå âàðèàíòû âûáîðà øàãà c. Ñëåäóÿ [17], c íàõîäèì èç óñëîâèÿ
óìåíüøåíèÿ íà êàæäîì øàãå ôóíêöèè øòðàôà:

W = I(ws+1) + N max[0, |Γ̄1(ws+1)|, Γ̄2(ws+1)];

çäåñü N � íåêîòîðîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî; Γ̄2 è |Γ̄1| îáîçíà÷àþò íàáîð èç
êîìïîíåíò Γ̄2 è ìîäóëåé êîìïîíåíò Γ̄1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ðåøåíèè (3.7), (3.8)
ñîâåðøàëñÿ ïåðåõîä ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å. Åñëè ïîëîæèòü a = 0, òî (3.7), (3.8)
ïåðåõîäèò â çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ; ê (3.8) ñëåäóåò äîáàâèòü òðåáîâà-
íèå, ÷òîáû ìîäóëè êîìïîíåíò âåêòîðà δw áûëè îãðàíè÷åíû.

Èç âñåõ ñîáðàííûõ â áèáëèîòåêå ìåòîäîâ äàííûé íàèáîëåå ãðîìîçäîê è òðåáóåò
íàèáîëüøåé ïàìÿòè ÝÂÌ äëÿ ðàñ÷åòîâ. Ýòî ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ çàïîìèíàòü
ãðàäèåíòû �àêòèâíûõ� îãðàíè÷åíèé. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì ìå-
òîäîì òîëüêî òîãäà, êîãäà êîëè÷åñòâî ñóùåñòâåííûõ ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé íåâå-
ëèêî.

8. Ìåòîä èòåðàöèé Êðûëîâà�×åðíîóñüêî [19]. Ïåðâîíà÷àëüíî îí áûë
ïðåäëîæåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò ôàçîâûå è òåðìèíàëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ. Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïðèñïîñîáèòü ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ Çàäà÷è I
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(â ýòîì ñëó÷àå åãî ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è á.ì.). Îáî-
çíà÷èì

H̄(x,w, p) =
k−1∑

i=1

Hi(zi, pi+1), pk =
∂B

∂xk

,

Hi(zi, pi+1) = hi[R(zi) + (f(zi), pi+1)].

Çàäàâ íåêîòîðîå óïðàâëåíèå ws, èç ñèñòåìû (1.7) îïðåäåëèì x̄s = x(ws) è èç
(1.16) � âåêòîð p̄s = p(ws). Ñîãëàñíî � 1 âñÿêèé âåêòîð w̄, äîñòàâëÿþùèé ìèíèìóì
ôóíêöèè B(x(w), w), ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè H̄, ò.å.

∂H(x(w̄), w̄, p(w̄))

∂w
= 0. (3.9)

Çàìåíèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè B(x(w), w) çàäà÷åé îòûñêàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê
ôóíêöèè H̄ (ò.å. òî÷åê w̄, óäîâëåòâîðÿþùèõ (3.9)). Åñëè

∂H(x(ws), ws, p(ws))

∂w
= a,

ãäå ‖a‖ 6= 0, òî, ðàçðåøèâ óðàâíåíèÿ (3.9) îòíîñèòåëüíî ÿâíî âõîäÿùåãî ws, ïîëó÷èì

ws = ρ(x(ws), p(ws), a).

Äëÿ ðåøåíèÿ (3.9) ïðèìåíèì ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè, ïîëîæèâ

ws+1 = ρ(x(ws), p(ws), 0).

Åñëè ‖ws+1−ws‖ < e, ãäå e � òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ, òî ñ÷èòàåì, ÷òî ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà
ôóíêöèè H̄ íàéäåíà. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ìèíèìóìà B. Äàëåå
èçìåíÿåì ôóíêöèþ B â ñîîòâåòñòâèè ñ ëþáûì ïðèâåäåííûì âûøå àëãîðèòìîì, ñíîâà
ïîèñê ìèíèìóìà B ïî w çàìåíèì îòûñêàíèåì ñòàöèîíàðíîé òî÷êè H̄, è ò.ä.

Ïðèâåäåííàÿ ñõåìà ïðèâëåêàåò ïðîñòîòîé ðàñ÷åòà: âìåñòî ìèíèìèçàöèè B ïî
âåêòîðó áîëüøîé ðàçìåðíîñòè w ðåøàåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî çàäà÷ îòûñêàíèÿ ñòàöèî-
íàðíûõ òî÷åê ôóíêöèè îò âåêòîðà íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ê ñîæàëåíèþ, òàêîå
ðàñùåïëåíèå íå èìååò ìåñòà â âåñüìà ÷àñòî âñòðå÷àþùåìñÿ ñëó÷àå îïòèìèçàöèè
ïî âåêòîðó w è äîïîëíèòåëüíîìó âåêòîðó óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (ñì. îá ýòîì
� 4). Êðîìå òîãî, ïðèâåäåííûé ìåòîä ÷àñòî ðàñõîäèòñÿ è åãî ìîæíî ïðèìåíÿòü
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ws èçâåñòíî äîñòàòî÷íî õîðîøî. Ïîýòîìó âíà÷àëå âåäåòñÿ
ìèíèìèçàöèÿ B no w êàêèì-ëèáî ìåòîäîì á.ì. è òîëüêî ïîñëå ýòîãî ïðîèñõîäèò
îáðàùåíèå ê îïèñàííîé ïðîöåäóðå. ×òîáû â íåêîòîðîé ñòåïåíè îñëàáèòü ðàñõîäè-
ìîñòü ìåòîäà, áðàëîñü ws+1 = ws è èçìåíåíèå ws+1 âåëîñü �ñïðàâà íàëåâî� äî òåõ
ïîð, ïîêà íîðìà ‖ws+1 − ws‖ îñòàâàëàñü äîñòàòî÷íî ìàëîé. Ïîñëå ýòîãî ïðîöåññ
èçìåíåíèÿ w ïðåêðàùàëñÿ, âû÷èñëÿëèñü íîâûå çíà÷åíèÿ x, p, ñíîâà �ñïðàâà íàëåâî�
âåëîñü èñïðàâëåíèå ws+1.

9. Ðåäóêöèÿ ê êðàåâîé çàäà÷å [1]�[5]. Ïóñòü íà s-ì øàãå èòåðàöèé èçâåñòíû
ws, x(ws), p(ws). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ âåêòîð, ñîâïàäàþùèé ñ âåêòîðîì p1(ws). Ïðîèí-
òåãðèðóåì (1.7), (1.16) �ñëåâà íàïðàâî�. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pi ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ
èç íåÿâíîé ñõåìû. Óïðàâëåíèå íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèì èç óñëîâèÿ
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(3.9). Íà ïîñëåäíåì k-ì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì íåêîòîðûå âåêòîðû x̄ks, p̄ks.
Åñëè

p̄ks =
∂B(x̄ks, uks)

∂xk

, (3.10)

òî âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ôóíêöèè H̄ ïî w ðåøåíà.
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòè òî÷êè ñîâïàäàþò ñ òî÷êîé ìèíèìóìà B ïî w. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ ëþáûì èç àëãîðèòìîâ 1�7 èçìåíÿåì B è ïåðåõîäèì ê íîâîìó (s + 1)-ìó øàãó.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè (3.10) íå èìååò ìåñòà, îòûñêèâàåì âåêòîð ξ òàê, ÷òîáû
âûïîëíèòü ýòî óñëîâèå. Îáû÷íî äëÿ îòûñêàíèÿ ξ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà. Ïðè
ðåàëèçàöèè ìåòîäà âîçíèêàåò ðÿä ÷èñëåííûõ òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ðàñõîäèìîñòüþ
(áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì ñì. [5]).

Â [20] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ â Çàäà÷å II èìååò ìåñòî
íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà, àíàëîãè÷íîå ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà:

Hi(x
∗
i , u

∗
i , p

∗
i+1, λ

1
∗, λ

2
∗) = min

ui
Hi(x

∗
i , ui, p

∗
i+1, λ

1
∗, λ

2
∗); (3.11)

çäåñü ñèìâîë ∗ îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð âû÷èñëåí äëÿ îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ Çàäà÷è II. Ôóíêöèÿ Hi îïðåäåëåíà â � 2.

Óñëîâèå (3.11) ïîçâîëÿåò çàìåíèòü îòûñêàíèå ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ôóíêöèè Hi

íàõîæäåíèåì ìèíèìóìà Hi ïî ui. Òàêèì îáðàçîì, îòûñêàíèå ìèíèìóìà ôóíêöèè
B ðàñùåïëÿåòñÿ íà ðåøåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ ìèíèìèçàöèè Hi ïî âåêòîðó
íèçêîé ðàçìåðíîñòè ui. Òàêîé ïðèåì, îäíàêî, ïðèâîäèò ê óñïåõó ëèøü âáëèçè ðåøå-
íèÿ, ïîýòîìó îí èñïîëüçóåòñÿ ëèøü â êîíöå ðàñ÷åòîâ.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷èñëåííûå äðóãèå ìåòîäû íåëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà ðåøåíèå
Çàäà÷è I. Çäåñü ïðèâåäåíû ëèøü òå ìåòîäû, êîòîðûå âîøëè â áèáëèîòåêó è áûëè
àïðîáèðîâàíû àâòîðàìè íà ðåøåíèè ðÿäà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

�4. Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ

Âîøåäøèå â áèáëèîòåêó àëãîðèòìû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áîëåå
îáùåãî âèäà, ÷åì ýòî áûëî îïèñàíî â � 1. Óêàæåì îñíîâíûå îáîáùåíèÿ.

1. Âìåñòî (1.1) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå âåêòîð óïðàâëÿþùèõ
ïàðàìåòðîâ ξ:

ẋ = f(x, u, t, ξ) = f(z, ξ). (4.1)
Ôóíêöèè F , FT , Γ̄1, Γ̄2 ìîãóò òàêæå çàâèñåòü îò ξ. Â Çàäà÷å I ñëåäóåò ïîäîáðàòü
óïðàâëåíèå u(t) è âåêòîð ξ òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü (1.2), (1.3) è ìèíèìèçèðî-
âàòü I. Ãðàäèåíò ôóíêöèè B ïî ξ âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dB

dξ
=

∂α(zk, ξ)

∂ξ
+

k−1∑

i=1

r∑

s=1

Hξ(zis, ξ, pi+1, pi,s+1). (4.2)

Îáúåäèíèì âåêòîð óïðàâëåíèé è âåêòîð ïàðàìåòðîâ åäèíûì ñèìâîëîì, ïîëîæèâ
w̄ = (w, ξ). Äàëåå ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû è ìåòîäû,
ïîäñòàâèâ â íèõ âìåñòî w âåêòîð w̄. Ïðîöåññ îïòèìèçàöèè áóäåò ïðîèñõîäèòü îäíî-
âðåìåííî ïî w è ξ.
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2. Äëÿ ñèñòåìû (1.1) ÷àñòü êîîðäèíàò âåêòîðà x ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåíà
ïðè t = 0. Îòíåñåì èõ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðà ξ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ
âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (4.2), äîáàâèâ ê íåé ñëàãàåìîå (∂x1/∂ξ)p1. Êîìïîíåíòû
âåêòîðà x, çàäàííûå ïðè t = T , ñëåäóåò îòíåñòè ê òåðìèíàëüíûì îãðàíè÷åíè-
ÿì (1.3).

Îïûò ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷àñòî çàäà÷è îêàçûâàþòñÿ ÷ðåçâû÷àé-
íî ÷óâñòâèòåëüíûìè ê òî÷íîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (1.1). Ïîýòîìó
öåëåñîîáðàçíî íà÷èíàòü ðàñ÷åòû ñ îïòèìèçàöèè ïî ξ ïðè ôèêñèðîâàííîì u(t), ïîñëå
ýòîãî ïåðåõîäèòü ê îäíîâðåìåííîé îïòèìèçàöèè ïî ξ è u(t), â êîíöå ïðîâîäèòü äîïîë-
íèòåëüíóþ îïòèìèçàöèþ ïî ξ ïðè ôèêñèðîâàííîì u(t). Áèáëèîòåêà ìåòîäîâ îïòèìè-
çàöèè ñîñòàâëÿëàñü òàê, ÷òîáû òàêèå ðàñ÷åòû ïðîõîäèëè ïî îäíèì è òåì æå àëãîðèò-
ìàì áåç êàêèõ-ëèáî ïðåîáðàçîâàíèé.

3. Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì áûñòðîäåéñòâèè ëåãêî ñâîäèòñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîìó
êëàññó. Ïóñòü äëÿ (1.1) îòûñêèâàåòñÿ óïðàâëåíèå òàêîå, ÷òî u(t) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
òðàåêòîðèÿ âñþäó óäîâëåòâîðÿþò (1.2) è òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî

Γ3(x(t), u(t), t) = 0, Γ4(x(t), u(t), t) ≤ 0 (4.3)

äîñòèãàåòñÿ ïðè íàèìåíüøåì âîçìîæíîì çíà÷åíèè t. Â êà÷åñòâå ξ âîçüìåì (k−
−1)-ìåðíûé âåêòîð, ó êîòîðîãî êàæäàÿ i-ÿ êîîðäèíàòà ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé øàãà
èíòåãðèðîâàíèÿ hi íà i-ì èíòåðâàëå. Òîãäà ìèíèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ðàâíà
ñóììå

I =
k−1∑

i=1

ξi.

Ôèêñèðóåì êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ äèñêðåòèçàöèè k è îòûñêèâàåì ξ, w òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (1.9), (4.3) è äîñòèãàëñÿ ìèíèìóì I. Ïðîèçâîäíóþ B ïî ξ
ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

dB

dξi
=

r∑

s=1

∂H(zis, ξ
i, pi+1, pi,s+1)

∂hi

.

Òåïåðü çàäà÷à èìååò ñòàíäàðòíûé âèä è ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîé ïðèâåäåííûé
âûøå ìåòîä.

Åñëè øàãè èíòåãðèðîâàíèÿ âñþäó ïîñòîÿííû, h = h1 = . . . = hk−1, äîñòàòî÷íî
ââåñòè ñêàëÿð ξ, ïîëîæèòü I = ξ(k − 1), ïðîèçâîäíóþ B ñ÷èòàòü ïî ôîðìóëå

dB

dξ
=

k−1∑

i=1

dB

dξi
.

4. Åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ f(x, u, t) äèôôåðåíöèðóåìà ïî x, u âñþäó, êðîìå êîíå÷-
íîãî ÷èñëà òî÷åê {tj}, ãäå èìååò ìåñòî ðàçðûâ I ðîäà, òî âåëè÷èíû øàãîâ hi ñëåäóåò
ïîäáèðàòü òàê, ÷òîáû âñå òî÷êè {tj} áûëè â óçëàõ îñíîâíîé ñåòêè ïî t. Ïðèâåäåííûå
â � 1 ôîðìóëû îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé. Àíàëîãè÷íî, åñëè â íåêîòîðûõ òî÷êàõ
{ti} èç îñíîâíîé ñåòêè ïî t ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ïðåòåðïåâàåò çàäàííûé ðàçðûâ,
íå çàâèñÿùèé îò x è u, òî ôîðìóëû � 1 äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ òàêæå íå
èçìåíÿþòñÿ. Åñëè ðàçðûâ çàâèñèò îò x, u, ò.å.

x(ti+) = ψ(x(ti−), u(ti)),
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ãäå
x(ti+) = lim

t→ti+0

x(t), x(ti−) = lim
t→ti−0

x(t),

òî â ýòèõ òî÷êàõ ñëåäóåò ïðîèçâîäèòü ïåðåñ÷åò èìïóëüñîâ. Ïðè îïðåäåëåíèè pi−1

âìåñòî pi ñëåäóåò áðàòü âåêòîð (∂ψ(x(ti−), u(ti))/∂x)pi è â ôîðìóëå äëÿ ïðîèçâîäíîé
dB/dui äîáàâëÿòü ñëàãàåìîå (∂ψ(x(ti−), u(ti))/∂u)pi.

5. Åñëè ñèñòåìà (1.1) ëèíåéíàÿ, òî ìû ïðèõîäèì ê íåêîòîðîìó âåñüìà ïðîñòîìó
÷àñòíîìó ñëó÷àþ Çàäà÷è I. Âñå àëãîðèòìû îñòàþòñÿ ïðèìåíèìûìè, èõ ìîæíî
óïðîñòèòü, ó÷òÿ, ÷òî ïðîèçâîäíûå ïðàâûõ ÷àñòåé (1.1) ïîñòîÿííû.

6. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ �ïàðàëëåëåïèïåäíîãî� òèïà:

a ≤ w ≤ b. (4.4)

Îãðàíè÷åíèÿ òàêîãî âèäà íåöåëåñîîáðàçíî îòíîñèòü ê îãðàíè÷åíèÿì (1.9). Ïðîùå
ó÷åñòü èõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî âñå ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû îñòàþòñÿ â ñèëå, åñëè âìåñòî îáû÷íîé
çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè B ïî w ðåøàòü çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè B ïî w
íà ìíîæåñòâå (4.4). Ïîýòîìó áèáëèîòåêà ïðîãðàìì á.ì. áûëà ñîñòàâëåíà â äâóõ
âàðèàíòàõ: ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé âèäà (4.4) è áåç èõ ó÷åòà. Â ìåòîäå ëèíåàðèçàöèè
âåêòîð δw èùåòñÿ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (3.7) è ïðè óñëîâèè a ≤ ws + δw ≤ b.

7. Â ðÿäå çàäà÷ íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ñêîðîñòü èçìåíå-
íèÿ óïðàâëåíèÿ:

|du(t)/dt| ≤ c. (4.5)
Åñëè ti è ti+1 � ñîñåäíèå òî÷êè ñåòêè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî t, òî â äèñêðåòíîì

âàðèàíòå ïðèâåäåííîå îãðàíè÷åíèå ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

−chi ≤ u(ti+1)− u(ti) ≤ chi.

Ïîëó÷åííûå äâà îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî îòíåñòè ê îãðàíè÷åíèÿì Γ2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè
ôîðìóë � 1 äëÿ ïðîèçâîäíûõ ñëåäóåò ó÷åñòü äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå â ñâÿçè ñ òåì,
÷òî îãðàíè÷åíèÿ íà i-ì øàãå çàâèñÿò íå òîëüêî îò ui, íî è îò ui+1.

Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ (4.5) ìîæíî ââåñòè èñêóññòâåííî äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè
çàäà÷è. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ó÷åñòü óñëîâèÿ çàïàçäûâàíèÿ â ñèñòåìå (1.1).

8. Ïðè îòûñêàíèè îïòèìàëüíûõ ïðî÷íîñòíûõ êîíñòðóêöèé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
óïðàâëåíèå u(t) íà íåêîòîðûõ çàäàííûõ èíòåðâàëàõ Aj = [tj, tj+τj] áûëî ïîñòîÿííûì.
Äëÿ ó÷åòà ýòîãî ôàêòîðà ñëåäóåò çàäàòü íà÷àëüíîå óïðàâëåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå
óêàçàííîìó òðåáîâàíèþ, à â äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòàõ â êà÷åñòâå dB/dujs, ãäå tjs ∈ Aj,
áðàòü ñóììó ïðîèçâîäíûõ dB/dujs, ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì èíäåêñàì
òàêèì, ÷òî tjs ∈ Aj.

9. Ñîãëàñíî [5] ïðèìåíåíèå ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ Çàäà÷è I ðåçêî
îñëîæíÿåòñÿ, åñëè ôóíêöèîíàë èìååò âèä

I1 = max
0≤t≤T

v(x(t), u(t), t), I2 =

T∫

0

|v(x(t), u(t), t)|dt.
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Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî v � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ, ôóíêöèîíà-
ëû I1 è I2 äèôôåðåíöèðóåìû ëèøü ïî íàïðàâëåíèþ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ââåäåì äîïîë-
íèòåëüíûé óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð ξ, ïî êîòîðîìó áóäåì ïðîâîäèòü ìèíèìèçàöèþ,
è íîâîå îãðàíè÷åíèå, ïîëîæèâ

I1 = ξ, v(x(t), u(t), t) ≤ ξ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå èñïîëüçóåì îáû÷íûé ïðèåì: ââåäåì íîâîå óïðàâëåíèå ũ(t) è äâà
îãðàíè÷åíèÿ, ïîëîæèâ

I2 =

T∫

0

ũ(t)dt, −v(x(t), u(t), t) ≤ ũ(t) ≥ v(x(t), u(t), t).

Ìèíèìèçàöèÿ âåäåòñÿ ïî u(t) è ũ(t). Çàäà÷è â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñâåäåíû ê âèäó I.
Íèêàêèõ íåäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íå âîçíèêàåò, è âñå ìåòîäû ìîãóò áûòü
ïðèìåíåíû áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ìîäèôèêàöèé. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
ìîæíî ðåäóöèðîâàòü ïðîñòåéøèå ìèíèìàêñíûå çàäà÷è [21].

�5. Ïðèìåð ÷èñëîâûõ ðàñ÷åòîâ

Èç áîëüøîãî ÷èñëà ðàçíîîáðàçíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ðåøåííûõ ñ ïîìîùüþ
îïèñàííîé áèáëèîòåêè, ïðèâåäåì ëèøü îäíó, ïîñâÿùåííóþ îïòèìèçàöèè äâèæåíèÿ
ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà (ë.à.). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé ñèñ-
òåìîé:

ẋ = V cos θ cos ψ, ẏ = V sin θ, ż = −V cos θ sin ψ,

GV̇ = g(k1P cos α− CxqS −G sin θ), Ġ = −Cs,

V θ̇ = g(k2N cos γ − cos θ), ψ̇V cos θ = −gk2N sin γ.

(5.1)

Çäåñü x, y, z � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ë.à., V � ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè, θ � óãîë
íàêëîíà òðàåêòîðèè, ψ � óãîë êóðñà, G � âåñ, α � óãîë àòàêè, γ � óãîë êðåíà,
k1 � âåëè÷èíà òÿãè äâèãàòåëÿ, îòíåñåííàÿ ê ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ òÿãè P , k2 �
âåëè÷èíà ïåðåãðóçêè, îòíåñåííàÿ ê ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ N , k3 � îòíîñèòåëüíàÿ
âåëè÷èíà òîðìîçÿùåé ñèëû, S � õàðàêòåðíàÿ ïëîùàäü ë.à., Cx � êîýôôèöèåíò
ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, g = 9.81ì/ñåê2, q � ñêîðîñòíîé íàïîð, Cs � ñåêóíäíûé
ðàñõîä òîïëèâà.

Èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè:

q = ρ(y)V 2/2, ρ(y) = 3.3 · 10−10y2 − 1.155 · 10−5y + 0.125,

P = [10 + V 2/a2(y)](2500− y)/12.5, a(y) = 340.3− 4.08 · 10−3y,

α =
k2NG

k1P + 4.6qS
, Cs = [0.7 + 2(k1 − 0.3)2]k1P/3600, S = 55ì2,

N = min
(

qS

G
,
150000

G
, 8

)
, Cx = 0.02 + 3.174α2 + 0.03k3.

Íà óïðàâëåíèÿ íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ:

0.05 ≤ k1 ≤ 1, 0.01 ≤ k2 ≤ 1, 0 ≤ k3 ≤ 1,

|k̇1| ≤ 0.2, |k̇2| ≤ 0.25, |k̇3| ≤ 1, |γ̇| ≤ 1.57 pàä/ñåê.
(5.2)
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Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò è óïðàâëåíèé ñëåäóþùèå:

x = z = 0, y = 5000ì, V = 300ì/ñ, ψ = θ = 0,
G = 20000 êÃ, k1 = 1, k2 = 1/N, k3 = 0, γ = 0.

(5.3)

Äëÿ ñèñòåìû (5.1) èùóòñÿ óïðàâëåíèÿ k1(t), k2(t), k3(t), γ(t) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
îíè óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèÿì (5.2) è ïåðåâîäèëè ë.à. çà êðàò÷àéøåå âðåìÿ èç (5.3)
â îáëàñòü, çàäàâàåìóþ óñëîâèÿìè

y = 7000ì, θ = 0, ψ = −π, k2 = 1/N, γ = 0. (5.4)

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óïðàâëåíèÿ áûëî âçÿòî ñëåäóþùåå:

k1(t) ≡ 1, k2(t) ≡ 0.3, k3(t) ≡ 0, γ(t) = 1.5 sin(πt/T1), T1 = 21 ñåê.

Çàäà÷à ðåøàëàñü ïÿòüþ ìåòîäàìè. ×òîáû áîëåå ÷åòêî ïðîñëåäèòü ïðîöåññ ñõîäè-
ìîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è á.ì. âñåãäà èñïîëüçîâàëñÿ îäèí è òîò æå ìåòîä ñîïðÿæåí-
íûõ ãðàäèåíòîâ, ðàñ÷åòû çàêàí÷èâàëèñü ëèáî ïðè âûïîëíåíèè (3.2), ëèáî êîãäà
êîëè÷åñòâî øàãîâ ïðåâîñõîäèëî âåëè÷èíó D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T òåêóùåå â ïðîöåññå
ðàñ÷åòîâ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (âåëè÷èíó âðåìåíè ïåðåõîäà èç (5.3) â (5.4)). Íà
ôèãóðå ïîêàçàíî, êàê èçìåíÿëàñü âåëè÷èíà T â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ðàñ÷åòîâ t1
íà ÝÂÌ ÁÝÑÌ-6. Òî÷êè � çíà÷åíèÿ T â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ êàæäîé s-é èòåðàöèè,
â ïðîìåæóòêàõ ïðîâîäèëàñü èíòåðïîëÿöèÿ. Íîìåðà êðèâûõ ñîâïàäàþò ñ íîìåðàìè
ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ, ïðèâåäåííûõ â � 4. Ìåòîäû 3, 4 òðåáîâàëè çíàíèÿ
äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó îíè èñïîëüçîâàëèñü ëèøü ïîñëå òîãî, êàê áûë
ñäåëàí îäèí øàã ïî ìåòîäó øòðàôîâ.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íà ïðîöåññ ðàñ÷åòîâ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè âëèÿåò óäà÷íûé
âûáîð ïàðàìåòðîâ ìåòîäîâ. Àâòîðû íå ïðîâîäèëè ñïåöèàëüíîé îïòèìèçàöèè ïî íèì
è íå ïûòàëèñü ïîëó÷èòü �ðåêîðäíûå� ðåçóëüòàòû. Îáû÷íî êàæäûì ìåòîäîì äåëàëîñü
2-3 ïðîñ÷åòà, à íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò ïðèâåäåí íà ôèãóðå. Áûëè âçÿòû ñëåäóþùèå
ïàðàìåòðû.

Äëÿ ìåòîäà 1: R1 = 10−4, τ1 = b = 1, ν = 1.5, µ = 0.9, D = 100, ẽ = 10−4.
Äëÿ ìåòîäà 3: τ = 10, ε(s) = 0.5/(1 + 0.5s), D = 100.
Äëÿ ìåòîäà 4: τ = 10, ε(s) = 0.5/(1 + 0.05s), D = 100.
Äëÿ ìåòîäà 5: η0 = 10, ε(s) = 0.1/(1 + s), D = 100.
Äëÿ ìåòîäà 6: η0 = 10, ε(s) = 0.01/(1 + s), D = 200.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ äåëàëàñü ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ñ k =
= 51 èíòåãðèðîâàíèå âåëîñü ïî ñõåìå Ýéëåðà, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèëàñü ê çàäà÷å
íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðîé îòûñêèâàëñÿ ìèíèìóì ïî 205 ïåðåìåííûì
ïðè íàëè÷èè 702 îãðàíè÷åíèé òèïà íåðàâåíñòâà è 5 îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâà.
Îãðàíè÷åíèÿ �ïàðàëëåëåïèïåäíîãî� òèïà ó÷èòûâàëèñü â ìåòîäå áåçóñëîâíîé ìèíèìè-
çàöèè, îñòàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ áûëè îòíåñåíû ê îãðàíè÷åíèÿì âèäà (1.9). Èõ êîëè-
÷åñòâî ðàâíî 405. Òàêóþ æå ðàçìåðíîñòü èìåë âåêòîð äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ λ.
Ðàñ÷åòû ïî ìåòîäàì ïðåêðàùàëèñü, åñëè äâà ïîñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿ T îòëè÷àëèñü
ìåíüøå ÷åì íà 10−4. Èç ôèãóðû âèäíî, ÷òî íàèáîëüøåé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè
îáëàäàþò ìåòîäû 4, 3. Ïðèåìëåìàÿ òî÷íîñòü áûëà äîñòèãíóòà çà 25 ìèí. Ìåòîä
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øòðàôîâ ïîòðåáîâàë áîëåå ÷àñà, ÷òîáû ïîëó÷èòü áëèçêèå ðåçóëüòàòû. Ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ìåòîäà 6 ïðèøëîñü óâåëè÷èòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è á.ì. ïî ñðàâíåíèþ
ñ ìåòîäîì 5, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñëå âòîðîãî øàãà ïîëó÷àëàñü âåëè÷èíà Ò,
ïðåâîñõîäÿùàÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå. Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûå óñèëèÿ, àâòîðàì
íå óäàëîñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû, ñïîñîáíûå êîíêó-
ðèðîâàòü ñ äðóãèìè ìåòîäàìè, è ïîýòîìó îíè íå áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå.
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Ôèã.1

Îïèñàííàÿ áèáëèîòåêà ïðîãðàìì èñïîëüçîâàëàñü äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ äðóãèõ
çàäà÷. Â [22], â ÷àñòíîñòè, äàíî ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ
ñèëîâûõ êîíñòðóêöèé, ðåøåíà èãðîâàÿ çàäà÷à Àéçåêñà î äîëèõîáðàõèñòîõðîíå.
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